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ASUPRA NOTIUNII DE CONVERGENTA STATISTICA

Octavian Agratini

Abstract. The aim of this paper is to present the notion of statistical conver-
gence. This definition is based on another concept namely density of a subset
of natural numbers. Since the article is targeted to high school teachers and
students, we tried explaining of the two concepts by presenting several exam-
ples and counterexamples through exercises. In this way we consider that the
information included here will be easier to assimilate.
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1. INTRODUCERE

Articolul se adreseazad atat profesorilor care predau la liceu cat si elevilor
autodidacti care doresc sa-si imbogateasca orizontul matematic.

Prezentam o notiune care nu se regaseste in manualele scolare dar, in opinia
noastra, are meritul de a putea fi ugor asimilata de elevi. Important este faptul
ca exercitiile care se bazeaza pe aceasta notiune se pot aborda la clasele a XI-a.
Pe baza acestor considerente articolul contine numeroase exercitii cu rezolvari
complete. Precizam ca majoritatea exercitiilor prezentate au grad mediu de
dificultate.

In final mentionam cé acest concept de convergenta statistica a fost intro-
dus in anii ’50 de matematicienii polonezi Fast [1] si Steinhaus [3]. Avand
in vedere ca analiza matematica predata in liceu opereaza cu notiuni si re-
zultate introduse cu predilectie in secolele XVIII-XIX, consideram ca ”varsta
fragedd” a convergentei statistice este un motiv suplimentar de a fi cunoscuta
si inteleasa.

2. DENSITATEA UNEI MULTIMI

La inceput reamintim notiunea de functie caracteristica a unei multimi.
Fie A C R. Functia definita dupa cum urmeaza

1, ze€A,
Ny :R—{0,1}, NA(DU):{ 0, z€R\ A4,

se numeste functia caracteristicd a multimii A.
Prezentam cele mai cunoscute proprietati ale functiei caracteristice.
1°Ny =Ng & A= B;
2° daca A C B atunci Ny < Np; (1)
Ry =1-Ny (2)
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unde A este complementara multimii A in raport cu R, adica A = R\ 4;

4° Nynp = NaRp;

57 R\ p = Ng — NyRp;

6° Ngup = N4 + N — NyuNp; (3)

7° Naap = Na + N — 2N 4N p,
unde A reprezinta difereta simetrica, adica AAB = (A\ B) U (B '\ A).

Toate aceste proprietati constituie simple exercitii care pot fi propuse la
clasa. De exemplu, pentru demonstrarea proprietatilor 4°—7° se vor considera
de fiecare datd patru cazuri: © € ANB, ©x € A\ B, z € B\ A, respectiv
z € R\ (AU B), identitatile respective rezultand imediat.

Pe parcursul articolului consideram N = {1,2,3,...}. De asemenea, prin
[a] vom nota partea intreagd a numarului real a.

DEFINITIA 1. Fie S C N. Daca exista limita

lim — Z N (7 (4)

N—oo N

valoarea limitei se noteazd cu 0(S) i se numeste densitatea multimii S.

Pentru §(S) se utilizeaza si denumirea de densitate asimptoticd a multimii
S. Examinand relatia (4) observam ca se considera raportul intre numarul
elementelor lui S care apartin multimii My := {1,..., N} si numarul total
de elemente ale multimii M. Astfel, §(.S) va reprezenta comportarea acestui
raport pentru N tinzand la infinit, adicid comportarea asimptotica a raportului
mentionat.

EXERCITIUL 1. Fie A C B C N. Demonstrati §(A) < §(B).
SOLUTIE. Fie N € N fixat arbitrar. Pe baza relatiei (1) are loc
Na(j) <NB(j), j=1LN,

N
deci Z NA(j Z
Folosmd (4) ob‘gmem d(A) < o(B). O
EXERCITIUL 2. Fie A si B submultimi ale lui N. Aratati ca
J(AUB) <(A)+4(B). (5)
SOLUTIE. Folosind relatia (3), pentru orice j € N putem scrie

Naup(d) = Ra(j) + Rp(j) — Na(F)Np(j) < Na(j) + Rp(j),

ceea ce implica

N
> Rauslj) <
j=1

1=
z

N
+ > Np(j).
=1
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inmul‘gind ambii membri cu 1/N si trecand la limitd in raport cu N, obtinem
inegalitatea ceruta. O

EXERCITIUL 3. Fie S C N o multime finita. Determinati 6(S).

SoLUTIE. Conform ipotezei Card(S) € N, expresia Z Ng(J) are valoarea

j=1
vn, unde vy reprezintd numarul elementelor multimii Sy := {1,2,..., N}NS.
Deoarece Sy C S, are loc vy < Card(S). Deducem
. Card(S5)
< = — ) < = .
Deci orice multime finita S C N are densitatea nula. U

Rezultatul obtinut implica 6(0) = 0.
Sunt multimi infinite ale lui N care au densitatea zero? Raspunsul il dam
prin urmatorul exercitiu.

EXERCITIUL 4. Fie p > 2 un numar natural fizat si mulfimea
Sp={nf: neN}L
Determinati 6(Sp).

SOLUTIE. Fie N > 1 fixat arbitrar. Trebuie sa determinam cate puteri de
ordinul p ale numerelor naturale exista in multimea {1,..., N}. Cel mai mare

numar natural n cu proprietatea n? < N este [{'VN } Obtinem

0<6(Sy) = lim ———

Astfel, are loc relatia
d({n?: neN}) =0, (6)
pentru orice numér natural fixat p > 2. O

EXERCITIUL 5. Determinati 6(N).

N
So . Ny(j) = 1+...4+1 = N sgi folosind relatia (4) obti
LUTIE j; n(7) +N + si folosind relatia (4) obtinem
0(N) =1. O

Ne punem intrebarea daca sunt submultimi proprii ale lui N care au densi-
tatea 1.

EXERCITIUL 6. Fie S =N\ {n?: n € N}. Determinati §(S).
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SOLUTIE. Fie N > 1 arbitrar fixat. Numarul patratelor perfecte mai mici
sau egale cu N este [\/ N ] Astfel, deducem

ﬁsto‘) =N - |[VN]|

VN Vv
i =1-— lim =——= = 1. S-a folosit 0 < < —. O
si 0(S) Ngnoo ~ S-a folosit 0 < N SUN
DEFINITIA 2. O multime S C N care are densitatea egald cu 1 se numeste
multime statistic densa.

EXERCITIUL 7. Fie A un numar rafional supraunitar fixat. Consideram
mulfimea
Sy={M: neN}nN.

Demonstrati

5(S)) = % (7)

SOLUTIE. Deoarece A € (1,00) N Q, exista numerele naturale p,q cu pro-

N

prietatile 1 < ¢ < p, (p,q) = 1, astfel incat A = p/q. Cantitatea Z Ng, (j) are
j=1

valoarea vy, unde vy reprezinta cardinalul multimii

{1,2,...,N}ﬂ{§n: nEN}.

Numarul numerelor naturale mai mici sau egale cu N care sunt de forma pn/q
este [¢N/p|. In consecinta vy = [¢N/p]. Pe baza relatiei (4) obtinem
1 [gN 1
5(Sy) = lim — [q } =1

N—o0

p

P

In calculul limitei ne-am bazat pe dubla inegalitate o — 1 < [a] < a si am
aplicat criteriul clestelui. ]

EXERCITIUL 8. Fie S C N cu densitatea o € [0,1]. Aratati ca 6(S) =1—a.
SOLUTIE. Fie N > 1 arbitrar fixat. Conform proprietatii (2) avem

ceea ce implica
N N

EIRs() =1 1 S oRs().
= =1

Trecand la limita in raport cu N, obtinem 6(S) =1—49(5) =1 — a. O
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OBSERVATIA 1. Mulfimea numerelor naturale pare are densitatea 1/2, a se
vedea Ezercitiul 7 in care alegem X\ = 2. Pe baza Ezercitiului 8 rezulta ca
multimea numerelor naturale impare are de asemenea densitatea 1/2.

OBSERVATIA 2. Notind cu A(N) multimea tuturor submultimilor lui N care
admit densitate, putem considera aplicatia

§:AN) = [0,1], S+ 8(S).

Ezercitiul 8 ne permite sa tragem concluzia ca functia § nu este injectiva.
Pe baza Ezxercitiului 7 deducem cd § poate lua orice valoare rationald din [0, 1].
Folosind ca model acest exercitiu, pentru un numdar irational z € (0,1) fizat,
propunem sa se construiasca o multime S; C N astfel incdt 6(S,) = x. Astfel
vom putea afirma ca aplicatia 0 este surjectiva.

3. UN ALT TIP DE CONVERGENTA

O notiune fundamentald a analizei matematice este cea de limita a unui
sir. Reamintim caracterizarea cu ¢ a limitei unui sir. In cele ce urmeazi ne
intereseaza doar cazul in care limita este finita. Sirul © = (z,,)n>1 de elemente
din R are limita [, [ € R, daca si numai daca

Ve>0,3N(), Vn> N(e), rezultd |z, — | <e. (8)

Precizam ca N(g) este un numar natural care depinde de ¢.
Vom nota lim z, = 1.
n—oo

DEFINITIA 3. Sirul x = (zp)n>1 de elemente din R converge statistic sprel,
l € R, daca si numai daca

Ve>0, d({neN: |z, —1>¢c})=0. 9)

Precizam ca §(S) reprezinta densitatea multimii S.
Vom nota st — lim x, = 1.
n—oo

OBSERVATIA 3. Pe baza Exercitiului 8 putem reformula definitia conver-
gentei statistice, a se vedea relatia (9).

Dandu-se un sir (x,)n>1 de elemente din R si un numar | € R, putem
enunta:

st — li_)m Tp=1leVe>0, 6({neN: |z, - <e})=1.

Ne propunem sa stabilim legatura intre notiunile definite prin relatiile (8)
si (9).

TEOREMA 1. Fie © = (x,)n>1 §ir de elemente din R. Fie |l € R. Daca

lim z, =1, atunci st — lim z,, = [.
n—oo n—oo

Demonstratie. Aratam ca relatia (8) implica relatia (9). Fie € > 0 arbitrar
fixat. Conform ipotezei va exista un rang N (e) astfel incat
{neN: n>N()si|z, -1 >} =0. (10)
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In continuare putem scrie
{neN: |z, -1 >¢}
={neN: n<N(e)si|z, -1l >e}U{neN: n>N(e)si|z, — 1] >}
O i eN: n< N si|zn— 1| >} C{L,...,N()).

Folosind Exercitiul 1 deducem
d({n eN: |z, =1 >€}) <6({1,...,N(e)}).

Deoarece densitatea unei multimi finite este nula (vezi Exercitiul 3), are loc
relatia (9) si astfel demonstratia este incheiata. O
Reciproca teoremei este falsd, dupa cum se poate vedea din

EXERCITIUL 9. Fie x = (xn)n>1 sir de elemente din R definit astfel

n, nePp,
Ty =
— N\ P
a1 "€ \ P,
unde P = {k?: k € N}. Ardtati
(i) nu exista lim x,,
n—oo
(ii) st — lim x, = 0.
n—oo

SOoLUTIE. (i) Consideram subsirurile (z,)nep §i (2n),cp care au limite
diferite, i anume
lim z, =00, lim x, =0.
nep neP
n—00 n—o00
Astfel girul dat nu are limita.

(ii) Fie € > 0 arbitrar fixat. Multimea {n : |x,| > €} o partitionam astfel
{n: |z, >e}={neP: |z, >etU{neN\P: |z,|>c}

={neP: n>clU{neN\P: > e}

1+ n2

T 225}::PUS.
n

Folosind Exercitiul 1 si relatia (5) putem scrie
S{n: |z =e}) <6(P)+0(9).

Conform Exercitiului 4, a se vedea (6) cu p = 2, avem §(P) = 0. De asemenea
0(S) = 0 caci S este o multime finitad. Mai exact S contine doar acele elemente

CPU{neN\P:

. . l—¢ : .
n € N care satisfac relatia n? < ——. Evident, pentru e € [1,00), S devine
€
chiar multimea vida. In concluzie am aratat ca
0({n: |zn] =€}) =0,

ceea ce implica st — lim x, = 0. O
n—0o0
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TEOREMA 2. (caracterizarea convergentei statistice) Fie x = (zp)p>1 §ir
de elemente din R. Fiel € R.

st— lim z, =1 &
n—o0
38 ={nj: nj <nju, j €N} CN astfel incat 5(S) =1 si lim z,,, = L.
j—o0
(11)

Acest criteriu stabilit in 1980 de matematicianul slovac Tibor Salat [2] spune
ca un §ir (x,)n>1 converge statistic spre [, [ € R, daca gasim un subsir al aces-
tuia care converge la [ si multimea indicilor subsirului respectiv este statistic
densa.

EXERCITIUL 10. Fie x = (xy)n>1 §ir de elemente din R definit astfel

2n
, M par,
3n+5 b
n 3n
o1’ n  impar.

Studiati convergenta statisticd a sirulus.

SoLUuTIE. Conform teoremei de caracterizare a convergentei statistice va
trebui s& gasim o multime de indici I cu 6(I) = 1 astfel incat subsirul (x,,)ner
sa fie convergent.

Fie I C N o astfel de multime fixata arbitrar, deci I este infinita si §(1) = 1.
Descompunem multimea I in doua submultimi, I; si I», prima fiind formata
din toti indicii impari si a doua din toti indicii pari. Deci I = I; U I si
Il N Ig = @

Deoarece §(I) = 1 afirmim c& atat I; cat si Jo sunt multimi infinite. Intr-
adevar, daca I este finita, putem scrie

(1) < 8(1) + (1) = 6(12) < 6({2m: me N}) = o,
a se vedea Exercitiile 2, 3 si relata (7) cu A = 2.
Analog, daca I este finita, folosind acelasi rationament gi ludnd in consi-

derare Observatia 1, vom obtine 6(I) < 3

I a fost fixata arbitrar. Cel putin pentru una din aceste multimi trebuie
ca sirul (x,)ner sa fie convergent. Dar aceasta nu poate avea loc deoarece
subsirurile (zp)ner,, (Tn)ner, au limite diferite, si anume 3/2 respectiv 2/3.
Astfel sirul dat nu este statistic convergent. O

4. CONCLUZII

Avand in vedere relatiile (8) si (9) putem trage urmatoarele concluzii rela-
tive la un sir (z,,)n>1 de elemente din R. Fie [ € R.
(1) li_>m z, = | < 1n orice vecinatate a lui [ de forma (I —€,l + ¢) se afla
n—oo

toti termenii sirului incepand de la un anumit rang care depinde de €.
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(ii) st — nh_}n;o xn, = | < in orice vecinatate a lui [ de forma (I —e,l + ¢)
se afla o infinitate de termeni cu proprietatea ca multimea indicilor acestora
este densa, a se vedea relatia (11). Aceasta nu exclude ca in afara vecinatatii
respective sa se afle un numar finit de termeni sau un numaér infinit de ter-
meni cu proprietatea ca multimea indicilor lor are densitatea nula (a se vedea
Exercitiul 9).
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