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O TEOREMĂ DE MEDIE ŞI UNELE APLICAŢII

Ovidiu T. Pop şi Dan Bărbosu

Abstract. În această notă se demonstrează o teoremă de medie ce generalizează
teoremele de medie stabilite de D. Pompeiu, T. Boggio, M. Ivan şi O. T. Pop.

1. INTRODUCERE

Reamintim pentru ı̂nceput teoremele ce urmează a fi generalizate.

Teorema 1. (D. Pompeiu, 1946) Fie f : [a, b] → R o funcţie cu pro-
prietăţile:
a) f este continuă pe [a, b];
b) f este derivabilă pe ]a, b[;
c) 0 6∈ [a, b].

Atunci există c ∈]a, b[ astfel ı̂ncât

(1)
af(b)− bf(a)

a− b
= f(c)− cf ′(c).

Teorema 2. (T. Boggio, 1947) Fie f, g : [a, b]→ R funcţii cu proprietăţile:
a) f, g sunt continue pe [a, b];
b) f, g sunt derivabile pe ]a, b[;
c) g(x) 6= 0, (∀)x ∈ [a, b];
d) g′(x) 6= 0, (∀)x ∈]a, b[.

Atunci există c ∈]a, b[ astfel că

(2)
g(a)f(b)− g(b)f(a)

g(a)− g(b)
= f(c)− g(c)

f ′(c)

g′(c)
.

Teorema 3. (M. Ivan, 1970) Fie f : [a, b]→ R o funcţie cu proprietăţile:
a) f este continuă pe [a, b];
b) f este derivabilă pe ]a, b[;
c) f ′(x) 6= 0, (∀)x ∈]a, b[;
d) f(a) 6= f(b).

Atunci există c ∈]a, b[ astfel ı̂ncât:

(3)
af(b)− bf(a)

f(b)− f(a)
= c− f(c)

f ′(c)
.
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Teorema 4. (O. T. Pop, 2005) Fie f : [a, b]→ R o funcţie cu proprietăţile
a) f este continuă pe [a, b];
b) f este derivabilă pe ]a, b[;
c) f ′(x) 6= 0, (∀)x ∈]a, b[.

Considerăm punctele A(a, f(a)), B(b, f(b)). Dacă punctul M(α, β) satisface
condiţiile M ∈ AB şi M 6∈ [AB], atunci există c ∈]a, b[ astfel că:

(4) α

(
f ′(c)− f(a)− f(b)

a− b

)
=
af(b)− bf(a)

a− b
− (f(c)− cf ′(c))

şi

(5) β

 1

f ′(c)
− 1

f(a)− f(b)

a− b

 =
af(b)− bf(a)

f(b)− f(a)
−
(
c− f(c)

f ′(c)

)
.

2. REZULTATUL PRINCIPAL

Teorema 5. Fie f, g : [a, b]→ R funcţii cu proprietăţile:
(i) f, g sunt continue pe [a, b];
(ii) f, g sunt derivabile pe ]a, b[;
(iii) g′(x) 6= 0, (∀)x ∈]a, b[

şi fie α ∈ R cu proprietatea
(iv) α < a sau b < α.

Atunci există c ∈]a, b[ astfel ı̂ncât:

α

(
g(a)− g(b)

a− b
f ′(c)

g′(c)
− f(a)− f(b)

a− b

)
(6)

=
af(b)− bf(a)

a− b
−
(
f(c)− g(c)

g′(c)
f ′(c)

)
+
bg(a)− ag(b)

a− b
f ′(c)

g′(c)
.

Demonstraţie. Din (iii) rezultă că g(a) 6= g(b) şi g este strict monotonă.
Arătăm că are loc relaţia:

(7) a ≤ a− b
g(a)− g(b)

g(x) +
bg(a)− ag(b)

a− b
≤ b, (∀)x ∈ [a, b].

Dacă g este strict crescătoare, atunci
a− b

g(a)− g(b)
> 0 şi cum g(a) ≤ g(x) ≤

g(b), (∀)x ∈ [a, b] se obţine

a− b
g(a)− g(b)

g(a) +
bg(a)− ag(b)

a− b

≤ a− b
g(a)−g(b)

g(x) +
bg(a)−ag(b)

g(a)−g(b)
≤ a− b
g(a)−g(b)

g(b) +
bg(a)−ag(b)

g(a)−g(b)

de unde, după efectuarea calculelor, se obţine (7). Dacă g este strict de-
screscătoare, relaţia (7) se demonstrează analog.
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Considerăm funcţiile u, v : [a, b]→ R definite prin

u(x) =
f(x)

a− b
g(a)− g(b)

g(x) +
bg(a)− ag(b)

g(a)− g(b)
− α

,

v(x) =
1

a− b
g(a)− g(b)

g(x) +
bg(a)− ag(b)

g(a)− g(b)
− α

.

E uşor de verificat că funcţiile u, v satisfac condiţiile teoremei lui Cauchy pe
[a, b]. Aplicând atunci teorema lui Cauchy funcţiilor u, v rezultă că există
c ∈]a, b[, astfel ı̂ncât

u(a)− u(b)

v(a)− v(b)
=
u′(c)

v′(c)
,

relaţie echivalentă cu

f(a)

a− α
−

f(b)

b− α
1

a− α
−

1

b− α

=

f ′(c)

(
a− b

g(a)−g(b)
g(c) +

bg(a)−ag(b)

g(a)−g(b)
− α

)
− f(c)

a− b
g(a)−g(b)

g′(c)

−
a− b

g(a)− g(b)
g′(c)

,

din care se obţine relaţia (6). �

Observaţia 1. Punctul intermediar c din Teorema 5 depinde de para-
metrul α.

În cele ce urmează, vom prezenta câteva aplicaţii ı̂n condiţiile
Teoremei 5.

Aplicaţia 1. Dacă g(x) = x, obţinem relaţia (4) din Teorema 4 (vezi şi
[5]), iar pentru g(x) = x şi α = 0, obţinem Teorema lui D. Pompeiu, [4].

Aplicaţia 2. Dacă α =
bg(a)− ag(b)

g(a)− g(b)
, atunci obţinem Teorema lui T.

Boggio, [1].

Aplicaţia 3. Dacă f(x) = x şi α =
bg(a)− ag(b)

g(a)− g(b)
, obţinem Teorema lui

M. Ivan, [2].

Aplicaţia 4. Dacă g(a) = f(a) şi g(b) = f(b), egalitatea (6) devine

(8)

(
α
f(a)−f(b)

a− b
+
af(b)−bf(a)

a− b

)(
f ′(c)

g′(c)
− 1

)
=
g(c)

g′(c)
f ′(c)−f(c).
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Aplicaţia 5. Dacă α = 0, f ′(x) 6= 0, (∀) x ∈]a, b[ şi 0 /∈]a, b[, atunci
obţinem

(9)

af(b)− bf(a)

a− b
− f(c)

f ′(c)
=

ag(b)− bg(a)

a− b
− g(c)

g′(c)
.
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