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El6szo

A Nemzetkozi Magyar Matematikaverseny otletét 1991-ben
Bencze Mihaly brass6i matematikatanar fogalmazta meg a szegedi
Ratz Laszl6 Vandorgytilésen. Az els§ verseny megrendezését Olah
Gyorgy komaromi matematikatanéar véllalta. A verseny célja ket-
t6s: egyrészt szakmai megmérettetés a matematikat magyarul
tanuld kozépiskolas didkok szamara, masrészt a tobb orszag ha-
tarain ativel§ magyar kultira alaposabb megismerése, apolasa.
E ketts cél érdekében a versenyt minden masodik évben Ma-
gyarorszagon, a kozbeess években a szomszédos orszdgokban ren-
dezik.

A kiilénb6z6 orszagok matematikatanterve nagyon sok lénye-
ges vonatkozasban kiilonbozik. Nemcsak a tartalmak kiilénboz-
nek, hanem orszagonként radikalisan méas a tantervek felépitése
mogotti koncepcid, a végss elbiralasi kdvetelményrendszer, a tani-
tas teljes célrendszere. Emiatt a versenybizottsagnak igen nehéz
feladata van minden évben, mert a beérkezé javaslatok alapjan
olyan feladatsorokat kell kidolgoznia, amelyek egyrészt esélye-
gyenlGséget biztositanak a kiilonb6z6 régiok didkjai szamara, mas-
részt mégis tiikkrozik azt a sokszintiséget, pluralizmust, amely a
versenyen résztvevs régiok matematikaoktatdsat jellemzi. Az
egyensulyt eltalalni, s6t egyaltalan a ttréshatarokon beliil megko-
zeliteni, nehéz. Természetesen ennek az egyensilynak minden év-
ben maésfajta megkozelitését, vetiiletét tapasztalhattuk. Taldn egy
nemzetkozi zstri, amelyben minden régié képviselve van, jobb
megkozelitést talalna.

A XIX. Nemzetkozi Magyar Matematikaverseny alkalméabol
igyekeztiink olyan feladatokat valogatni, amelyek t&bb kiilonb6z6
otlettel, modszerrel is megoldhatok. Igy a feladatok szerzsi al-
tal javasolt megoldasok mellé, sok esetben, alternativ megolda-



sokat, megjegyzéseket mellékeltiink annak érdekében, hogy réavila-
gitsunk a tantervek kiilonbozGségébsl fakadd szemléletmodbeli
kiilonbségekre. Ugyanakkor azonkiviil, hogy a feladatsorokon be-
lill igyekeztiink nemcsak nagyon nehéz, hanem koézepes nehézségi
és konnyi feladatokat kivalasztani, azt is szempontnak tekin-
tettiik, hogy a kiilonb6z6 évfolyamok feladatsorai kozt is legyen
valamilyen nehézségi, mélységi rangsor, ami a felhasznalt mate-
matikai eszkozoket, Otleteket illeti.

A versenyre nagyon sok javasolt feladat érkezett, ezért el6bb
egy el6valogatast tartottunk, amely soran kivalogattuk azokat a
feladatokat, amelyekrdl azt gondoltuk, hogy az altalunk valasztott
szempontok szerint bekeriilhetnek a versenyre. A tényleges fela-
datsorokat egy masodik forduléban allitottuk Gssze, ahol figyelem-
mel kovettiik a feladatok nehézségét, szépségét, a régiok reprezen-
talasat, valamint az alternativ megoldasok létezését. Azokbdl a
feladatokbol, amelyek végiil nem keriiltek be a versenyre, egy
rovid izelit6t tartalmaz jelen kiadvanyunk utolsé paragrafusa. Ide
azokat a feladatokat vilogattuk be, amelyeket nagy elGszeretettel
betettiink volna a versenyre, de valamilyen szempont miatt (ami
sok esetben az adott feladattol teljesen fiiggetlen volt) kényte-
lenek voltunk mégis kivenni.

Bar tudataban vagyunk annak, hogy az egyensulyt mi sem
értiik el, reméljiik, hogy a XIX. Nemzetkozi Magyar Matematika-
verseny szakmai szempontbdl teljes mértékben szolgalja az 1991-
ben megfogalmazott és id6kozben kiegészitett célokat. A Komé-
romban rendezett [. Nemzetkézi Magyar Matematikaverseny
tobbszoros dijazottjaként bizom abban, hogy az idei verseny részt-
vev6i koziil minden régidban kikeriilnek olyan szakemberek, akik
20 év milva a XXXIX. Nemzetkozi Magyar Matematikaversenyre
sokkal jobb feladatsorokat allitanak ssze.

Andras Szilard, Kolozsvar



XIX. Nemzetkozi Magyar Matematikaverseny
Szatmarnémeti, 2010. marcius 19-22.

9. osztaly

1. Feladat. Mennyi a kovetkez§ tort értéke?

2010201020102011 - 4020402040204021 — 2010201020102010
2010201020102010 - 4020402040204021 + 2010201020102011

dr. Katz Sandor, Bonyhad

2. Feladat. Meseorszagban fityinggel és fabatkaval lehet vasé-
rolni, ahol 1 fitying 2010 fabatkéat ér. Fajanko és Vasgyuro Ossze-
hasonlitjak megtakaritott pénziiket. Mindketten megszamoljak fi-
tyingjeiket és fabatkaikat, majd megallapitjak, hogy egyikiiknek
sincs 2010-nél tobb fityingje, és hogy Vasgyiro vagyona 1003 fa-
batkaval tobb, mint Fajank6 vagyonénak kétszerese. Fajankonak
annyi fityingje van, ahény fabatkaja van Vasgyurénak, és annyi
fabatkaja, ahény fityingje van Vasgytrénak. Mennyi megtakari-
tott pénze van Fajankdénak?

dr. Péics Hajnalka, Szabadka

3. Feladat. Oldjuk meg az % —
ha z, y, z egész szadmok!

1,1 _ 1 1
st = I—y+y—z—legyenletet,

Bir6 Bélint, Eger

4. Feladat. A dubai Burj Khalifa felhdkarcolo 160 emeletes. In-
duljon el egy lift a foldszintrdl, és tételezziik fel, hogy ttja soran
minden emeleten pontosan egyszer all meg. Mennyi az a leghosz-
szabb ut, amit ekdozben megtehet, ha két szomszédos emelet kozti
tavolsag 4 méter?

Fejér Szabolcs, Miskolc
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5. Feladat. Az ABC haromszog AC és BC oldalan felvessziik
a C-hez, illetve B-hez kozelebb es6 N és M harmadolépontot,
valamint az AB oldal P felez6pontjat, majd az eredeti harom-
szoget kitoroljiik. Szerkessziik vissza az M, N és P pont alapjan
az eredeti haromszoget!

Kovéacs Lajos, Székelyudvarhely

6. Feladat. Szinezziik ki egy szabalyos 2010-sz0g cstcsait 3 szin-
nel, mindharom szint ugyanannyiszor hasznalva. Igaz-e, hogy béar-
mely szinezés esetén lesz olyan szabalyos haromszog, amelynek
vagy minden cstcsa azonos szind, vagy a harom cstcsa harom
kiilonb6z6 szinti?

Fejér Szabolcs, Miskolc
10. osztaly

1. Feladat. Legalabb héany szeget kell beiitni az alabbi farics
racspontjaiba ahhoz, hogy biztosan legyen koztiik 4 szeg, amely
egy téglalapot feszit ki?

Nagy Ors, Kolozsvar

2. Feladat. Hatéarozzuk meg azokat az z,y € N szamokat,
amelyekre
xy(r —y) = 13z + 15y.

Kacs6 Ferenc, Marosvéasarhely
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3. Feladat. Adott a sikon négy pont ugy, hogy koziilik seme-
lyik harom sincs egy egyenesen. Kiszineztiik a négy pontot négy
szinnel: pirossal, kékkel, zolddel, és sargaval. Ezutan kiszineztiik
a pontok altal meghatéarozott szakaszokat is tigy, hogy azok szine
megegyezett valamelyik végpontjuk szinével, és kézben mind a
négy szint Gjra felhasznéltuk. Igaz-e, hogy mindig van olyan pont,
hogy

(1) vagy a beldle kiindul6 szakaszok koziil,

(2) vagy a masik harom pont kozti szakaszok koziil

az egyik piros, a masik kék, a harmadik zo6ld?

dr. Kantor Sdndorné, Debrecen

4. Feladat. Mennyi azoknak a pozitiv egészeknek az Osszege,
amelyek 2010-nél nem nagyobbak, és szamjegyeik Osszege pérat-
lan?

Fejér Szabolcs, Miskolc

5. Feladat. Legyen hat, nem feltétleniil egyforma sugari, kor egy
sikban. Igazoljuk, hogy ha a hat kornek van kozos belsé pontja,
akkor az egyik kor kozéppontja egy masik belsejében van.

Matyas Matyas, Brasso

6. Feladat. Adott az ABC héromszog, amelyben AB = AC és
m(BAC) = 20°. Az AC oldalon felvesszikk a D és E pontokat

ugy, hogy AD = BC és BE az ABC szogfelezGje. Legyen F' és
K a BD, illetve DFE szakasz felez6pontja. Bizonyitsuk be, hogy
az EF K egyenls oldalu.

Olosz Ferenc, Szatméarnémeti
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11. osztaly

1. Feladat. Hatarozzuk meg az 1, 2, 4, 5, 7, 9, 10, 12, 14, 16, 17,
19, 21, 23, 25, ... sorozat 2010. tagjat, ha a sorozat tagjait ugy
képeztiik, hogy az 1-es utan leirtuk az 6t kdvet§ 2 péaros szamot,
majd a kapott szamot kdvets 3 paratlan szamot, az ezutan kapott
szamot kovets 4 paros szamot és igy tovabb.

dr. Pintér Ferenc, Nagykanizsa

2. Feladat. Az z1,x9,...,T, nemnegativ valés szdmok teljesitik
az

az%—kazg—l—...—kazi—kl-xl+2-x2—|—3-a:3—|—...+n-a:n:2010

egyenlGséget. Hatarozzuk meg az x1 + x9 + ... + x, legkisebb
lehetséges értékét!

Borbély Jozsef, Tata

3. Feladat. Hatarozzuk meg a

egyenlet valos megoldasait!
Szilagyi Judit és Nagy Ors, Kolozsvar

4. Feladat. Az ABC'D konvex négyszogben jelolje o a dy és do
hosszusagn AC, illetve BD atlo altal kozrezart szog mértékét.
Mutassuk ki, hogy ABCD akkor és csakis akkor négyzet, ha

(dy sin Asin C' + dg sin Bsin D) - sina = 1/2(d? + d3).

Longéver Lajos, Nagybanya

10
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5. Feladat. Adjuk meg az Osszes olyan haromszoget,
amelyben mindharom oldal hossza (méterben kifejezve)
primszam ¢és a teriilet mérészama (négyzetméterben) egész szam!

Mészaros Alpar Richard, Kolozsvar
6. Feladat. Jelolje a; a k pozitiv egész szam legnagyobb paratlan
osztojat.
a) Igazoljuk, hogy
{a2k,a2k+1, . ,a2k+1_1} = {1,3,5, .. ,2k+1 — 1} .

n—1
b) Igazoljuk, hogy Z ap =
k=1

4" —1

3

Déavid Géza, Székelyudvarhely
12. osztaly

1. Feladat. Hatarozzuk meg az E(z) = (1+ cos z) sin z kifejezés
legnagyobb értékét, ha x tetszsleges valos szdm! Milyen x esetén
veszi ezt fel?

Kovacs Béla, Szatmarnémeti

n

2. Feladat. Hatarozzuk meg azt a harom kiilénbozé R

n J—

n € N, n > 1 alakua tortet, amelyek Osszege egész szam!
Nemecsko Istvan, Budapest

3. Feladat. Keressiik meg azt a leghosszabb, szigortan névekve,
egészekbdl allo mértani sorozatot, amelynek tagjai a [100,1000]
intervallumban vannak!

Szab6o Magda, Szabadka

4. Feladat. Az (z,,),>1 valos szamsorozat teljesiti az
(1+zp)rpe =n,n>1

rekurziot és x1 = 1.

11
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Igazoljuk, hogy n > 2 esetén

n+1 n+n+2
( : _1> cigl Zxk .

Bencze Mihaly, Brasso

5. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy négy kiilonb6z6, nemnegativ
valos szam kozil kivalaszthato ketts (x és y), amelyekre

1+ zy V3

> .
VI+22-\/1+y2 2

dr. Minda Mihéaly, Vac

6. Feladat. Egy laktanya udvarédn 2010 katona magassig szerint
all sorban. Egy perc alatt barmelyik két katona egymaéssal helyet
cserélhet (tudnak elég gyorsan futni). Egyszerre tobb helycsere
is torténhet, de egy katona egy perc alatt csak egy helycserében
vehet részt. Legfeljebb hany perc sziikséges ahhoz, hogy névsor
szerint alljanak sorba? (A katonak kiilonb6z6 magassaguak, és a
neviik is kiilonbozik.)

dr. Kantor Sandor, Debrecen

12
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Megoldasok
9. osztaly
1. Feladat. Mennyi a kovetkezs tort értéke?

2010201020102011 - 4020402040204021 — 2010201020102010
2010201020102010 - 4020402040204021 + 2010201020102011

dr. Katz Sandor, Bonyhad

Megoldds. Lathato, hogy a tortkifejezésben szerepld szémok a
2010201020102010, az ennél eggyel nagyobb és a kétszeresénél
eggyel nagyobb szam. Jeloljiik ezért a 2010201020102010 szamot
n-nel. Ekkor a tort:

(n+1)2n+1)—n 2n+2n+n+1-n
n@2n+1)+n+1  224n+n+1

72n2+2n+17
24 2m+1
®

1. Megjegyzés. Ha a 2010201020102011 szamot jeloljiik m-mel,
akkor a
m2m —1)—(m—1)

(m—1)2m —1)+m

tortet kapjuk és ha a 4020402040204021 szamot jeloljik p-vel,
akkor a

ptl, _ p—=1
2 P 2 _q
p—1 p+1l T
7 Pt

torthoz jutunk. Minden esetben a tértben megjelend szamok kozti
Osszefliggések észrevétele a lényeges.

13
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2. Feladat. Meseorszagban fityinggel és fabatkaval lehet vasé-
rolni, ahol 1 fitying 2010 fabatkat ér. Fajanko és Vasgyiro Ossze-
hasonlitjak megtakaritott pénziiket. Mindketten megszamoljék fi-
tyingjeiket és fabatkaikat, majd megallapitjik, hogy egyikiiknek
sincs 2010-nél tobb fityingje, és hogy Vasgyir6 vagyona 1003 fa-
batkaval t6bb, mint Fajank6 vagyonédnak kétszerese. Fajankonak
annyi fityingje van, ahany fabatkaja van Vasgytrénak, és annyi
fabatkaja, ahény fityingje van Vasgytrénak. Mennyi megtakari-
tott pénze van Fajankoénak?

dr. Péics Hajnalka, Szabadka

Megoldds. Legyen Fajankénak x fityingje és y fabatkaja. Ekkor
Vasgyuronak y fityingje és x fabatkaja van. A megadott feltétel
szerint ekkor

2010y + = — 1003 = 2(2010x + ),

ahonnan rendezés utan 2008(y — 2x) = 3x + 1003 adodik. Két
esetet kiilonboztetiink meg;:

1. eset. Ha y — 22z = 1, akkor 3z 4+ 1003 = 2008, ahonnan z = 335
és y = 671.

2. eset. Ha y — 2x > 2, akkor 3z + 1003 > 2 - 2008 = 4016,
azaz xr > %. Ekkor y > 2 + 22 > 2—|—2-% > 2010, ami
ellentmondést jelent a feltételekkel.

Tehat Fajankonak 335 fityingje és 671 fabatkaja van. ®

3. Feladat. Oldjuk meg az % — % + % = I—Iy + yiz — 1 egyenletet,
ha z, y, z egész szamok!

Bir6 Béalint, Eger

Elsé megoldds. Nyilvanvald, hogy az x, vy, z egész szdmok egyike
sem lehet 0. Szorozzuk be az egyenletet az xyz # 0 kifejezéssel!

14
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Ekkor el@szor az yz — xz+xy = 2+ — zyz, majd 0-ra rendezve
az
yz—z+zyz—xz+zxy—xz =0

egyenletet kapjuk. A bal oldalon (y — 1) kiemelhet6 és igy az
(y—1)(z4+224+2)=0

egyenlethez jutunk.

1. eset. Hay — 1 =0, akkor y = 1 és a z + xz + x kifejezés értéke
tetszGleges egész szam lehet, tehat x és z értékének is tetszbleges,
0-t6l kiilonboz6 egész szamot valaszthatunk.

2. eset. Ha z + xz 4+ x = 0, akkor

z4+az+r+1=(r+1)(z+1) =1

Mivel x és y egész szamok, ezért x +1 =1és z+ 1 = 1 vagy
r+1=—-16é2z+1=—1. Az els6 esetben z = z = 0 adodik és
ez nem lehetséges. A mésodik esetben x = z = —2 és visszahe-
lyettesitve az eredeti egyenletbe lathatd, hogy tetszdleges y # 0
esetén teljesiil az egyenlGség, tehat a feladat megoldasainak hal-
maza

M ={(z,1,2)|x,z € Z"} U {(-2,y,-2)|ly € Z"}.

Madsodik megoldds. A tagok csoportositiasaval az

R

egyenlethez jutunk, tehéit az

)
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egyenletet kell megoldanunk. Ha y = 1, akkor x és z tetszGleges
lehet, kiilonben az %—l—% = 1 egyenl6ségnek kell teljesiilnie. |z| > 2
és 2] > 2 esetén L + 1 < 1. Ugyanakkor ha |z| = 1 vagy |z| = 1,
akkor ellentmondéshoz jutunk, tehat csak a |z] = 2 esetet kell
megvizsgalni. Ebben az esetben az x = z = —2 megoldashoz
jutunk, tehét

M ={(z,1,2)|z,z € Z} U{(-2,y,-2)|ly € Z"}.
&

4. Feladat. A dubai Burj Khalifa felhGkarcolé 160 emeletes. In-
duljon el egy lift a foldszintrél, és tételezziik fel, hogy tutja soran
minden emeleten pontosan egyszer all meg. Mennyi az a leghosz-
szabb ut, amit ekdzben megtehet, ha két szomszédos emelet kozti
tavolsag 4 méter?

Fejér Szabolcs, Miskolc

Elsd megoldds. Vizsgaljuk meg példaul, hogy legfeljebb hanyszor
teheti meg a [20, 21] emeleti intervallumot! Ha a lift felfelé mozog,
akkor a ,,START” allomés lehet a 0,1, ..., 20 sorszimu emelet, a
LCEL” pedig a 21,22,...,160. Mivel minden emeleten pontosan
egyszer allhat meg, ezért legfeljebb 21-szer mehet at ezen a sza-
kaszon tgy, hogy felfele halad. Ha lefelé mozog, akkor a ,START”
allomas a 21,22, ...,160 emeletek, a ,CEL” pedig az 1,2,...,20
emelet, igy lefelé legfeljebb 20-szor haladhat at. Ez Gsszesen ma-
ximum 41 eset. A [79,80] intervallumon felfel¢ a ,START” lehet
0,1,...,79 (ez 80 eset), a ,CEL” pedig 80,81,...,160 (81 eset),
ezért legfeljebb 80-szor haladhat at ezen a szakaszon. Lefelé a
START” ugyancsak 81, a ,CEL” pedig 79, igy 6sszesen legfeljebb
80-+79-szer mehet at. Ha egy emelettel feljebb megyiink, a [80, 81]
szakaszra, akkor felfele ,START” 81 féle, ,CEL” 80 féle, tehat
maximum 80-szor mehet at felfelé menetben. Lefelé ,START” 80

16
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fele, ,CEL” 80 féle, tehat Gsszesen legfeljebb 80 + 80 féleképpen
mehet 4t ezen a szakaszon. Minden e f6lotti szintre igaz, hogy az
intervallum folott kevesebb megélloé van, igy ez hatarozza meg a
lehetséges maximaélis esetek szdmat.

Osszefoglalva tehat az [i—1, 4] szintek kozott a lift legfeljebb 2 —1-
szer mehet at, ha 1 < i < 80, és 2(161 — i)-szer, ha 81 < i < 161.
Igy a lehetd leghosszabb 1t nem haladhatja meg a

A1 434 ...+ 159+ 160 + 158 4 ... +2)

métert, vagyis a 4'16;& = 51520 métert.
Mésrészt ez létre is johet, ha a megallok sorban 0,160, 1,159,
2,158, ...,79,81, 80. ®

Madsodik megoldds. Jeldlje x; az i-edik megallonak megfelel6 eme-
let szaméat. Két egyméasutani megalld kozti tavolsag 4|z; — xiy1]-
Méasrészt

|z — Tipr| + |Tip1 — Tig2| = |20 — 2442

ha az (i + 1)-edik megallonal a lift nem valtoztat iranyt. Ez azt
mutatja, hogy x; < x;+1 < x40 vagy x; > xi11 > Tiyo esetén
novelhetd az atvonal hossza, ha az (i + 1)-edik megallot méashova
tennénk a megallok sorozataban. Igy a leghosszabb ttvonal esetén
(ami létezik, mivel véges sok kiilonb6z6 ttvonal van) az

S =4(|z1 — xo| + |x2 — 23| + ... + |T160 — T161])

kifejezésben a moduluszok felbontasa utén az z;, 2 < ¢ < 160
szamok kétszerese jelenik meg pozitiv vagy negativ elGjellel és
kifejtésben szerepls egytitthatok osszege 0 (pozitiv eljeli 80 da-
rab van, mindegyik +2 egyiitthatéval, mig negativ 81 darab van,
ebbdl 79 egyiitthatoja —2 és 2 egyiitthatoja —1). Ez akkor a leg-
nagyobb, ha a nagy szamok jelennek meg pozitiv elGjellel és a ki-
csik negativ elGjellel. Pontosabban akkor a lehets legnagyobb, ha
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a 81,82,...,160 szdmok vannak pozitiv elGjellel és a 0,1,2,...,80
szamok negativ elGjellel. Ez el is érhet6 ha a megallokat ugy
rakjuk sorba, hogy béarmely két egymasutédni megalld kozt ha-
ladjon 4t a 80-as szinten. Ebben az esetben ugyanis a moduluszok
felbontasa utan a 80-nal nagyobbak mind pozitiv elGjeltiek lesznek
és a 80-nal nem nagyobbak mind negativ elGjeltek. &

2. Megjegyzés. A masodik megoldas mutatja, hogy nemcsak az
els6 megoldasban megadott sorrend esetén jon ki a leghosszabb
atvonal, hanem sok més esetben is.

5. Feladat. Az ABC haromszog AC és BC oldalan felvessziik
a C-hez, illetve B-hez kozelebb es6 N és M harmadolépontot,
valamint az AB oldal P felez6pontjat, majd az eredeti harom-
szoget kitoroljiik. Szerkessziik vissza az M, N és P pont alapjan
az eredeti haromszoget!

Kovécs Lajos, Székelyudvarhely

Elsé megoldds. Képzeljiik el, hogy a haromszog a mellékelt aAbran
lathato végtelen racs része. Igy, ha Q az N szimmetrikusa az M-
re nézve, akkor a P(Q) egyenes egybeesik az AB egyenessel, és B
a PQ-t 6t egyenld részre osztd pontok koziil a masodik (a Q-tol
kezdve). Ez viszont megszerkeszthet és a szerkesztés a kovetkezs
lépésekre bonthato:

e megszerkesztjiik az N-nek az M-re vonatkozd @) szimmet-
rikusat;

e megszerkesztjik a P(Q) szakasznak azt a B pontjat, amelyre
QB = £PQ;

e a (QP meghosszabbitasan felmérjiik a PA = PB szakaszt;

e a BM és AN egyenesek metszéspontja a C' pont.
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VAV
VAVAVY
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Madsodik megoldds. Ha a megfelels kisbettikkel jeloljiik a csticsok
helyzetvektorait, akkor 3m = 2b+ ¢, 3n = 2c+a és 2p = a + .
Igy b= %(2}9 —3n+6m), vagyis ha M-et valasztjuk a helyzetvek-
torok kezdépontjanak, akkor b = %(2}) — 3n) és ez éppen az elsd
bizonyitasbeli tulajdonsag (vagyis B a PQ-t 3 : 2 aranyban oszto
pont). Ha nem valasztjuk M-et kezdSpontnak, akkor az N-nek az
O kezddSpontra vonatkozo ) szimmetrikusa esetén megszerkesz-
tend§ a PQ-nak az R pontja, amely a PQ) szakaszt 3 : 2 ardnyban
6

osztja, majd az r-hez hozza kell adni a gm vektort. ®

3. Megjegyzés. A méasodik megoldashoz hasonlé gondolatmene-
tet hasznalhatunk akkor is, ha analitikus geometriai eszkozoket
(koordinatakat) hasznalunk (vagy akar komplex szamokat). A
megoldas lényege abban all, hogy az eredeti szerkesztés alapjan
kifejezziik az A, B és C koordinatiinak fiiggvényében az M, N és
P koordinatait, majd a kapott osszefliggésekbdl kifejezziik az ere-
deti cstcsok koordinatait az M, N, P koordinatai fiiggvényében
(ez egy egyenletrendszer megoldésa), és végiil a kapott Osszefiig-
gések alapjan megszerkesztjiik a pontokat.
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6. Feladat. Szinezziik ki egy szabalyos 2010-sz0g csticsait 3 szin-
nel, mindharom szint ugyanannyiszor hasznalva. Igaz-e, hogy bar-
mely szinezés esetén lesz olyan szabalyos haromszog, amelynek
vagy minden cstcsa azonos szind, vagy a harom csticsa harom
kiilonb6z6 szind?

Fejér Szaboles, Miskolc

Elsd megoldds. Az allitds nem igaz, ugyanis van olyan szinezés,
mely esetén minden szabélyos hédromszog csiicsai kétféle szintek.
Egy ilyen szinezést megkaphatunk, ha szdmozzuk a csticsokat 1-
t6l 2010-ig (az 6ramutato jarasaval ellentétes sorrendben), majd
az 1,2,...,670 sorszamu csucsokat az egyik szinnel (pl. piros-
sal) szinezziik, a kovetkezG 335 csticsot a masodik szinnel (pl.
kékkel), a kovetkezd 335 cstcsot a harmadik szinnel (pl. sargéaval),
a kovetkezd 335 csticsot ismét a masodik szinnel (kékkel) és végiil
az utols6 335 cstcsot a harmadik szinnel (sargaval). A szabélyos
haromszogek csicsainak sorszama mindig ¢, 14670, i41340 alakq,
ahol ¢ < 670, tehat az egyik cstcs mindig piros és a masik kettd
mindig azonos szind, mivel ¢ 4+ 1340 =7 + 670 4+ 2 - 335. &

Mdsodik megoldds. Jeloljiik a szineket p, k és s-sel. Osszesen 670
egyenlS oldalt haromszog van, amelynek a cstcsai a sokszog csi-
csai kozil keriilnek ki. Ha ezek ko6zo6tt nincs olyan, amelynek
azonos szintiek a csicsai, vagy mind kiilonboz6ek, akkor a cst-
csok szinezése szerint a 670 haromszog a kovetkezs hat osztalyba
sorolhato:
{pa k? k}v {p7 S, 8}7 {57]77])}, {kvpvp}a {k7 S, S} ¢s {87 k? k}

(a {p, k, k} azt jelenti, hogy két csics k szini és egy cstcs p szind
stb.). Ha ezeknek az osztalyoknak a szamosséagat rendre a, b, ¢, d, e
és f jeldli, akkor a szinek Osszeszamlélasa és a feltétel alapjan
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irhatjuk, hogy
a+ b+ 2c+2d =670
d+e+2f+2a=0670 (1)
c+ f+2b+2e =670

Ha ebbdl az egyenletrendszerbdl kifejezziik az a-t, a b-t és a d-t a
tobbi valtozo fiiggvényében, akkor az

a=335—-e—3f+%
b=335—e—S—1 (2)
d=—c+e+f

egyenlGségekhez jutunk. Ez mutatja, hogy tobb olyan szinezés
is van, amelyben nincs sem egyszinti szabalyos héromszog, sem
olyan, amelynek a csticsai mind kiilonb6z6 szintiek. Példaul ¢ =
f=0¢é e < 335 esetén a = 335 —e, b = 335 —e és d =
e egy ilyen szinezést ir le. Vilagos, hogy a cslicsok szinezését
elvégezhetjiik ugy, hogy kivalasztjuk a 670 egyenld oldald harom-
sz0gbdl (tetszblegesen) azt az a darabot, amelyet az els§ osztaly-
nak megfelelen szineziink, aztan a maradékbol azt a b darabot,
amelyet a masodik osztalynak megfelelGen szineziink és a tobbit
a negyedik osztilynak megfelelGen szinezziik. ®

4. Megjegyzés. A masodik megoldas ravilagit arra, hogy nagyon
sok olyan szinezés létezik, amelyben nincs sem egyszind szabé-
lyos haromszog, sem olyan, amelynek a cstcsai mind kiilénbo6zé
szintek, és ugyanakkor megmutatja az Osszes ilyen szinezés szer-
kezetét is.
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10. osztaly

1. Feladat. Legalabb héany szeget kell beiitni az alabbi farics
racspontjaiba ahhoz, hogy biztosan legyen koztiik 4 szeg, amely
egy téglalapot feszit ki?

Nagy Ors, Kolozsvar

Megoldds. Tételezziik fel, hogy a lehetd legtobb szeget betitottiik
a racspontokba anélkiil, hogy azok valamilyen téglalapot feszite-
nének ki. Jeloljiik m-mel az egy fliggsleges (lasd a mellékelt abrat)
racsegyenesre illeszked§ szegek maximalis szamat.

Ha m = 5, akkor 12 fiigg&leges racsegyenes csak egy-egy szeget
tartalmazhat, kiilonben keletkezne olyan téglalap, amelynek olda-
lai parhuzamosak a racsegyenesekkel és a cstcsaiban van egy-
egy szeg. Igy m = 5 esetén 18 szeg méar biztositana a téglalap
keletkezését.

Ha m = 4, akkor tovabbi 4 fligg6leges racsegyenes tartalmazhat
2 — 2 szeget 6és a tobbi legfeljebb 1-et (kiilonben ismét keletkezne
olyan téglalap, amelynek oldalai a racsegyenesekkel parhuzamo-
sak). Igy ebben az esetben 21 szeg biztositana a téglalap keletke-
76sét.

Ha m = 3, akkor két esetet kell megvizsgalni aszerint, hogy
hany fiiggSleges racsegyenes tartalmaz 3 szeget. Ha két ilyen récs-
egyenes is van, akkor csak tovabbi 4 fligg6leges racsegyenes tar-
talmazhat 2 szeget és az Osszes tobbi legfeljebb 1-et (kiilonben
ismét keletkezne olyan téglalap, amelynek oldalai a racsegyene-
sekkel parhuzamosak). Ebben az esetben 22 szeg esetén mér meg-
jelenne legalabb egy téglalap. Ha csak egy fligg6leges racsegyenes
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tartalmaz 3 szeget, akkor tovabbi 7 fligg6leges récsegyenes tar-
talmazhat 2 — 2 szeget és az Osszes tObbi legfeljebb 1-et. Ebben
az esetben 23 szeg esetén megjelenne olyan téglalap, amelynek
oldalai parhuzamosak a racsegyenesekkel.

Ha m = 2, akkor mivel az 5 vizszintes egyenesbdl 10 félekép-
pen valaszthatunk ki kettst, ezért 10 fiiggSleges récsegyenesen
lehet 2 — 2 pont és a tobbin 1 — 1. Ez Gsszesen 23 pont, tehat itt
csak 24 pont esetén jelenne meg olyan téglalap, amelynek oldalai
parhuzamosak a racsegyenesekkel. Ugyanakkor természetes, hogy
mas téglalapok is keletkezhetnek, tehat ahhoz, hogy a megoldas
teljes legyen kell egy olyan elhelyezést talalni a 23 szegre, amikor
semmilyen téglalapot nem feszitenek ki (tehat nemcsak olyat nem,
amelynek az oldalai a racsegyenesekkel parhuzamosak). Egy ilyen
elhelyezés lathatd a mellékelt abran.

t Ht
Ha m = 1, akkor vilagos, hogy legfeljebb 13 szeg lenne a faracson,
tehat a feladatban megfogalmazott kérdésre a valasz 24. ®

2. Feladat. Hatarozzuk meg azokat az x,y € N szamokat, ame-
lyekre
xy(r —y) = 13z + 15y.

Kacs6 Ferenc, Marosvéasarhely

FElsé megoldds. A (0,0) megoldasa az egyenletnek és ha x, y koziil
az egyik nulla, akkor a masik is nulla, tehat a tovabbiakban
feltételezhetjiik, hogy = # 0 # y. Két esetet targyalunk aszerint,
hogy y oszthaté 13-mal vagy sem.

1. eset. Ha y oszthat6 13-mal, akkor létezik a € N tugy, hogy
y = 13a, tehit z = a(x? — 13az — 15). Ez csak akkor lehetséges
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ha alz, vagyis létezik b € N agy, hogy « = ab. Visszahelyettesités
utan a

15 = b(a*b — 13a® — 1)

egyenlGséghez jutunk és innen kovetkezik, hogy b|15, ezért b €
{1, 3, 5, 15}. A négy eset kiprobalasa utéan csak b = 15 esetén
kapunk a-nak is természetes értéket, tehat x = 15 és y = 13.

2. eset. Ha y nem oszthato 13-mal, akkor

13z = y(2* — 2y — 15)

alakba ifrhato, és mivel y relativ prim a 13-mal, az = oszthato
kell legyen az y-nal. Igy létezik k € N gy, hogy = = ky és ezt
visszahelyettesitve a 15 = k(ky? — y? — 13) egyenlethez jutunk,
ahonnan k|15, tehat k& € {1, 3, 5, 15}. Innen a megoldasok = =
9, y=3; x=10, y=2; =15, y=1.

Osszesitve, az egyenletnek a kovetkezé megoldasai lehetségesek:

M = {(0,0), (15,13),(9,3),(10,2), (15,1)}.
®

Masodik megoldds. Az egyenlet alapjan |15y és y|13z. Ha d az x
és y legnagyobb kozos osztoja és d = 1, akkor y € {1,13}. y =1
esetén © = 15 és y = 13 esetén szintén az z = 15 megoldéashoz
jutunk. Ha d > 1, akkor létezik olyan z1,y; € N, amelyre x; és
y1 relativ primek valamint x = dz1 és y = dy1, tehat az egyenlet

d2x1y1(x1 —y1) = 1321 + 151

alakban irhat6. Ez alapjan y1|13, tehat y; € {1, 13}.
y1 = 1 esetén az

21 (d*(z1 — 1) —13) =15
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egyenlethez jutunk, ahonnan x; € {1,3,5,15}. Az z; = 1 eset
nem felel meg és a tobbi esetbdl rendre a d = 3, d = 2, illetve
d = 1 értékekhez jutunk.

y1 = 13 esetén az

21 (d*(z1 —13) — 1) =15

egyenlethez jutunk, ahonnan z; > 14 és x1|15, tehat csak az
x1 = 15 esetet sziikséges vizsgalni. Ebben az esetben d = 1, tehat
nem jutunk tjabb megoldashoz. Osszesitve
M = {(0,0),(15,13),(9,3),(10,2), (15,1)}.
®

3. Feladat. Adott a sikon négy pont ugy, hogy koziilik seme-
lyik harom sincs egy egyenesen. Kiszineztiik a négy pontot négy
szinnel: pirossal, kékkel, zolddel, és sargaval. Ezutan kiszineztiik
a pontok altal meghatéirozott szakaszokat is Gigy, hogy azok szine
megegyezett valamelyik végpontjuk szinével, és kozben mind a
négy szint Gjra felhasznaltuk. Igaz-e, hogy mindig van olyan pont,
hogy

(1) vagy a beldle kiindul6 szakaszok koziil,

(2) vagy a masik harom pont kozti szakaszok koziil

az egyik piros, a masik kék, a harmadik zo6ld?

dr. Kantor Sdndorné, Debrecen

Megoldds. Tekintsiik a piros, kék és zold pontokat. Ha az ezek
altal meghatérozott harom szakasz piros, kék, illetve zold szint,
akkor a feladat méasodik allitasa igaz a sarga pontra. Vizsgaljuk
azokat az eseteket, amelyekre nem teljesiil a (2) allitas a sarga
pontra. Mivel minden szakasz szine megegyezik valamelyik vég-
pontjanak a szinével, ez csak ugy lehet, ha a piros, kék és zold
pontok altal meghatarozott 3 szakasz koziil 2 azonos szind. Mivel
a szinek szerepe azonos, feltehetjiikk, hogy a 3 szakasz koziil 2
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piros, 1 pedig kék szind. Tekintsiik ezutdn a zold pontot. Mivel
minden pontbol indul sajat szini szakasz (hisz a szinezés soran
mind a 4 szint felhasznaljuk), ezért a zold pontbol indul ki zold
szakasz. Ezek szerint a zold pontban egy piros, egy kék és egy zold
szakasz talalkozik, tehat a zold pontra az (1) allitas igaz. ®

4. Feladat. Mennyi azoknak a pozitiv egészeknek az Osszege,
amelyek 2010-nél nem nagyobbak, és szamjegyeik Osszege pérat-
lan?

Fejér Szaboles, Miskolc

Megoldds. Jelolje S(n) az n szam szamjegyeinek Osszegét! Legyen
n < 1000. Ekkor két fontos allitast fogalmazhatunk meg.

1) Ha S(n) paros, akkor S(999 — n) paratlan (a kivonéasnal sehol
sincs atvitel).

2) Ha S(n) paros, akkor S(1000 + n) paratlan.

Tehat az elss allitas miatt a H = {0, 1,...,999} halmaz ele-
mei kozil pontosan 500 paros 6sszegil, 500 paratlan. A masodik
allitas miatt a H halmaz paros Osszegi szdmaihoz 1000-t adva
kapunk paratlan 0sszegl szamot (szintén 500-at), ezek lesznek a
K = {1000, 1001,...,1999} halmaz paratlan Osszegl szédmai. A
kivant 6sszeget 2000-ig, gy kapjuk, hogy a H halmaz elemeinek
Osszegéhez hozzaadunk 500 - 1000-t. A keresett dsszeg tehat

1 .
M +500- 1000 4 2001 + 2003 4 2005 -+ 2007 4 2009 + 2010,
vagyis 1011535. ©

5. Feladat. Legyen hat nem feltétleniil egyforma sugara kor egy
stkban. Igazoljuk, hogy ha a hat kornek van kozos belsé pontja,
akkor az egyik kor kozéppontja egy masik belsejében van.

Matyas Matyas, Brasso
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Megoldds. Legyen P egy pont, amelyik mind a hat kor belsejében
megtaldlhatd. Az egyik tetszdlegesen valasztott kortsl elindulva,
és az Oramutatd jarasaval ellentétes iranyba haladva P koriil,
jelolje C;(O;, R;), 1 < i < 6 a koroket. Ekkor

m(01POs) + m(O2PO3) + ... + m(0O5POg) + m(Og POy ) = 2r.

Ha mind a hat fenti szog mértéke megegyezik §-mal akkor az
O;PO;11, 1 <i<6 (O7 = O1) haromszogekben

Oi0i+1 < maX{POi, POiJrl} < max{Ri, Ri+1}.

Ha Rl S R/L'+1, akkor az Ol pont a Ci+1(0i+17Ri+1) kor belse-
jében talalhato, kiilonben az O;11 pont talalhato a C;(O;, R;) kor
belsejében.

Ha nem mind a hat szog mértéke %, akkor létezik 1 < 7 < 6
ugy, hogy m(OfO\iH) < %. Az 0;0; 41 P haromszogben teljesiil,
hogy

m(OﬁO\iH) < max{m(PO/iO\iH), m(PO/HTOl)}

Mivel a haromszogben nagyobb szoggel szemben nagyobb oldal
fekszik, ezért az O;0;41 P haromszogben teljesiil, hogy

Oi0i+1 < maX{POi, POiJrl}.

Ugyanakkor a P pOIlt a Cz(OuRz) és a Ci+1 (Oi+17Ri+1) korok
belsejében talalhato, tehat PO; < R; és PO;y 1 < Riy1. Igy

OiOi—H < maX{Ri, Ri+1}.

Ha R; < R;y1, akkor az O; pont a Ciy1(0Ojt1, Riy1) kor belse-
jében talalhato, kiilonben az O, pont talalhato a C;(O;, R;) kor
belsejében. ®
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6. Feladat. Adott az ABC héromszog, amelyben AB = AC és
m(BAC) = 20°. Az AC oldalon felvessziik a D, E' pontokat ugy,
hogy AD = BC és BE az ABC szogfelezGje. Legyen F és K
a BD illetve DFE szakasz felez6pontja. Bizonyitsuk be, hogy az
EF KA egyenlt oldalt.

Olosz Ferenc, Szatmérnémeti

Elsd megoldds. Segédszerkesztést végziink: megszerkesztjiik az
ABC' haromszoggel kongruens (egybevago) LDA héaromszoget
(L és B az AC egyeneshez viszonyitva ugyanabban a félsikban
helyezkednek el).

Az ABC és LDA egyenl6 szart haromszogekben

AB = AC = LA = LD,

az alapokon fekvs szogek 80°-osak. AL = AB és m(m) =
80° —20° = 60°, innen kovetkezik, hogy az ALBa egyenl oldalu,

tehat LA = LB = LD és m(DLB) = 60° — 20° = 40°.
A

5 c

Az LBD egyenl/c’iizérﬁ héromszogben az alapon fekv§ szogek
m(LBD) = m(LDB) = 70°, ahonnan kévetkezik, hogy

m(BDC) = 180° — (80° + 70°) = 30°

és m(ABD) = 70° — 60° = 10°, igy m(DBE) = 8% — 10° = 30°.
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Tehét EBD egyenld szart haromszog és a BD alap felez6pontja
F, igy E'F mer6leges a BD-re, ahonnan kovetkezik, hogy FK
az EF D derékszogi haromszogben oldalfelezd (silyvonal), tehét
FK = KE ¢s m(FED) = 90° — 30° = 60° vagyis EFK egyenls
oldalt haromszog. ®

Madsodik megoldds. Gondolkodjunk visszafele: Mire lenne sziik-
ség ahhoz, hogy EFFK egyenlS oldala legyen? Mivel BE felezi
az ABC szbget, ezért m(EBC’) = 40°, tehat m(BEC’) = 60°

és igy az FERK mérteke pontosan akkor lenne 60°, amikor F'E
szogfelezd is a DEB haromszogben. Mivel F' a BD felez6pontja,
ez pontosan akkor teljestil, ha a BED héaromszog egyenld szaru.
Ehhez elégséges belatni, hogy a DBE mértéke 30° vagy az ABD
mértéke 10°. Tehat a feladat visszavezetGdik a kovetkezd tulaj-
donségra:
Tekintjiik az ABC haromszoget, amelyben AB = AC és
(BAC’) = 20°. Az AC oldalon felvessziik a D pontot. Iga-
zoljuk, hogy az AD = BC egyenl6ség pontosan akkor teljesiil,
ha m(@) = 10°.
Amiatt, hogy a D pont egyértelmten szerkeszthet6 az AD = BC
egyenlGség alapjan is és a m(ABD) = 10° egyenlGség alapjan is,
elégséges igazolni, hogy ha m(m) = 10°, akkor AD = BC. Ez
belathato a szinusztétel segltsegevel hisz az ABD haromszéghben
AD = ABSMI0 Masrész BC = ABsin10°, tehat AD = BC. &

sin 30°

5. Megjegyzés. Az AD = BC egyenl6ség belathato csak kong-
ruencia segitségével, ha megszerkesztjik az A-bél a BD-re és a
BC-re hizott merdlegeseket.

Harmadik megoldds. Az ABC héromszog tekinthets egy szaba-
lyos 18 oldalt sokszog részének, amint a mellékelt Abra mutatja
(A a sokszog koré irt kor kozéppontja, B és C két egymas melletti
csucs). Ha ebben a sokszogben meghizzuk az X; Xy atlot és az
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AXj5 szakaszt, akkor AX5 L X1 Xg (mert X5X; = X5Xy). Ugyan-
akkor az X;Xg és XoXj; atlok szoge 30°-os, tehit ha
{D} = X1 X9 N XoXqq és {M} = AX5 N X1 Xg, akkor az ADM
derékszogld haromszogben AM = AZ—D. Maésrészt az X3 X9 X0
haromszogben AM koézépvonal, tehat AM = X9§(1°. Ez alapjan
AD = X9X10 = X1X2 = BC, tehat az X2X11 és X1X9 atlok
metszéspontja megegyezik a feladatban (az AD = BC' feltétel

alapjan) megszerkesztett D ponttal. Igy vilagos, hogy m(lﬁ) =
m(EDB) = 30°, és ez alapjan kovetkezik, hogy az EF K harom-
szog egyenld oldalu.

@

Negyedik megoldds. Szerkessziik meg az M pontot ugy, hogy
m(MAB) =80° és MB = AB (M és C az AB-hez viszonyitva
ugyanabban a félsikban van). A szerkesztés alapjan a BAM héarom-
szog egybevagd az ABC haromszoggel, tehat MA = BC. A
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szerkesztés alapjan m(]\m) = 60°, tehat az MAD harom-
sz0g egyenld oldalt. Igy D és B az M A oldalfelez6 merdlegesén
van, tehat a BAM egyenls szart_haromszogben BD az ABM
sz0g szogfelezGje. Ez alapjan m(ABD) = 10°, tehat m(BDE) =
m(DBE) = 30° és ebbél kovetkezik, hogy EFK A egyenls oldali.

) f 2

6. Megjegyzés. A jobb oldali abran lathato, hogy a negyedik
megoldas alapétlete ugyanaz, mint a harmadik megoldas alapot-
lete, pontosabban a szabalyos 18 oldalu sokszogbe vald beagyazas.
A két bedgyazas a sokszognek a haromszoghoz viszonyitott hely-
zetében kiilonbozik.

@

7. Megjegyzés. A méasodik megoldasban, ha nem a forditott
iranyt vizsgaljuk, hanem az AD = BC( feltétel alapjan szeretnénk
meghatarozni a ABD szog mértékét, akkor az o = m(ABD)
jeloléssel a

sin « sin 10°

sin(a +20°)  sin 30°

egyenlethez jutunk (az ABDAa ¢és az eredeti haromszogben felirt
szinusztétel alapjan). Szarmaztatéassal a tga = tgl10° egyenldséget
kapjuk, ahonnan a = 10°.
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11. osztaly

1. Feladat. Hatarozzuk meg az 1, 2,4, 5,7, 9, 10, 12, 14, 16, 17,
19, 21, 23, 25, ... sorozat 2010. tagjat, ha a sorozat tagjait ugy
képeztiik, hogy az 1-es utan leirtuk az 6t kdvet§ 2 péaros szamot,
majd a kapott szdmot kévetd 3 paratlan szamot, az ezutan kapott
szamot kovets 4 paros szamot és igy tovabb.

dr. Pintér Ferenc, Nagykanizsa

Elsé megoldds. Vegylik észre, hogy a leirt részsorozatok mindig
négyzetszammal végzédnek. Teljes indukcioval belatjuk, hogy ha
k? utan kovetkezs k + 1 szamot leirjuk az adott szabaly szerint,
akkor (k+1)2-hez jutunk. Ehhez csak azt kell észrevenniink, hogy
az elsé leirt szam k241 és azt kovetSen k darab 2-est kell hozzaad-
nunk, hogy a ,valtas” bekovetkezzen. Viszont k2 +1+2k = (k-+1)2.
Ha a leirtakat figyelembe vessziik és k-val jeloljik azt a legna-
gyobb egész szamot, melynek a négyzete a 2010. tag eltt van a
sorozatban, akkor teljesiilnie kell a kévetkez6 egyenl&tlenségnek:

E(k+1
1+2+3+...+k:%§2010.

Innen k£ = 62, ekkor @ = 1953. Kovetkezésképpen a sorozat
2010. tagjat megkapjuk, ha 622 + 1 = 3845-hoz hozzdadunk

(2010 — 1953 — 1) - 2 = 56 - 2-t, azaz 3845 + 56 - 2 = 3957. @

Madsodik megoldds. Szamitsuk ki a sorozat els§ néhany tagjat és
figyeljiik az indexek és a tagok kozti Osszefiiggést:
12 4|5 7 9]10 12 14 16|17
331‘952 333‘954 Ts5 966‘337 Tg T9 9510‘9511

A valtasok” az 1, 3,6, 10, 15, . .. indexeknél kévetkeznek be, hisz a
csoportok (a tablazatban fiiggsleges vonallal elvalasztott részek)
rendre 1,2,3,4,5, ... elemet tartalmaznak. Igy az elsé k csoport
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Osszesen 1 +2+4+3+ ...+ k = k(kTH) szamot tartalmaz, vagyis
a k-adik csoport utolsé elemének indexe @ Ha a sorozatnak

csak az up = X kw+1) részsorozatit nézziik, akkor a sorozat képzési

2
szabélya alapjan ugy1 = ug + 2k + 1 és u; = 1, tehat

up=14+3+5+... + 2k —1) = k2

k tag

Ugyanakkor 6%& = 1953 < 2010 < 2016 = %, tehat x9916 =
632 és ez a 63-adik csoport utolsé tagja. A csoporton beliil az
egymasutani tagok kiilonbsége 2, tehat

2010 — L2016 — 2. 6 = 3969 —12 = 3957

@

2. Feladat. Az z1,x9, ..., T, nemnegativ valés szdmok teljesitik
az

b ad . bl +2- 204+ 3 23 +...+n-x, = 2010
egyenl@séget, ahol n € N* rogzitett. Hatarozzuk meg az
x|y +xo+ ...+
legkisebb lehetséges értékét!
Borbély Jozsef, Tata

Elsé megoldds. Mivel az x1,xo,...,x, szdmok nemnegativak, ir-
hatjuk, hogy

loxy+2-294+3-23+...4n-xp <n(z1+x2+2x3+...+2,) 68

el < (g Faa .. Fx,)?
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tehat, ha x1 + z2 + ... + z, = s, akkor 2010 < ns + s2. De az
s2+ns—2010 = 0 egyenlet egyik gyoke negativ és a masik pozitiv,
tehat az el6bbi egyenl6tlenség alapjan
—n+vn?+4-2010
s> .
- 2
Maésrészt ezt az értéket el is érhetjiik, ha

—n4+vn?+4-2010

2
—n+vn?44-2010 ®
e,

T1=T9=...=Tp_1 =06z, =

tehat az x1 + x9 + ... + x,, Osszeg minimuma

Masodik megoldds. Tekintstink egy (z1,z2,...,%,) szdm n-est,
amely teljesiti a feltételeket. Ha létezik olyan j < n, amelyre
x; # 0, akkor az x; értékét cseréljiik ki O-ra és az x, értékeét
u > O-ra ugy, hogy az (z1,22,...,2j-1,0,211,...,u) szdmokra
is teljesiiljon a feltétel. Mivel egyszerre csak két szdmot modosi-
tunk, az
u2+nu:x§+jxj+xi+nxn

egyenldségnek kell teljesiilnie. Ugyanakkor az v — u? + nu fiigg-
vény novekvs (mert u > 0) és vilagos, hogy

(Tn +25)? + n(2pn +25) > ij + jz; + 22 + nay,
tehat x, +x; > u. Ezzel belattuk, hogy a végrehajtott csere soran

az x1+wo+. .. +x, Osszeg csokken. Mivel legfeljebb (n—1) cserével
mindig eljuthatunk a (0,0,...,0,2) szamokhoz, ahol

—n+vn?+4-2010
2 b
ezért az x1 + ... + x, Osszeg legkisebb lehetséges értéke

—n+vVn?+4-2010
5 .

34



XIX. Nemzetkozi Magyar Matematikaverseny
Szatmarnémeti, 2010. marcius 19-22.

3. Feladat. Hatarozzuk meg a

V1— 22

T

=3 — 4a?

egyenlet valos megoldasait!
Szilagyi Judit és Nagy Ors, Kolozsvar

Elsé megoldds. Létezési feltételek: z # 0 és 1 — 22 > 0, azaz
D =[-1,1]\ {0}.

Iz — 3 4p? = /122 = 3z — 42®. Mivel a bal oldal
pozitiv, ezért a jobb oldalnak is pozitivnak kell lennie, azaz 3z —
423 = 1(3 — 42%) > 0, ahonnan a létezési feltételeket figyelembe
véve x € [—1,—@} U (0, @}

Négyzetre emelés és atcsoportositias utédn a

162°% — 242* + 1022 -1 =0

egyenlethez jutunk. Bevezetve a t = 22, t > 0 jelolést, kapjuk,

hogy
163 — 24¢%2 + 10t — 1 = 0.

Eszrevehetd, hogy t; = % kielégiti az egyenletet, igy a
1
<t - 5) (16t% — 16t +2) = 0

alakhoz jutunk, ahonnan ¢y = 2-v2 4 t3 = 2+4—‘/§. Tehat

4
V2 i\/2—\/5 jE\/2+\/§
2 2

T2 = i?’ T34 =

y L5,6 =

A létezési feltételek alapjan

M_{Q V22 _\/2+\/§}
2’ 2 ’ 2 ’
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Madsodik megoldds. A négyzetgyok létezéséhez sziikséges, hogy
€ [~1,1]. Igy viszont létezik olyan ¢ € [—%, %] , amelyre x =
sint. A tort létezéséhez = # 0, tehat t # 0. Elvégezve az x =

sint, t € [—%, %] helyettesitést a cost = sin 3t egyenlethez ju-

tunk. Ez rendre a kévetkezSképpen alakithato:

Cos (g — Bt) —cost=0

—2sin (% — t) sin (% — 2t) =0,

ahonnan a vizsgalt intervallumban csak a

megoldasok lehetségesek, tehat

M = {sin%,sing,—sin%}

i

A sint = \/# Osszefiiggés alapjan sin § = 7_2, tehat a
megoldashalmazt felirhatjuk

M:{@ V22 _\/2+\/§}

2 2 2

alakban is. ®

4. Feladat. Az ABC'D konvex négyszogben jelolje o a dy és do
hosszusagn AC, illetve BD atlo altal kozrezart szog mértékét.
Mutassuk ki, hogy ABCD akkor és csakis akkor négyzet, ha
(dy sin Asin C' + dg sin Bsin D) - sina = 1/2(d? + d3).
Longéver Lajos, Nagybanya
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Elsé megoldds. A szinuszok majoralasat, illetve a szamtani és
négyzetes kozéparanyos kozotti egyenlStlenséget alkalmazzuk:

(dysin AsinC' + dysin Bsin D) - sina <
< dysin AsinC' + do sin Bsin D <
[d? + d?
Egyenl6séget pontosan akkor kapunk, ha
sinA=sinB=sinC =sinD =sina =1

és di = do. Az ABCD szbgei pontosan akkor derékszogek, ha
ABCD téglalap, és egy téglalap atlo6i pontosan akkor merdlegesek
egymasra, ha az négyzet, tehat a bizonyitas teljes. ®

Madsodik megoldds. A Cauchy-Buniakovski-Schwarz egyenl&tlen-
ség alapjan

(dy sin Asin C' + dy sin Bsin D)* <
< (d% + d%) (sin2 Asin? C + sin? B sin? D) <2 (d% + d%) ,
tehét a sina < 1 egyenl6tlenség alapjan kovetkezik, hogy
(d1 sin Asin C + dg sin Bsin D) - sina < 1/2(d? + d3).
Egyenl&ség pontosan akkor teljesiil, ha
sinA=sinB=sinC =sinD =sina=1

és a Cauchy-Buniakovski-Schwarz egyenl6tlenségben is egyenls-
ség van. A szogek alapjan kovetkezik, hogy a négyszog olyan
téglalap, amelyben az atlok merdGlegesek, vagyis négyzet. Ebben
az esetben a Cauchy-Buniakovski-Schwarz egyenlStlenségben is
teljesiil az egyenlGség. ®
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8. Megjegyzés. A két megoldas gyakorlatilag nem sokban kii-
16nbozik, de ha altaldnositani probaljuk a feladatot a megoldas-
bél kiindulva, akkor kiilonb6z6 tulajdonsagokhoz juthatunk a két
megoldas alapjan.

5. Feladat. Adjuk meg az Osszes olyan haromszoget, amely-
ben mindharom oldal hossza (méterben kifejezve) primszam és
a teriilet mérGszama (négyzetméterben) természetes szam!

Mészéaros Alpar Richard, Kolozsvar

Megoldds. A megoldas soran a szokasos jeloléseket hasznaljuk. A
Heron-képlet alapjan

167% = (a+b+c)(—a+b+c)(a—b+c)a+b—c).

Ha mindhérom oldal hossza legalabb 3 lenne, akkor a jobb oldal
paratlan és a bal oldal paros volna. Ez viszont ellentmondaés,
tehét a haromszognek legalabb az egyik oldala 2. A haromszog-
egyenlGtlenség alapjan csak a 2,2, 2 vagy 2, 2, 3 illetve 2, p, p oldal-
hosszakkal rendelkez6 haromszogeket kell megvizsgéalni, ahol p
primszam. Az elsé6 kettd teriilete irracionalis, mig a harmadik eset-
ben a T? = p? —1 egyenléséghez jutunk, ahonnan (p—T)(p+T) =

1 és ez csak T = 0, p = 1 esetén teljesiilne, ami nem felel
meg. Tehat nem létezik olyan haromszog, amelynek minden oldala
primszam és a teriilete egész szam. ®

9. Megjegyzés. Igazolhaté az is, hogy ha egy haromszog min-
den oldalanak hossza primszam, akkor a teriilet irracionélis, pon-
tosabban, ha minden oldal hossza pératlan, akkor a teriilet irra-
cionélis. A Heron-képlet alapjan, ha T racionélis, akkor T irre-
ducibilis alakjdban a nevezd csak 1,2 vagy 4 lehet. Feltételezhet-
jik, hogy mindharom oldal hossza legalabb 3, mivel azoknak a
haromszogeknek, amelyeknek legalabb egy oldala 2 hosszusaga
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(és a masik kettd prim), a teriiletét méar megvizsgaltuk. Ha a
nevezé 1 vagy 2, akkor a jobb oldal paratlan és a bal oldal paros,
tehat egyenléség nem teljesiilhet. Ha T'= 7, u € N, és u paratlan,
akkor az

u? = (a+btc)(—a+b+c)(a—b+c)(at+b—c) = 4b*c*—(b*+c* —a?)?
egyenlethez jutunk, ahonnan
4*c? = u? + (b2 + 2 — a®)2

Ez az egyenl6ség nem teljesiilhet, mert két paratlan négyzetszam
Osszege 8M + 2 alakt és ez nem oszthato 4-gyel.

6. Feladat. Jelolje ay a k pozitiv egész szam legnagyobb paratlan
osztojat.
a) Igazoljuk, hogy
{a2k7a2k+17 e ,a2k+1_1} g {]_7 37 57 '.',2k+1 _ 1} )

2"—1

b) Igazoljuk, hogy Z ay =
k=1

n —1
3

Déavid Géza, Székelyudvarhely
FElsé megoldas. a) Ha minden k € N esetén

Ak = {an,a2k+1, ...,a2k+1,1} y

akkor Ay = {1} és Ay = {ag,a3} = {1,3}. A bizonyitasban
matematikai indukciét hasznalunk, tehat feltételezziik, hogy

Ap_1=1{1,3,5,...,2%F —1}.
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Vil4dgos, hogy ha k paratlan, akkor ap = k, mig k = 2v esetén
ap = ay. Ez alapjan irhatjuk, hogy

Ak = {azk,a2k+1, ...,a2k+171} =

= {a2k,a2k+2, ...,a2k+172} U {a2k+1, ...,a2k+1,1} =

= {G;Qkfl,agkfl_;'_l, ...,GQk_l} U {2k + 1, ...,2k+1 — 1} =
— A, U {2’“ F1,. 2k 1} -

- {1,3,5,...,2’“+1 . 1}.

b) Az A,_1 elemeinek Gsszege

14+34...+(2"—1)=(2" 1?2 =41,

271

tehat az S, = > ay sorozat teljesiti az Sy, 41 = Sy, +4" rekurziot.
k=1

Ez alapjan

n -1

Sp=14+4+42+.. . 4471 = 3

@

Masodik megoldds. a) Jelolje Hy a bizonyitand6 egyenlGség bal
oldalan megjelené halmazt és Hy a jobb oldalon megjelené hal-
mazt. Vilagos, hogy Hy C Hy és H; pontosan akkor tartalmaz

(2k+1 o 1) o (2k o 1) _ 2k

elemet, ha az agk, a9k q,...,a9k+1_1 szdmok péaronként kiilon-
boznek. Mésrészt, ha az x > y szdmok legnagyobb paratlan
osztdja ugyanaz, akkor létezik olyan v € N*, amelyre x = 2V - y.
Ez viszont nem lehetséges, ha 2F < z,y < 2871 — 1, mivel 2F <
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y < 21 — 1 esetén 2y > 281 Igy a két halmaz egyenl, mivel
ugyanannyi elemet tartalmaznak és H; C Hs.

27 —1 n—1 [2F+1 1 n—1 [ 2F
b) > ak= 3 < > ai) => (Z(%—D) =

k=1 k=0 \ =2k k=0 \j=1

_ i <2k—1) Z4k 1 u

k=1
@

10. Megjegyzés. 2F és 281 —1 kozt a szamokat osztalyozhatjuk
aszerint, hogy 2-nek milyen hatvanyaval oszthatok. Ha a 2 kitevije
szerint csokkend sorrendbe rendezziik és az azonos kitevs esetén
novekvs sorrendbe, akkor gyakorlatilag a legnagyobb péaratlan
oszt6 szerinti novekvd sorrendet kapjuk. Példaul 32-t6l 63-ig a
szamokat a kovetkez&képpen osztilyozhatjuk:

32-vel oszthatok: 32 =321,

16-tal oszthatok: 48 = 16 - 3,

8-cal oszthatok: 40 =8 -5, 56 =8 - 7,

4-gyel oszthatok: 36 =4-9,44=4-11,52=4-13,60=4-15
2-vel oszthatok: 34 =217, 38 =2-19, 42 =2-21, 46 = 2 - 23,
50=2-25,54=2-27,58=2-29,62=2-31

és végiil a 2-vel nem oszthatok:

33,35, 37,39, 41,43, 45,47, ..., 61, 63.

Lathato, hogy ezaltal 32-t6l 63-ig a természetes szamokat a leg-
nagyobb paratlan osztéik szerinti névekvé sorrendbe rendeztiik.

11. Megjegyzés. A 2F és 281 — 1 kozotti természetes szamok 2-
es szamrendszerbeli reprezentacidja (k+1) szamjegyet tartalmaz,
és egy szambol a legnagyobb paratlan osztot gy kapjuk meg,
hogy elhagyjuk a végérdl a 0-kat. Emiatt nyilvanvalé a H; = Ha
egyenl@ség.
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12. osztaly

1. Feladat. Hatarozzuk meg az E(z) = (1+ cos z) sin z kifejezés
legnagyobb értékét, ha x tetszSleges valos szam. Milyen = esetén
veszi ezt fel?

Kovacs Béla, Szatmarnémeti

Elsd megoldds. A sin és cos fiiggvény periodikussaga alapjan elég-
séges a kifejezés maximumat a [0,27] intervallumon meghaté-
rozni. Ugyanakkor lathato, hogy ha = ¢ [ ] akkor a kifejezés
értéke novelhets azéltal, hogy x helyett m — z-et vagy = — w-t
vagy 2m — x-et helyettesitiink (vagyis a véltozot visszavezetjiik
az els6 negyedre). Igy feltételezhetjiik, hogy z € [0, %], azaz
t = cosx > 0. A kifejezés ebben az esetben

Ei(t)=14+1t)V1—1t?

alakban irhat6. A szédmtani és a mértani kozéparanyos kozti
egyenlGtlenség alapjan

(CORRE

(14+H)V1—2 <=2 3‘f

, tehét

DN | =

és egyenl()’ség pontosan akkor teljesiil, ha 3 = 1 — ¢, vagyis ha
t=s.Ez mutatJa hogy a kifejezés maximuma 3‘/_ és ezt a §-ban

(illetve a § + 2km, k € Z pontokban) veszi fel. ®

Madsodik megoldds. A sin és cos periodikus fiiggvények, f6perio-
dusuk 27, ezért elégséges, ha vizsgaljuk a kifejezés értékét a [0, 27]
intervallumon. A [, 27| intervallumon a sin z negativ, az 1+cos
pedig pozitiv, ezért a kifejezés értéke is negativ, igy itt nem kapjuk
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meg a legnagyobb értéket. A [T, 7] intervallumon sin z értéke po-
zitiv, cos z értéke negativ, 1 4 cosx értéke kisebb, mint 1, igy a
kifejezés értéke a [7, 7] intervallumon nem nagyobb, mint z = -
ben. Emiatt a kifejezés legnagyobb értékét csak a [0, 5] interval-
lumon kaphatjuk meg. Itt sinx és cosx értéke is pozitiv. Legyen
tehat € [0, ] és ¢ := tgF. Ekkor

2t 1—¢2

sinazzl_i_—752 és COST = T ahol ¢t € [0,1].

Igy az adott kifejezés:

1—¢2 2t 4t
1+ . = .
1+ ] 1+t (1+1¢2)?
Alkalmazzuk 4 pozitiv valds szam szamtani és mértani kbzépara-
nyosai kozotti egyenlétlenséget:

1 1 1 12
1+82 =24 =4+ +82> 44 —
+ 33Tzt =Ygy

t2 16t
1+t > 161 — = ——
4t <m@
(14+t2)2 ~ 4
1

EgyenlGség t = 7 esetén all fenn. Az alkalmazott helyettesi-

tés kolesonosen egyértelmi, tehat (1 + cosz)sinz < %, igy a

kifejezés legnagyobb értéke M, amit z = % esetén (vagyis al-

talanosan z = 2k + T, k € Z esetén) vesz fel. &

Harmadik megoldds. A sin és cos periodikus fiiggvények, f&peri-
odusuk 27, ezért elég, ha vizsgaljuk a kifejezés értékét a [0, 2]
intervallumon.
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Legyen f : [0,27] — R, f( ) = (14cos z) sin z. Ekkor f'(z) =
cos 2x 4+ cos ¢ = 2 cos 325” coS 2 A Fermat-tétel alapjan a figgvény
szélsGértékeit a 2 cos 3L 5 cos 5 = 0 egyenlet megoldasai kozott ke-
ressiik. A gy6kok: x1 = §, w9 = 7 és 13 = 5—” Mivel f(§) = 3‘/_
f(r) =0 és f(x3) < 0, igy a kifejezés legnagyobb értéke i
amit z = % esetén vesz fel. @

2. Feladat. Hatarozzuk meg azt a harom kiilonb6z6 Ll’ n e
n —
N, n > 1 alaku tortet, amelyek Gsszege egész szam.
Nemecské Istvan, Budapest
Megoldds. Legyen a harom tort —=5, %, =7 - Feltehetjiik, hogy
r<y<z.

Tudjuk, hogy —% -|—y 1+__<L1+L1+_) = 3. Mivel a

harom keresett tort Osszege egész, ezért a zardjelben allo kifejezés
is egész. Tovabbé akkor a legnagyobb, ha x =2, y =3, z = 4,
vagyis % + % + % = %, tehat

1 n 1 n 1 <11
r—1 y—-1 2z—-1)7 6°

Mivel egész, akkor csak 1-gyel lehet egyenls. Igy megoldandé az

1 n 1 n 1 _1
r—1 y—1 2z-1)
egyenlet.

1. eset. Ha z = 2, akkor % + y_% + ﬁ = 1 egyenl&ségnek kell
teljesiilnie, de ez nem lehetséges
2. eset. Ha x = 3, akkor

1 1 1 y—1+2z-1 1

4 =l —_—_
PRI R W-D(z-1) 2
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Keresztbeszorzas és rendezés utan:
yz—3y—3z+5=0<= (y — 3)(z — 3) = 4.

Mivel y és z egészek és y < z, ezért csak azy—3=1¢és2—-3 =14
lehetséges. Ebb6l y = 4 és z = 7, amelyek Valéban megoldasok
3. eset: ha x > 4, akkor a legnagyobb 0sszeg 5 —|— +1 == 47 lehet.
De ez kisebb, mint 1, tehat nem lehetséges.

Kovetkezésképpen a feladatnak csak a %, %, % tortek tesznek
eleget. ®

3. Feladat. Keressiik meg azt a leghosszabb, szigortian névekvé,
egeészekbdl allo mértani sorozatot, amelynek tagjai a [100,1000]
intervallumban vannak!

Szab6o Magda, Szabadka

Megoldds. Meg kell keresni azt a legnagyobb n természetes szé-
mot, amelyre teljestil:

100 <c<ecqg<ecg®<...<ecg™ ' <1000,

ahol ¢ természeteb szam, a q pedig 1-nél nagyobb racionélis szam.

Ha a ¢ = %, ahol a és b relativ primek és a > b, akkor belathato,
hogy a = b + 1 esetén lesz a bOl"OZ&t a leghosszabb, 1gy
100 < ¢ < e (HL) < e (H1)? < ... < e (B1)" ™ < 1000,

ahol 6" !|c. Ha b = 1, akkor

1000 > ¢ (b+1)"‘1 —c.2n71> 100 27,
ezért n < 4.
Ha b = 2, akkor
b+1 n—1 3 n—1 3 n—1
1 > - =c- (= >100- (2
OOO_c( 5 ) c (2) > 100 > ,
ezért n < 6.
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Ha b > 3, akkor 755 > 1, mert ¢ > bl gy

n—1
1000 > ¢ (HTl) > b+ >4t

ezért n < 5.
Tehéat a leghosszabb mértani sorozat 6 tagu és ez a kovetkezd:
128,192,288, 432, 648,972, mert ¢ = 128 és ¢ = 3.

®

4. Feladat. Az (z,,),>1 valos szamsorozat teljesiti az
(1+xp)xps1 =n, n>1

rekurziét és z1 = 1. Igazoljuk, hogy n > 2 esetén

n+1 n+n+2
() ety e

Bencze Mihaly, Brasso

Megoldds. A sorozat els6 néhany tagja: ©1 = 1,19 = %, T3 =

%, Ty = %, T5 = %. Vizsgaljuk meg, hogy mi lenne elégséges
a méasodik egyenlGtlenség induktiv bizonyitdsahoz. Az indukcios
feltevés az

+ +2
n+Zazk ntn

egyenlGtlenség lenne és ebbol kellene belatni az

(n+1)24+ (n+1)+2
2

n
n+ltan +) 73 <
k=1

egyenldtlenséget. Igy elégséges volna belatni, hogy

n+1)2+Mn+1)+2-n2—n-2
2

1+ap,, <
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vagyis x2 11 < n. Masrészt a rekurzio alapjan ezt csak akkor
egyszerd igazolni, ha als6 becslésiink is van, pontosabban ha tel-
jesiilne az x,, > y/n — 1 egyenlGtlenség is. n = 1 esetén ez nem
teljesiil, de n = 2-re méar igen, emiatt el6bb megprobaljuk mate-
matikai indukcié segitségével belatni, hogy

Vn—1<xz,<vVn-1, n>2. (3)

n € {2,3} esetén a kiszamitott értékek alapjan lathato, hogy az
egyenlGtlenségek teljesiilnek. Ugyanakkor ha régzitett n esetén

Vn—1<x, <+vn-—1,

akkor
n n

n
< < —,
1+vn—-1 14z, +n

tehat a felsé korldt megvan, és az alséhoz elégséges belatni, hogy

Vnil-1<—"
1+vn-—1

Ez viszont igaz, mert

vn+1l—-1=

n n
< )
1++vn+1 1+vn—-1

tehat a matematikai indukcio elve alapjan (3) igaz.
Az (3) alapjan

k—2Vk+1<a?<k—1, k>2,

tehat

nntl) 2Zf<2k+1 2k) < <M_

2
= k=2 k=2
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A jobb oldali egyenlStlenség alapjan

n?—n+2 _n2+n+2
2n - 2n ’

1 n
14 = 2
+ Y ap <1+
k=1
ami a bizonyitando egyenlStlenség jobb oldala. A masik egyen-
16tlenség igazoldsdhoz elégséges lenne belatni, hogy

n

1
SovE </
k=1

és ez igaz a szdmtani és négyzetes kozéparanyos kozti egyenlétlen-
ség alapjan (vagy direkt modon is igazolhat6 példaul matematikai
indukcioval). Igy

n(n+1) n+1 nn+1) ° ° 9
nn LD gy f2rL ol 23 VR< Y

vagyis
n—+1 n+1 1 — 9
2 +1<1+szk
k=1
ami épp a bizonyitandé egyenlGtlenség. ®

5. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy négy kiilonb6z8, nemnegativ
valos szam koziil kivalaszthato ketts (z és y), amelyekre

14+ zy >\/§

VI+22-\/1+y2 2
dr. Minda Mihaly, Vac

Elsé megoldds. Minden a valés szamhoz kolcsénosen egyértelmii-
en hozzarendelhetd az @ (1,a) vektor. Igy az z-hez az @' (1,z), az
y-hoz pedig az 7' (1,y) vektorok rendelhetsk.
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Legyen a két vektor hajlasszoge a. Két vektor skalaris szorzatédnak
segitségével felirhato, hogy

Ty 142y
T 7] Vi+a? 1+ 2
s

Tehat a feladat allitasa ekvivalens a cosa > 73 egyenlGtlen-
séggel, ahol a a két vektor hajasszogének mértéke. Az @ (1,a)
SGipusid” vektorok végpontjai az x = 1 egyenes L. siknegyedben
lév6 pontjai, valamint az abszcisszara esé pontja. Osszuk fel az
I. siknegyedet 3 darab O koézéppontt, 30°-os szogtartoményra. A
skatulya-elv értelmében a négy vektorbdl legalabb ketts ugyan-
abba a szogtartoméanyba (vagy annak hatarvonalara) esik. Igy a
két vektor hajlasszogére igaz, hogy o < 30°, azaz cosa > @
Ugyanakkor az Oy tengelyre nem illeszkedhet a szerkesztett vek-
torok koziil egyik sem, tehat nem lehetséges az, hogy a négy vek-
tor koziil barmely ketts szogének mértéke > 30°. Emiatt az egyen-
16tlenség szigor. ®

CoOS &x =

Madsodik megoldds. Minden x > 0 valds szdm esetén létezik ¢ €
[0, %) agy, hogy x = tgy. Ugyanakkor, ha x = tgp és y = tgw,
akkor

1+zy _ 1+tgp-tgw

\/1+$2'\/1+y2 coégocoéw

Igy a feladat egyenértéki a kovetkezd allitassal:

Ha @1, 02,03 és 4 a [O, %) intervallum elemei, akkor létezik i, j €
{1,2,3,4} tigy, hogy cos i — ;] > 2.

Ennek igazolasa érdekében feltételezhetjiik, hogy p1 < o < @3 <
w4, tehdt a @;11 — @; kiilonbségek koziil a legkisebb biztosan

kisebb, mint §. Ez viszont azt jelenti, hogy

; V3
cos min |p;11 — ;| > cos T = L2,
1§i<3|901+ ©il 6 2

= cos |p — w|.
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6. Feladat. Egy laktanya udvaran 2010 katona magassag szerint
all sorban. Egy perc alatt barmelyik két katona egymaéssal helyet
cserélhet (tudnak elég gyorsan futni). Egyszerre tobb helycsere
is torténhet, de egy katona egy perc alatt csak egy helycserében
vehet részt. Legfeljebb hany perc sziikséges ahhoz, hogy névsor
szerint alljanak sorba? (A katonék kiilonboz6 magassagiak, és a
neviik is kiilonbozik.)

dr. Kantor Sandor, Debrecen
Elsd megoldds. Megmutatjuk, hogy 2 perc elegends ahhoz, hogy
névsor szerint alljanak sorba. Jelolje a katondkat nagysig sze-
rinti sorrendben Aq, Ao, ..., Aggig. Készitsiik el azt az iranyi-
tott grafot, amelynek ezek a csticsai, és A;-bdl Aj-be akkor vezet
nyil (irdnyitott él), ha az A; katona névsorban a j-edik. Azt
mondjuk, hogy az A;,, A;,,..., A;, csicsok ciklust alkotnak, ha
A, — Ay — ... — A, — Ay, (esetleg k = 1). Nyilvanvalo, hogy
grafunk diszjunkt ciklusok uniéjara bomlik. Elegend§ tehét egy
ciklusra igazolni, hogy az elGirt cserék két perc alatt parcserékkel
megvalosithatok, hiszen a diszjunkt ciklusokban egymaéstol fiigget-
leniil, egyszerre torténhetnek a cserék.

Az A — Ay, — ... — A, — A, ciklusban az elsé percben
az m-edik (m =1,2,..., [kgl]) helyen allo A;, = katona cseréljen
helyet a (k —m)-edik helyen alloval, a mésodik percben pedig az
m-edik (m =1,2,..., [g]) helyen 4ll6 katona cseréljen helyet a

(k —m+ 1)-edik helyen &alloval. A két csere végeredményeként az
eredetileg az m-edik helyen 4ll6 A;,, katona a k — (k—m)+1=
(m—+1)-edik helyre keriil, az A;, pedig az els6 helyre, A;, helyére.
Tehat megvaldsult a kivant csere. Haromtagi ciklusnal a csere egy
lépésben nem valésithaté meg, tehéat legalabb két perc sziikséges
a cseréhez. &

Madsodik megoldds. A katonékat szamozzuk meg a nagysig sze-
rinti sorrendnek megfelel6en 1-t8l 2010-ig és jeloljik o(i)-vel a
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névsor szerinti sorrendben elfoglalt helyének sorszamat. Igy egy
o permutéaciot értelmeztiink, amely diszjunk ciklusok szorzatara
bomlik, tehat elégséges a cseréket ciklusokon beliil elvégezni. Abra-
zoljuk a ciklus elemeit egy szabélyos sokszog csticsaiban (a ciklus-
ban elfoglalt sorrendnek megfelelgen, trigonometrikus irdnyban)
és szamozzuk meg a S?kszég cstcsait ugyanazokkal a szdmokkal.

Igy kezdetben minden cstcsnak a szama talal a cstcsba irt szam-
mal. A cserék végrehajtésa utédn az i cstcsra a o(i) szam kertil,
tehat gyakorlatilag a cserékkel a csticsokba irt szdmoknak a kdzép-
pont koriili 2?” szogl elforgatasat kell elérni, ahol k a ciklus hossza.
Ez viszont két tengelyes tiikrozés Osszetételével is elérhets. A
tiikrozések leirasabol az els6 megoldasban leirt cseréket kapjuk.

®

1 2 3 45
35 2 1 4 >
ciklus esetén szemléltettiik a cseréket. Lathato, hogy a permuté-
ciénak transzpozicidkra valo felbontasat kell 1étrehozni. Az abré-
nak megfelels felbontas:

o=(1,2)-(4,5) - (1,3) - (2,4).

12. Megjegyzés. A mellékelt dbréan a o =

o1



Valogatas a javasolt feladatokbol

1. Feladat. Az X(1),X(2),...,X(n) nem feltétleniil diszjunkt
halmazok uni6ja a pozitiv egészek halmaza. Minden 1 < ¢ <
n esetén az X (i) halmaz elemei egy d(i) differenciaju végtelen
szamtani sorozatot alkotnak. Bizonyitsuk be, hogy van olyan d(i),
amely osztoja a tobbi d(j) szam legkisebb kozos tobbszorosének.

Borbély Jozsef, Tata

2. Feladat. Az ABC haromszog A csiicsahoz tartozé magassaga-
nak a BC oldal egyenesén levs talppontja D, a B és C' pontok-
bol az A csticsbol indul6 belsé szogfelezére bocsatott merdlegesek
talppontjai rendre F és F. A BC' és E'F szakaszok metszéspontja
M. Bizonyitsuk be, hogy

EM  AB
FM — AC’
Bir6 Balint, Eger
3. Feladat. Az ABC héaromszdg BAC és ABC szbgének felezsi

K-ban és L-ben metszik a szemkozti oldalt. Mekkora a BAC szog,
ha KL felezi az AKC szbget?

dr. Katz Sandor, Bonyhad
4. Feladat. Keressiik meg a két legkisebb szomszédos pozitiv
egész szamot, amelyek mindegyikének tizes szémrendszerbeli
alakjaban a szamjegyek Gsszege oszthatd 17-tel!

dr. Katz Sandor, Bonyhad
5. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy ha az a,b és c egész szdmok
esetén 3a + b+ 5c és 2a + bb — c oszthatd 11-gyel, akkor a — b+ 3¢
is oszthat6 11-gyel!

Kacs6 Ferenc, Marosvéasarhely
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6. Feladat. Adott konvex négyszognek szerkessziikk meg azt a
bels§ pontjat, amelyet a négyszog oldalfelezd pontjaival Ossze-
kotve a keletkezd szakaszok a négyszoget négy egyenld teriileti
részre bontjak!

dr. Kantor Sandor, Debrecen

7. Feladat. Jeldlje I, , 1y, 1. az ABC haromszog belsd szogfelezs-
inek a hosszat, T" a hdromszog teriiletét. Mutassuk ki, hogy

6-T§\/E-la+\/&-lb+\/ﬁ-lcg?(a2+b2+c2).

Mikor kapunk egyenl&séget?
Longéver Lajos, Nagybanya

8. Feladat. Egy 17 teriiletd sokszdgben elhelyeztiink 13 darab 7
terliletd sokszoget. Igazoljuk, hogy létezik 4 olyan sokszog,

amelyek metszetének a teriilete legalabb %.

Bencze Mihaly, Brasso

9. Feladat. Oldjuk meg az egész szamok korében a kdvetkezd
egyenletrendszert:

203 — 722 48 — 2=y,
29% —Ty? + 8y — 2 = z,
223 -T2+ 8z -2=u.

dr. Pintér Ferenc, Nagykanizsa

10. Feladat. Péter és Karoly a kovetkezd jatékot jatsszak: Péter
megjelol pirossal néhény pozitiv egész szamot a szamegyenesen.
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Ezutan Karoly bejeloli kékkel a nullat és ettsl jobbra néhany po-
zitiv egész szamot a kovetkez§ szabalyok szerint:

A maésodik kék pont legfeljebb 20 egységre lehet a nullatol, és
a szomszédos kék pontok tavolsdgai nem ndvekedhetnek jobbra
haladva (azaz ha Karoly az a1 =0 < ag < az < ... < aj pozitiv
egész szamokat szinezi kékre, akkor teljesiilnie kell a kovetkezd
egyenl6tlenségeknek: ag —a; > ag—ag > ... > ap —ag—1 ). Kéaroly
gy6z, ha sikeriil elkeriilnie a Péter altal bejelolt piros szdmokat,
kiilonben Péter a nyertes. Legalabb hany szdmot kell bejel6lnie
Péternek ahhoz, hogy nyerni tudjon?

Kallés Béla, Nyiregyhaza
11. Feladat. Az (ay,)n,>1 sorozatra a; = 3, ag = 4 ésn > 3
esetén
Ap = Qp—1 * Apt+1 — 1.
Oldjuk meg az
@2008 1+ & - 2009 = @2010

egyenletet!
Oldh Gyorgy, Koméarom

12. Feladat. Legyen ABC haromszog harom oldala rendre a <
b < c. Bizonyitsuk be, hogy f? < 22 +2zy+y?, ahol f a haromszog
C csicsédbol induld szogfelez hossza, x és y pedig azoknak a
szakaszoknak a hossza, amelyekre a szogfelezs a ¢ oldalt osztja.

Arokszallasi Tibor, Paks

13. Feladat. Egy tablara felirtuk a V2, V/3,...,1/2010 szamo-
kat. Egy-egy alkalommal letorliink két = és y szamot, s helyettiik
felirjuk a

Va2y? — 22 —y2 +2

o4
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szamot. Ezt ismételve 2008-szor, csak egy szam fog maradni.
Melyik ez a szam?

Kovacs Béla, Szatmarnémeti

14. Feladat. Egy sik minden pontjat kiszinezziik a piros, kék il-

letve z6ld szinek egyikére. Bizonyitsuk be, hogy létezik két azonos
szind pont egy egység tavolsagra.

Matyas Matyas, Brasso

15. Feladat. Az R sugart gdmb felszinére rajzolunk n darab

egymaést paronként metsz§ R sugara kort oly médon, hogy egy

kérharmasnak sincs kozos metszéspontja. Hany régiora osztjak

ezek a gomb felszinét n > 1 esetén?

Matyas Matyas, Brasso
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