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1. WAS SIND KONVEXE POLYTOPE?

Konvexe Polytope sind d-dimensionale Verallgemeinerungen der bekannten 2
dimensionalen konvexen Polygone und der 3-dimensionalen konvexen Polyeder.
Diese haben Menschen — und insbesondere Mathematiker — seit jeher fasziniert.
Besondere Beispiele sind die regelméfligen n—Ecke und ihre 3-dimensionalen Ver-
allgemeinerungen, die sogenannten Platonischen Korper. Aber auch andere, z.b.
die Archimedischen Korper, sind seit Jahrhunderten Teil unserer Kultur und fin-
den sich in der Philosophie, Kunst, Architektur und anderen Wissenschaften.

Seit Menschengedenken ist mit den konvexen Polytopen interessante Mathe-
matik verbunden. So war z.B. bereits in der Antike bekannt, dass die platonischen
Korper die einzigen reguléren 3—dimensionalen Polytope sind, d.h. solche, deren
Ecken kongruent und deren Seitenflichen kongruente, regulire Polygone sind. Ein
anderes bekanntes Beispiel ist die von Euler entdeckte Formel

e—k+ f=2,

die fiir die ,,Eckenzahl® e, Kantenzahl“ k£ und , Flichenzahl“ f aller konvexen
Polytope gilt. Man beachte, dass diese kombinatorische Eigenschaft unabhéngig
von den metrischen Eigenschaften, wie Winkel, Léngen und Volumen ist.

Die Theorie konvexer Polytope in héheren Dimensionen wurde im 19. und
20. Jahrhundert vor allem dadurch befliigelt, dass sie Losungsmengen linearer
Ungleichungssyteme

Az <b, AcR™9pecR™,
sind. Solche Syteme spielen in vielen Disziplinen der Mathematik eine wichtige
Rolle. In der linearen Optimierung werden zum Beispiel unter allen Punkten
dieser Polytope solche gesucht, die eine lineare Funktion ¢z, ¢ € R?, maximieren,
bzw. minimieren. Da diese Optima immer von einer , Ecke* angenommen werden,
besteht ein fundamentales Problem der Polytoptheorie darin, diese Ecken aus der
obigen Darstellung zu gewinnen.



2. GRUNDLAGEN

Notation 2.1. R? bezeichnet den d—dimensionalen Euklidischen Raum R¢ =
{(x1,...,24)7 : z; € R}, versehen mit dem (Euklidischen) Skalarprodukt 2Ty =
S aiyi, fir z,y € RY, und der (Euklidischen) Norm |z = /2T .

Definition 2.2.

(a) x € R? heift linear abhiingig von X C RY, falls 2',... 2" € X und
Ayoes Ay ER mit =30 Na® existieren.

(b) # € R heifit affin abhiingig von X C RY, falls 2',...,2" € X und
Ay A ER mit S N =1 und v = 3.0 \a? eistieren.

(c) * € R? heifit positiv abhingig von X C RY, falls 2*,...,2" € X und
Ayees Ay € Rog mit =30 N\a* existieren.

(d) x € R? heifit konvex abhiingig von X C R%, falls zt,... 2" € X und
My ooy dp ERsgmat Y0 (N =1 und x = Z?:1 Nzt existieren.

Notation 2.3. Seien z',...,2" € R und Ay, ..., \, € R. Dann heift Y7 N«

(a) Linearkombination von z!, ... z".

(b) Affinkombination von z',... a", falls >.7 N = 1.

(c) Positivkombination von z',... ", falls \; > 0.

(d) Konvexkombination von x',... 2", falls \; > 0 und > | A, = 1.
Definition 2.4. z',... 2" € R? heifien linear [affin, positiv, konvex| abhingig,
falls eines der x* linear [affin, positiv, konvex] abhingig von {z*,... x"}\{x'} ist.
Sonst heiffen {x',... 2"} linear [affin, positiv, konvex| unabhingig.

Bemerkung 2.5. Firz',..., 2" € R? gilt:

1 n
(a) {z',...,2"} affin abhingig <= {( xl ) ey ( 131 >} C R linear
abhdngig.

1 n
(b) {x',..., 2"} konvex abhingig <= {( ai > e ( 561 )} C R posi-
tiv abhdngig.
(c) n>d+ 1= {z',..., 2"} linear abhingig.
(d) n>d+2={z',...,2"} affin abhingig.

Definition 2.6.

(a) X C R? heifit linearer [affiner] Unterraum (oder Teilraum) des RY, falls
gilt: Ist x € R linear [affin] abhdingig von X = x € X.

(b) X C R? heifst konvexer Kegel, falls gilt: Ist x € R? positiv abhingig von
X =zelX.

(c) X C R? heifit konvexe Menge, falls gilt: Ist x € R? konvex abhingig von
X =zecX.
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Notation 2.7. K¢ = {K C R?: K konvez} sei die Familie der konvezen Mengen
im RY. Die leere Menge () wird als konveze, lineare und affine Menge betrachtet.

Beispiel 2.8. Die abgeschlossene d—Kugel
Bl(e,p) = {z € R : |z — | < p}

mit Mittelpunkt ¢ € R? und Radius p € Rsg ist konvex. Der Rand von B%(c,p),
die (d — 1)-Sphére

S@D(e,p) = {z €RY: [z — o] = p},
st nicht konvez.
Beispiel 2.9. Fiir a € R?\ {0} und 8 € R sind die abgeschlossenen Halbriume
H%(a,8) ={z € R : a2 >3}, H (a,8) ={z eR:a"z < B}.
sowie die Hyperebene
H(a,3)={z € R*: aTz = §}
konvez.
Satz 2.10. (a) K C R? ist genau dann konver, falls gilt:
rye K, A e[0,]] = X+ (1-Nye K.
(b) K C R? ist genau dann konvezer Kegel, falls gilt:
r,y€e K, ,peRsg = \v + py € K.
(c) A C R? ist genau dann affiner Unterraum, falls gilt:
rye A, VeR= X+ (1-Nyec A
(d) L c RY ist genau dann linearer Unterraum, falls gilt:
r,ye L, A\ ue R= e+ puy € L.
Satz 2.11. Der Durchschnitt konverer Mengen [konvexer Kegel, affiner Un-

terraume, linearer Unterrdume | ist konvex [konvezer Kegel, affiner Unterraum,
linearer Unterraum |.

Definition 2.12. Sei X C R%
(a) Die lineare Hiille lin X von X ist definiert als
linX = N L.
LCR4,L linear, XCL
(b) Die affine Hiille aff X von X ist definiert als
aff X = N A.

ACRY A affin, XCA



(c) Die positive Hiille pos X von X ist definiert als
pos X = m K.
KCR4, K konvezer Kegel, XCK
(d) Die konvexe Hiille conv X wvon X ist definiert als

conv X = ﬂ K.
KCR4 K konver, XCK
(e) Die Dimension dim(X) von X ist als Dimension der affinen Hiille von X
definiert.

Satz 2.13. Sei X C R?%. Dann gilt
conv X = {Z)wm’ neNzie X, \ > O,Z/\i = 1}.
=1 i—1

Bemerkung 2.14.

(a) lin X = {> 0, hz' :neN,z' € X}.

M) af X = {37 Nz :neNz e X,>0" N\ =1}

(¢) posX = {37 Nz' :neNz' € X, \; > 0}.

(d) conv X C aff X,pos X C lin (X).
Definition 2.15. Sei X = {z1,...,2,} C R% Dann heifit conv X (konvexes)
Polytop.

Beispiel 2.16. Die d—dimensionale Verallgemeinerung von Dreieck und Tetra-
eder ist das d-Simplex, die konvexe Hiille von d + 1 affin unabhdngigen Punkten
(Ecken). Besondere Vertreter sind die reguldren d-Simplizes, deren Ecken paar-
weise denselben Abstand zueinander haben.

Beispiel 2.17. Eine Klasse von Polytopen, die fiir die kombinatorische Optimie-
rung von aufSerordentlicher Bedeutung sind, sind die 0/1-Polytope conv (X)), mit
X ={xy,...,2,} C {0,1}%.
Notation 2.18. P? = {P C R¢ : P Polytop} sei die Familie der Polytope im
R?.
Definition 2.19. Der Durchschnitt endlich vieler abgeschlossener Halbrdume
heifit (konvexes) Polyeder.

Wir werden sehen, dass Polytope und beschriankte Polyeder dasselbe sind!
Beispiel 2.20. Der d—Wiirfel

+1
Wy={reR?: -1 <ux; <1} = conv :
+1

ist Durchschnitt von 2d Halbrdumen und konvexe Hiille von 2% Ecken.



Beispiel 2.21. Verallgemeinerung des Oktaeders ist das d—Kreuzpolytop
d
K= {zcR* : Z|xz| <1} =conv {xe',..., e},
i=1

wobei ' der i-te Koordinateneinheitsvektor ist. Das d—Kreuzpolytop ist also Durch-
schnitt von 2¢ Halbrdumen und konveze Hiille von 2d Ecken.

Definition 2.22. Sei X C R,

(a) x € X heifst innerer Punkt von X, falls ein p > 0 existiert mit B%(z, p) C
X. Die Menge aller inneren Punkte von X heifst Inneres von X und wird
mat int X bezeichnet.

(b) x € R heifit Randpunkt von X, falls fiir alle p > 0 gilt: BY(z, p)NRAN\X #
0 und Bz, p)NX # 0. Die Menge der Randpunkte von X wird mit bd X
bezeichnet.

(c) Sei A =aff X. x € X heifst relativ innerer Punkt von X, falls ein p > 0
ezistiert, so daf B(z,p)NA C X. Die Menge aller relativ inneren Punkte
von X heif$t relatives Inneres von X und wird mit relint X bezeichnet.

(d) Sei A = aff X. x € A heifit relativer Randpunkt von X, falls fir alle
p >0 gilt: (BY(z,p) N A) N (A\X) # 0 und (B4 z,p) N A) N A # (). Die
Menge aller relativen Randpunkte von X wird mat relbd X bezeichnet.

Bemerkung 2.23. Fliir abgeschlossenes X g¢ilt X = relint X U relbd X.

Satz 2.24. Sei K € K¢, z € relint K und y € K. Dann gilt (1 — Nz + \y €
relint K fir A € [0,1).
Korollar 2.25. Sei K € K% K abgeschlossen, x € relint K, y € aff K, aber
y & K. Dann schneidet conv {x,y} in genau einem Punkt relbd K.
Lemma 2.26. Seien x',..., 2" € RY affin unabhingig und seien \; > 0, 1 <
i < k+1, mit Y75\ = 1. Dann ist

k+1

Z Nix® € relint conv {z!, ... 2"}

i=1

Korollar 2.27. Sei K € K%, K # (). Dann gilt relint K # 0.

Fiir Polytope 143t sich das relative Innere leicht beschreiben:

Satz 2.28. Sei P = conv{z!,..., 2"} € PL Dann gilt x € relint P genau dann,
falls © sich darstellen lift als x = Yy ;. Na* mit Ay > 0, 1 < i < n, und
Dl i =1



3. KONSTRUKTIONEN KONVEXER POLYTOPE UND POLYEDER

Bisher haben wir nur einige wenige Beispiele von Polytopen und Polyedern
kennengelernt. Wir haben gesehen, dass der Durchschnitt von Polyedern wieder
ein Polyeder ist und die konvexe Hiille von zwei konvexen Polytopen, wieder ein
konvexes Polytop. In diesem Abschnitt sollen Konstruktionen vorgestellt wer-
den, mit denen man, z.B. mit Hilfe von POLYMAKE, andere (im Prinzip alle)
Polytope konstruieren kann.

Definition 3.1. Fiir zwei Mengen X,Y C R% X\ € R heift
X+Y={z+y:zeX,yeY}
Minkowskisumme (oder Vektorsumme) von X und Y und
AX ={\z:z e X}
Dilatat von X.

Bemerkung 3.2. Das Produkt X xY C R% von zwei Mengen X C R¥, k < d,
und Y C R4 ist eine spezielle Minkowskisumme

XxY={ex{0}" :2eX}+{{0}xy:yeY}.

Satz 3.3. Fiir zwei Mengen X, Y C R%, X\ € R gilt conv{X + Y} = conv X +
convY und conv{\X} = Aconv{X}. Insbesondere gilt fiir P;,P, € P [K9]:
Pl + PQ S Pd[lCd} und )\Pl S Pd[lCd]

Definition 3.4. Sei Q € P?, dimQ =d — 1, x € R, mit x ¢ aff Q. Dann heifit
P=conv {Q, z} d-Pyramide (dber Q). @ heifst Basis von P, und x heifit Spitze
von P.

Definition 3.5. Jedes P € P? heifie O-fache Pyramide mit Basis P. Fiir r =
1,...,d heifit P € P4 r-fache Pyramide, falls P Pyramide iiber einer (r — 1)-
fachen Pyramide @) ist.

Satz 3.6. Sei P € P? cine (d — 1)-fache Pyramide. Dann ist P ein Simplex und
insbesondere eine d-fache Pyramide, falls dim P = d.

Definition 3.7. Sei Q € P? mitdim Q = d—1 und I eine Strecke mit dim(relint QN
relint I) = 0. Dann heifst P = conv (Q U I) Doppelpyramide dber Q). Die r-fache
Doppelpyramide ist analog zur r-fachen Pyramide definiert.

Satz 3.8. Sei P € P4, dim P = d — 1, eine (d — 1)-fache Doppelpyramide. Dann
ist P eine d-fache Doppelpyramide.

Bemerkung 3.9. Das d—Kreuzpolytop ist eine d—fache Doppelpyramide.

Definition 3.10. Sei Q € P¢, dimQ = d — 1, und sei I eine Strecke, die nicht
parallel zu aff ) ist. P = QQ + I heifst Prisma mit Basis (). Das r—fache Prisma
ist analog zur r—fachen Pyramide definiert.
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Bemerkung 3.11. Sei I = conv{z,y}, dann ist P = Q+1 = conv {Q+z, Q+y}.
Satz 3.12. Ist P € P ein (d — 1)-faches Prisma, dann ist P d-faches Prisma.
Notation 3.13. Ein d-faches Prisma heifit Parallelotop oder Parallelepiped.

Bemerkung 3.14. Das Parallelotop, bei dem jede Strecke I; gegeben durch I; =
conv {—e', '}, ist der d—Wiirfel, d.h.,

Wy = conv{—e',e'} + - + conv {—e? e’}
Ein méchtiges Werkzeug bei der Konstruktion von Polytopen gibt
Definition 3.15. Fine Abbildung f : R — R*, definiert durch
f(@) = Mz +1,
mit einer linearen Abbildung M : R? — R* (Matriz M € R**¢) und einem festen

Vektor t € R¥, heifit affine Abbildung. Die Abbildung f heifit

(a) lineare Abbildung, falls t = 0.

(b) Translation, falls M : R% — R? die Identitit ist.

(c) Kongruenz(abbildung), falls M : RY — R? eine orthogonale Abbildung
15t.

Bemerkung 3.16. Affine Abbildungen f : R? — R* bilden konvexe Mengen
(Polytope) in konvere Mengen (Polytope) ab. Fiir X C RY gilt f(conv (X)) =
conv (f(X)).

Notation 3.17. Sei L ein linearer Unterraum des R? und L+ der zu L komple-
mentére, orthogonale Unterrdume des R?, d.h. es gilt dim L + dim L+ = d und
2Ty = 0 fiir alle Paare x € L,y € L. Dann kann jedes v € R eindeutig als
Summe x = x' + 2% mit ' € L und 2®> € L+ geschricben werden. Die affine
Abbildung f : R4 — L mit f(x) = x* heifit orthogonale Projektion auf L.

Bemerkung 3.18. Flir jede orthogonale Projektion f : R? — L auf einen linea-
ren Unterraum der Dimension dim L = k ¢ibt es eine Zerlegung

f=/fairo -ofi,
in orthogonale Projektionen f; : L; 1 — L;, v = 1,...,d — k, mit linearen Un-
terrdumen L; der Dimension dim L; = d — 1, fir die gilt: L = Ly C -+ C Ly =
R4,
Satz 3.19. Sei {x',..., 24"} C R? affin unabhingig und Y = {y',... y¢*1} C
Re. Dann gibt es eine affine Abbildung f : R? — RF, so dass f(x%) = v fiir
1=1,...,d+ 1. Ist Y affin unabhingig, ist f sogar eindeutig bestimmdt.

Korollar 3.20. Beliebige k-Simplizes Si,S> C R? sind affin dquivalent, d.h. es
gibt eine affine Abbildung f : R? — R? mit f(S;) = Ss.

Korollar 3.21. Jedes P € P? ist affines Bild eines Simplex.
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Abschliefend geben wir noch die Konstruktion einer wichtigen Klasse von Po-
lytopen an:
Beispiel 3.22. Die Momentenkurve f : R — R? ist definiert durch

t
t2

Dann heifit
Za(ty, ... tn) =conv{f(ty),..., f(t,)}
zyklisches Polytop.

Falls die Parameter t; paarweise verschieden sind, spricht man auch von ,,dem
zyklischen Polytop* Z;(n) mit n Ecken, da die ,kombinatorische Struktur® nicht
von der Wahl der Parameter ¢4, ..., t, abhédngt, wie wir spéater noch sehen werden.
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4. DREI FUNDAMENTALE SATZE DER KONVEXGEOMETRIE

Satz 4.1 (Radon). Sei X C RY. Ist #X > d + 2, so emistieren X1, Xo C X mit
XiNX,=0, X =X, UX, und conv X; Nconv Xy # ().

Satz 4.2 (Helly). Seien K,,..., K, € K¢. Fiir jede d + 1-elementige Teilmenge
{iv, - yian} C {1, 1} sei N K, # 0. Dann gilt (Y;_, K; # 0.

Der folgende Satz von Carathéodory ist eine Verschéarfung von Satz 2.13:

Satz 4.3 (Carathéodory). Sei X C R%. Dann gilt

d+1 d+1
conv X = {Z/\ﬂii)\i ZO,Z/\,‘Zl,JZi GX,izl,...,d+1}.
i=1 i=1

Korollar 4.4. Jedes Polytop ist die Vereinigung von Simplizes.
Korollar 4.5. Sei X C R¢ kompakt. Dann ist conv X kompakt.
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5. STUTZEBENEN UND LOTABBILDUNG

Definition 5.1. Sei K € K¢. Dann heifit die Hyperebene H(a,3) C R¢ Stiitzhy-
perebene von K, falls gilt:

(a) H(a,B)NK #0  und
(b) K Cc H"(a,8) oder K C H (a,f).

Fir K C H (a,f3) heifit a duBerer Normalenvektor von K.

Bemerkung 5.2. Sei K € K¢, K kompakt und a € R%\ {0}. Dann existiert
8 = max{aTr : x € K} und H(a,(3) ist Stitzhyperebene von K mit duflerem
Normalenvektor a.

Satz 5.3. Sei X C RY. Dann gilt fiir jede Stiitzhyperebene H(a,3) von conv X :
conv (H(a,3) N X) = H(a,B) N conv X.

Korollar 5.4. Fiir P € P und eine Stiitzhyperebene H(a,3) von P gilt
PN H(a,B) € P

Im Folgenden wird gezeigt, dass jeder Randpunkt von K in einer Stiitzhyper-
ebene enthalten ist. Dazu dient

Definition 5.5. Sei K € K K abgeschlossen. Dann heifit die Abbildung ® :
R — K, wobei fir v € R der Punkt ®(z) € K gegeben ist durch

|z = ®(2)| = min{lz —y[:y € K}
Lotabbildung von K.

Bemerkung 5.6. ® ist offensichtlich wohldefiniert, da K abgeschlossen und ®(z)
2wz € R? eindeutig bestimmit ist.

Definition 5.7. Sei K € K%, K abgeschlossen, und sei x € RA\K. Dann heifst
die offene Halbgerade R(K,x) = {\x+(1=X)®(x) : A > 0} durch x und Endpunkt
®(x) Strahl von K durch x.

Lemma 5.8. Sei K € K¢, v € R\K und y € R(K, ). Dann gilt: ®(z) = ®(y).

Satz 5.9. Sei K € K? abgeschlossen und sei x € RN\K. Sei a = v — ®(z) und
B = (x — ®(2))"®(z). Dann ist H(a,[) Stitzhyperebene von K mit dufierem
Normalenvektor a.

Satz 5.10. Sei K € K¢, K abgeschlossen. Dann ist K Durchschnitt aller Halbrdume
H~(a,3) mit der Eigenschaft, daf$ die zugehdorige Ebene H(a, ) Stiitzebene von
K ist mit K C H (a,(3).

Korollar 5.11. Sei X C R? mit conv X abgeschlossen. Dann ist conv X Durch-
schnitt aller Halbrdaume, die X enthalten.
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Satz 5.12 (Busemann-Feller Lemma). Sei K € K¢, K abgeschlossen. Fiir alle
z,y € RY gilt
|@(z) — @(y)| < |z —yl.
(,Die Lotabbildung vergriflert die Entfernung nicht. )
Korollar 5.13. Die Lotabbildung ist stetig.

Satz 5.14. Sei K € K¢, K kompakt. Weiter sei B4(0,p) C R? eine Kugel mit
K C int B0, p) und sei S0, p) = bd B0, p). Dann ist die auf S1(0, p)
eingeschrinkte Lotabbildung ® : S4=1(0,p) — bd K surjektiv.

Korollar 5.15. Sei K € K% K abgeschlossen, und x € bd K. Dann existiert
eine Stitzebene H(a, ) von K mit x € H(a, 3).
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6. DIE SEITEN EINES PoOLYTOPS

Definition 6.1. Sei K € K? abgeschlossen und H Stiitzebene von K. Ist j =
dim(K N H), dann heifst H N K j—Seite von K. K selbst wird als dim K —Seite
und 0 als (—1)—-Seite von K bezeichnet.

Notation 6.2. Fir K € K¢ abgeschlossen heiffen die 0-Seiten Ecken, die 1-
Seiten Kanten und die (dim K — 1)-Seiten Facetten. dim K -Seite und (—1)-Seite
werden als uneigentliche Seiten, die tibrigen als eigentliche Seiten bezeichnet.

Bemerkung 6.3.
(a) Sei K € K% abgeschlossen. Jeder Randpunkt von K liegt in einer geeigne-
ten j-Seite, 0 < j < dim K — 1.
(b) Sei K € K¢, dim K = d. Sei F' Facette von K und H Stiitzhyperebene an
Kmit F=KNH <= H=affF.
Fiir Polytope gilt:
Satz 6.4. Jedes Polytop besitzt nur endlich viele Seiten, und jede Seite ist ein
Polytop.

Notation 6.5. Die Menge aller Ecken eines Polytops P wird mit vert P bezeich-
net.

Bemerkung 6.6. Sei P ¢ P9,

(a) v € vert P kann nicht als Konvexkombination von anderen Punkten aus
P geschrieben werden, d.h., fir jedes v € vert P gilt v ¢ conv {P\{v}}.
(b) P = conv W, dann gilt vert P C W.

Satz 6.7. Sei P € PY. Dann gilt P = conv vert P.
»,Analog“ lassen sich bei Polyedern die Facetten besonders leicht bestimmen:

Satz 6.8. Seien Hy, ..., H, Hyperebenen im RY, P = (\'_| H, ein Polyeder und
F eine Facette von P. Dann ezistiert ein k € {1,...,n} mit F = PN Hy.

Wie bereits mehrfach erwdahnt, sind beschrankte Polyeder und Polytope das-
selbe:

Satz 6.9 (Minkowski, 1896; Weyl, 1935). Jedes Polytop ist beschrinktes Polyeder
und umgekehrt.

Als Konsequenz des letzten Satzes und seines Beweises ergeben sich die folgen-
den Korollare:

Korollar 6.10. Der relative Rand eines Polytops ist die Vereinigung der Facetten
des Polytops.

Korollar 6.11. Besitzt P € P¢ n Facetten, dann ist P (bzgl. des Raumes aff P)
Durchschnitt von n abgeschlossenen Halbrdiumen.
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Korollar 6.12. Ist P € P? und A C R? ein affiner Teilraum des R?, dann gilt
(PNA)ePL

Als néchstes werden die Seiten eines Polytops und ihre Beziehungen unterein-
ander untersucht.

Satz 6.13. Seien K, Ky € K¢ abgeschlossen mit Ky C K. Ist ' eine Seite von
K, dann ist F N Ky eine Seite von K.

Korollar 6.14. Sei K € K% abgeschlossen und seien Fy, Fy Seiten von K mit
Fy, C Fy. Dann ist Fy Seite von Fy.

Satz 6.15. Sei P € P? und F eine eigentliche Seite von P. Dann ist F Seite
einer Facette von P.

Fiir Polytope gilt auch:

Satz 6.16. Sei P € P, [y Seite von P und F, Seite von Fy. Dann ist Fy Seite
von P.

Korollar 6.17. Secien P € P? und seien FI, F* j- und k-Seiten von P mit
Fi C F*. Dann existieren fiiri € {j,...,k} Seiten F* von P mit F7 C Fi*l C
... C FF1 C FF,

Fiir den Durchschnitt von Seiten gilt ganz allgemein:

Satz 6.18. Sei K € K¢ und seien F,...,F, Seiten von K. Dann ist Ny Fi
eine Seite von K.

Satz 6.19. Sei P € P?. Dann ist jede (dim P — 2)-Seite von P Schnitt von zwei
Facetten von P.

Fiir Seiten beliebiger Dimension folgt

Satz 6.20. Sei P € P?, 0 < j <k < dim P und sei F eine j-Seite von P. Dann
ist F' der Durchschnitt aller k-Seiten, die F' enthalten.

Der folgende Satz charakterisiert diejenigen Teilmengen der Ecken eines Poly-
tops, die eine Seite aufspannnen:

Satz 6.21. Sei P € P? und sei W C vert P. Dann ist conv W genau dann eine
Seite von P, wenn aff W N conv {vert P\W} = 0.
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7. DUALITAT, POLARITAT UND SEITENVERBANDE
Notation 7.1. Im folgenden bezeichnet C¢ die Menge der konvexen Kegel im RY.

Satz 7.2. Sei C € C? abgeschlossen, und H eine Stiitzebene von C. Dann gilt
0e H.

Bemerkung 7.3. Jede Stiitzebene H an einen Kegel C € C? ist von der Gestalt
H={z €R¥:aTx =0} mit einem a € R¢\ {0}.
Notation 7.4. Fiir a € R:\{0} sei H(a) C R? die Hyperebene
H(a) = H(a,0) = {z : aTz = 0}.
Definition 7.5. Fiir C € C¢ sei C* definiert durch
C*:{yGRd:yTngfdrallexGC}.
C* heifst der zu C' polare Kegel.

Satz 7.6. Sei C' € C? abgeschlossen. Dann gilt

(a) C* € C? abgeschlossen und
(b) C* =C.

Definition 7.7. C' € C? heifit polytopaler Kegel, falls es endlich viele z* € RY,
1 <i<mn, gibt, mit C = pos{a',... 2"}. C € C? heifit polyedrischer Kegel, falls
endlich viele Halbrdume Hy , ..., H, mit0 € H; existieren, so daf§ C = (-, H; .
Bemerkung 7.8.
(a) Der Durchschnitt von 0 enthaltenen Halbrdumen ist ein konvexer Kegel.
(b) Polytopale Kegel und polyedrische Kegel sind abgeschlossen.

Satz 7.9. Ist C € C¢ Polytopaler Kegel [polyedrischer Kegel], so ist C* polyedri-
scher Kegel [polytopaler Kegel.

Satz 7.10. Ein Kegel ist genau dann polytopaler Kegel, wenn er polyedrischer
Kegel ist.

Bemerkung 7.11. Man priift leicht nach, daf sich die Sétze des vorigen Kapitels
tiber Seiten von Polytopen sofort auf polytopale Kegel iibertragen lassen.

Satz 7.12. Sei C € C? abgeschlossen und sei F' Seite von C. Dann ist
F*={ye C*:yT"x =0 fir alle x € F'}
Seite von C* und es gilt F** = F.

Satz 7.13. Sei C € C? abgeschlossen. Dann gilt:

(a) H(y) Stitzebene von C' mit C C H(y)~ genau dann, wenn y € C* und
(b) H(y) Stiitzebene an C' mit C C H(y)~ und H(y) N C = {0} genau dann,
wenn y € int C*.
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Satz 7.14. Sei C € C?% abgeschlossen und seien F,G Seiten von C mit F C G.
Dann gilt G* C F™.

Definition 7.15. Sei M eine Menge mit zwei inneren Verknipfungen “UV" und
“M”. Sind U, M assoziativ, kommutativ und gentigen sie den Absorptionsgesetzen

al(amb)=a und af(aUb) = a fir alle a,b € M,
so heifit M Verband.
Satz 7.16. Fiir C € C? abgeschlossen sei S die Menge aller Seiten von C mit
den Verkniipfungen FMG = FNG und F UG = (F* N G*)*. Dann bildet S
einen Verband, den sogenannten Seitenverband. Ist weiter S* der Seitenverband

des polaren Kegels C*, so wird durch F' — F* ein Antiisomorphismus von S nach
S* definiert, d.h., ein bijektive inklusionsumkehrende Abbildung.

Bemerkung 7.17. Ist ' C C eine k-Seite, so ist F'* C C* eine (d — k)-Seite.

Definition 7.18. Sei K € K% Dann heifft C(K) = pos{(z7,1)T : z € K}
Projektionskegel von K.

Bemerkung 7.19. C(K) N H(e%™) = {0}.

Bemerkung 7.20. Sei P € P%. Dann bilden die Seiten von P einen Verband.
Die j—Seiten, j = —1,...,d von P entsprechen eineindeutig den (j + 1)—-Seiten
von C(P).

Definition 7.21. Zwei Polytope aus P?¢ heiffen kombinatorisch dquivalent, wenn
thre Seitenverbdinde isomorph sind.

Bemerkung 7.22. Sei P € P t € R und M € R™ requlér (d.h. det(M) # 0).
Dann ist M P +t kombinatorisch dquivalent zu P.

Definition 7.23. Zu P € P? heifit das Polytop Q dual, falls sein Seitenverband
antiisomorph zum Seitenverband von P ist.

Bemerkung 7.22 zeigt, dass es zu einem Polytop viele duale Polytope geben
kann. Im folgenden soll die Existenz von dualen Polytopen néher untersucht wer-
den.

Satz 7.24. Ist K € K¢ kompakt, so ist C(K) abgeschlossen.
Definition 7.25. Fiir K € K% ist die Stiitzfunktion h(K,-) : R? — R definiert
durch h(K,u) = sup{uTz : x € K}.

Satz 7.26. Sei K € K% K # 0, kompakt. Dann ist die Stitzfunktion h(K,-)
gegeben durch h(K,u) = —u, wobei p bestimmt ist durch die Bedingung (u, )T €
bd (C(K)*).

Satz 7.27. Sei f : R — R konvex und positiv homogen linear. Dann existiert
ein K € K¢, K kompakt, mit Stiitzfunktion h(K,-) = f(-). Insbesondere ist K
gegeben durch K = {z : xTu < f(u) fiir alle u € RH\{0}}.
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Definition 7.28. Sei K € K% Dann heifft K* = conv{y € R? : (y7,—1)T €
C(K)*} Polarkorper von K.

Satz 7.29. Sei K € K¢. Dann gilt K* = {y € R : yTw < 1 fiir alle x € K}.
Bemerkung 7.30. Seien Ky, Ky € K¢ mit K, C Ky. Dann gilt K3 C K7.

Satz 7.31. Sei K € K%, 0 € int K, und K kompakt. Dann gilt
(a) K* € K%, 0 € int K*, K* kompakt, und
(b) K* =K.

Satz 7.32. Zu jedem P € P? existiert ein duales Polytop.
Bemerkung 7.33. Sei P € P? und 0 € int P. Dann ist P* dual zu P.

Notation 7.34. Zu zwei Seiten Fy, Fy des Seitenverbandes eines Polytops P €
P bezeichnet [F : F5] den Unterverband aller Seiten F von P mit Fy C F C F,.

Satz 7.35. I, Fy, F| C F5, seien j— und k—Seite eines Polytops P. Dann ist
[Fy : Fy] der Seitenverband eines (k — j — 1)—dimensionalen Polytops.

Definition 7.36. Fiir eine Ecke F eines Polytops P € P? sei H eine Hyperebene,
die F' streng von den tbrigen Ecken in vertP \ F trennt. Dann heifst H N P
Eckenfigur von P bei F.

Satz 7.37. Eine Eckenfigur eines Polytops P € P? bei einer Ecke F ist kombi-
natorisch dquivalent zu [F : P].
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8. BEISPIELE

Notation 8.1. Im folgenden werden fiir P € P? mit fi(P), i = —1,...,dim P,
die Anzahl der i-dimensionalen Seiten von P bezeichnet. Weiter wird f;(P) = 0
vereinbart firi & {—1,...,dim(P)}.

Satz 8.2. Sei P € P? eine r-fache Pyramide mit Basis Q, d.h., P = conv {Q,x', ...

Dann gilt

fu(P) = g (:) Jr-i(Q).

Korollar 8.3. Fiir ein d-Simplex T? gilt: fi(T?) = (ZE)

Satz 8.4. Sei P eine Doppelpyramide mit Basis ). Dann gilt

_ 2fd*2(Q>7 k=d-1,
filP) = {fk(Q) +2f1(Q), 0<k<d-—2.

Korollar 8.5. Fiir das d-Kreuzpolytop X¢ gilt: fi.(X9) = 2k+1(kil), —-1<k<
d—1.
Satz 8.6. Seien P € P, P Prisma mit Basis Q. Dann gilt

2f(Q) + fr(Q), 1<k<d.
Korollar 8.7. Fiir ein d—Parallelotop und insbesondere den d—Wiirfel W¢ gilt:

fe(Wd) = 24+ (Z) 0<k<d.

A(P) = {2f0<@>, k=0,

Den Zusammenhang zwischen Prismen und Doppelpyramiden gibt:

Satz 8.8. Seien Q,Q* € P! polare Polytop mit 0 € int Q. Weiterhin sei der
R als Hyperebene H(0) = {x € R? : x4 = 0} in den RY eingebettet und sei
P = Q + conv {—e? e} ein Prisma. Dann ist das polare Polytop P* von P eine
Doppelpyramide mit P* = conv {Q* U conv {—e?, e} }.

Korollar 8.9. Sind Q,Q* € P4~ dual, und ist P Prisma iiber Q, P* Doppelpy-
ramaide tber Q*, so sind P, P* dual.

Korollar 8.10. d- Wiirfel und d—Kreuzpolytop sind dual (sogar polar) zueinander.
Wiirfel und Kreuzpolytop gehoren zu wichtigen Klassen von Polytopen:

Definition 8.11. Ein Polytop P € P? ist simplizial, wenn alle Facetten Simplizes
sind und einfach, wenn jede Ecke in dim P Facetten enthalten ist.

Satz 8.12. Fiir ein Polytop P € P? mit dim P = d und ein duales Polytop
Q € P? sind folgende Aussagen dquivalent:
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(a) P ist simplizial.

(b) Jede eigentliche Seite von P ist ein Simplez.

(c) Jede Facette von P enthdilt genau dim P Ecken.

(d) Jede k=Seite (k < d—1) von P enthdlt genau k + 1 Ecken.

(¢") Q ist einfach.

(d") Jede k-Seite (k < d—1) von Q ist in genau d—k Facetten von Q) enthalten.

Der folgende Satz zeigt, dass die zyklischen Polytope (vgl. Beispiel 3.22) nicht
nur simplizial sind, sondern noch eine weitere wichtige Figenschaft besitzen:

Definition 8.13. Ein Polytop P € P? heifit k-nachbarschaftlich, wenn jede Teil-
menge von bis zu k Ecken die Eckenmenge einer Seite von P ist. Polytope P mit
dim P = d die HJ —nachbarschaftlich sind heiflen auch einfach nachbarschaftlich

2

Satz 8.14. Die zyklischen Polytope Zy(t,...,t,) mit paarweise verschiedenen
Parametern tq,...,t, € R sind kombinatorisch dquivalent zueinander und “das
zyklischen Polytop” Z4(n) ist simplizial und nachbarschaftlich.

Bemerkung 8.15. Fiir das zyklische Polytop Zg(n) gilt
) fiir ungerade d,

Z(dfl)ﬂ w(nfjﬂ J+1
FulZam)) = {58, et )
ijl E( j ) (kaj) fiir gerade d.
Man kann zeigen (McMullen’s Upper Bound Theorem, 1971), dass die Anzahl der

k—Seiten fir ein d—dimensionales Polytop mit n Ecken nicht groffer werden kann
als die entsprechende Anzahl beim zyklischen Polytop.
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9. DER SATZ VON EULER UND DIE DEHN-SOMMERVILLE GLEICHUNGEN

Notation 9.1. Fir ein Polytop P € P? mit dim P = d wird das (d + 2)-Tupel
(f-1(P), fo(P),..., fa(P)) als f—Vektor von P bezeichnet.

Der folgende “klassische Satz” zeigt, dass die f—Vektoren einer linearen Bedin-
gung geniigen:

Satz 9.2 (Satz von Euler). Sei P € P% und fi(P),i= —1,...,d, die Anzahl der
1—Seiten von P. Dann gilt

Z(—l)ifi(P) =0, bzw. ( Z_ (—1)ifi(P)=1— (_1)dimP> '

Der Satz von Euler gibt sogar die einzige lineare Identitédt der alle Polytope,
bzw. deren f-Vektoren geniigen:

Korollar 9.3. Seien \; € R, so dass fiir alle P € P? die lineare Gleichung
Z?:_l)\ifi(P) = 0 erfiillt ist. Dann gibt es ein u € R, so daff \; = u(—1)°,
1=—1,---,d.

Zwar geniigen die f—Vektoren aller d-dimensionalen Polytope nur einer linearen

Bedingung, aber fiir Teilklassen, wie die aller simplizialen Polytope, gelten noch
weitere:

Satz 9.4. Sei P € P¢ simplizial. Dann gelten fiir den f-Vektor von P die d
Dehn-Sommerville Gleichungen:
d—1

S0 (L) AP) = DAL k=1

i=k
Nicht alle Dehn—Sommerville Gleichungen sind unabhéngig voneinander:

Satz 9.5. Fir d > 1 sind genau | 3(d +1)] der Dehn-Sommerville Gleichungen
unabhdngig voneinander.

Geometrisch zeigt der vorangegangene Satz, dass die f—Vektoren aller simpli-
zialen Polytope in einem affinen Unterraum der Dimension L%d] liegen, nicht aber
in einem kleinerer Dimension.
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10. DER SIMPLEX ALGORITHMUS UND REVERSE SEARCH

Das verstéarkte Interesse an konvexen Polytopen bzw. Polyedern hat zu einem
groflen Teil mit ihrer Bedeutung fiir die lineare Optimierung zu tun. Das wohl be-
kannteste und am haufigsten verwendete Verfahren ist der Simplexz—Algorithmus.

Notation 10.1. Fiir ein Polytop P € P? und einen Kostenvektor ¢ € R?\ {0}
heifst das Optimierungsproblem
max{c'z:z € P}

ein lineares Program (LP). Die Punkte x € P heiflen zuldssige Punkte des LP,
P der zuldssige Bereich. Punkte, die das Maximum annehmen, heiflen Losungen
des LP.

Bemerkung 10.2. Die Lisungen eines LP (wie in 10.1) bilden eine eigentliche
Seite von P. Es gibt daher immer eine FEcke von P unter den Lésungen. Ldfst
man die Punkte eines unbeschrdinkten Polyeders als zulissige Punkte zu, so wird
das Mazimum unter Umstinden nicht angenommen.

Wie in Abschnitt 6 gesehen, besitzt jedes Polytop zwei unterschiedliche Be-
schreibungen:

Notation 10.3. Flir ein Polytop P € P? heifst
(a)
P = conv {ml,...,x”}, zl, ... 2" e RY
V-Beschreibung (Vertez—Beschreibung) von P,
(b)
(10.1) P={zeR': Az <b}, AeR™beR"
H-Beschreibung (Hyperebenen—Beschreibung) von P.

Die Beschreibungen heifien nicht-redundant, wenn man in (a) keine Ecke entfer-
nen kann und in (b) keine Zeile des Ungleichungssystems tiberfliissig ist.

Kennt man die V-Beschreibung eines Polytops, ist jedes LP mit P als zuléssi-
gem Bereich , trivial 16sbar“, indem man die Kosten ¢z fiir alle Ecken z berech-
net.

Definition 10.4. Die Ecken und Kanten eines Polytops P € P? bilden eine
geometrische Realisation eines abstrakten, endlichen, ungerichteten, einfachen
Graphen G(P) — dem Graphen von P. Zwei Ecken von P heiffen benachbart,
wenn sie durch eine Kante miteinander verbunden sind.

Algorithmus 10.5. (Simplex—Algorithmus)

(1) Wibhle eine Ecke x von P.

(2) Wenn c'x > c"a’ fiir alle Nachbarecken ' von x gilt, ist x eine Lésung.
(3) Wiihle eine Nachbarecke ' von x mit 'z < c'a'.

(4) Setze x := z' und fahre fort mit Schritt (2).
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Theorem 10.6. Der Simplex—Algorithmus 10.5 ist deterministisch und endet mit
einer optimalen Ecke x.

Will man die ,,Qualitdt® des Simplex—Algorithmus untersuchen, ist es inters-
sant zu wissen, wie viele bessere Nachbarecken fiir ein Polytop mit m Facetten
konstruiert werden miissen.

Definition 10.7. Der Durchmesser d(G) eines Graphen G ist die kleinste Anzahl
von Kanten, die je zweir Ecken miteinander verbindet.

Vermutung 10.8 (Hirsch—Vermutung). Firm > d > 2 gilt:
A(d,m) := max{d(G(P)) : P € P*mitm Facetten} <m —d

Bemerkung 10.9. (a) A(2,m) = [F]
(b) Fird=2,3, m>2, oder m —d <5 stimmt die Vermutung.
(¢) Wenn die Vermutung fiir einfache Polytope gilt, gilt sie fiir alle.
(d) Wenn die Vermutung fir alle m = 2d gilt, gilt sie fir alle m und d.
)

(e) A(d,m)>m —d firm >d>13.

Zum Auffinden einer Startecke in Schritt (1) kann man das Ausgangsproblem
leicht modifizieren:

Lemma 10.10. Zu einem Polytop P € P? und H-Beschreibung (10.1) sei
P = {( * ) e R . Ar — 2410 <0, 2441 < 1}.
Td41

Dann gilt
vert (P') = {(‘D L @ € vert (P)} U {0}.

Das Auffinden aller Nachbarecken einer Ecke in Schritt (2) des Simplex—Algorithmus
ist im Allgemeinen nicht so leicht — es sei denn, P ist ein einfaches Polytop:

Lemma 10.11. Fiir eine Ecke x eines einfachen Polytops P € Pl mitdim P = d
und H-Beschreibung (10.1), sei A die Matriz der Zeilen(vektoren) A* von A mit
Atz = b, gilt. 1 = {i1,...,1iq} sei die _entsprechende Indexmenge. Dann sind
=z -\ - Aj_l, mit der j-ten Spalte A" von A~ und
)‘j = max T a1
1<i<m, &1 AZAj

7 =1,...,d, die Nachbarecken von x.

: Azflj_l < 0}

Die Idee der im Folgenden vorgestellten lexikographischen Methode ist es, eine
geeignete (virtuelle) Perturbation des Ausgangsproblems zu betrachten, in dem
der zugehorige (virtuelle) zuléssige Bereich ein einfaches Polyeder ist.
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Bemerkung 10.12. Wir gehen im Weiteren der Einfachheit halber davon aus,
dass das Polyeder P = {x € R? . Az < b} punktiert ist (keine Geraden enthiilt),
dass die letzen d voneinander unabhdngigen Ungleichungen von einer Startecke
2% € R? mit Gleichheit erfiillt sind und dass die gegebene H—Beschreibung von P
nicht—redundant 1st.

Notation 10.13. Zu den d Entscheidungsvariablen xq,..., x4 des LPs

(10.2) max{c'z: Ax < b}, A€R™phecR™,
werden m Schlupfvariablen xg,1,...,xq, eingefihrt, mittels
(10.3) Tgpi =b; — Az >0, i=1,...,m.

Bemerkung 10.14. Die Losungen des Systems (10.3) entsprechen den Ldsungen
des Systems Ax < b. Fir die Kosten (den Zielfunktionswert) xo einer Lisung
(1, ..., Tarm) von (10.3) gilt

Tog=2¢C'T=Ex1+ -+ Cay.
Definition 10.15. Ein Dictionary des LPs (10.2) ist ein Gleichungssystem in
den Variablen xg, x1,...,Tq1m, das

(a) dieselben Lisungen besitzt wie das System (10.3), und
(b) oy und m der Variablen x4, ...,xqsm (Basisvariablen) in den verbleiben-
den d Variablen (Nichtbasisvariablen) ausdriickt.

Notation 10.16. Das geordnete (m + 1)-Tupel der Basisindizes B heifit die
Basis. Das geordnete d—Tupel der Nichtbasisindizes N = {0,...,m+d}\ B heifst
Cobasis.

Bemerkung 10.17. Mit der Konvention, dass A; die durch I indizierten Zeilen
A; einer Matriz A und A’ die durch J indizierten Spalten A’ bezeichnet, lifst
sich ein Dictionary schreiben als

rp = ABI(ZA) — ANCL’N),

wobet
1 - 0...0
. 0 . 0
A= : i o und b= ( b ) )
0

Fiir das Anfangsdictionary zur Anfangsecke z° mit Basis B = {0,...,m} gilt:
rp=b—Ayxzny mit A= ( Ei A;AN ) und b= ( fl]—gll; )

Notation 10.18. Jedem Dictionary ldfit sich das Tableaux

(10.4) AN (A|D)

zuordnen. Eine Basislosung x von Ax = b erhdlt man durch setzen von v = A5'b
und ry = 0.
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Bemerkung 10.19. In den ersten m+ 1 Spalten des Tableauzs steht die Matrix
A

Definition 10.20. Eine Basis B, das zugehorige Dictionary und die Basislosung
x heiffen zuldsssig, wenn

(a) {0,...,d} C B und

(b) ; >0 firie BN{d+1,...,d+m}.

Lemma 10.21. Jede Ecke © von P kann zu einer zuldssigen Basislésung x er-
weitert werden, und jede zuldssige Basislosung x kann auf eine Ecke T von P
reduziert werden.

Lemma 10.22. Zu jedem extremen Strahl y von P gibt es eine zuldssige Basis
B und einen Index s € N, so dass fiir a = Az' A, gilt:

(a) y; = —t-a;, firemt>0undi=1,...,d.

(b) a; <0,i=d+1,...,m.
Definition 10.23. Ein Pivotschritt von einer Basis B zu einer Basis B mit

B = (B\{r})U{s}, r € B, s € N, ist die Berechnung des Dictionaries zu B aus
dem Dictionary zu B. FEin Pivotschritt heif$t zuldssig, wenn beide Dictionaries
zuldssig sind.

Bemerkung 10.24. Ist j, die Position von r in B und a = ARG A, so erhilt
man das Tableauz zu B aus (10.4) durch:
(a) Teile Zeile j, von (10.4) durch a;,
(b) Subtrahiere a; mal die neue Zeile j,. von Zeile i in (10.4), i € {0,...,m}\
{dr}-

Bemerkung 10.25 (Umsetzung Simplex—Algorithmus). Will man den Zielfunk-
tionswert xo schrittweise verbessern bieten sich zum Beispiel folgende, hdufig ver-
wendete Pivotschritte an:

(a) Gilt (A5'AL)o > 0 fiir alle s € N, ist zy bereits mazimal.

(b) Wihle s € N, mit (Az'A,)o < 0 minimal.

(¢) Falls (Ag'Ay); <0, fiir j=d+1,...,m, so gibt es kein Mazimum.

(d) Wihler € BN{d+1,...,m}, so dass (Az'Ay);. > 0 mazimal ist.
Ist das Polyeder P nicht einfach, kann es hierbei allerdings zu Zykeln kommen,
so dass das Verfahren nicht determiniert.

Definition 10.26. Fin Vektor heifit lex—positiv, wenn die erste von 0 verschie-
dene Koordinate positiv ist. Ein Vektor a heifst lexikographisch kleiner als ein
Vektor b, wenn b — a lex—positiv ist. Fine zuldssige Basis B heifft lex—positiv,
wenn die Zeilen d+1,...,m von

D= (A5'b| A

lex—positiv sind.
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Bemerkung 10.27. Die Anfangsbasis B = {0,...,m} ist lex—positiv.

Bemerkung 10.28. Zu einer lex—positiven Basis B und einem s € N sei a =
AG Ay mit a; > 0 fir ein j € {d+ 1,...,m}. Dann ist der Index j mit der
Eigenschaft, dass D’ Ja; der lexikographisch minimale Vektor aus

D3I
(10.5) {— : aj>0,d+1§j§m}
a;
i1st, eindeutig bestimmt.
Notation 10.29. Ist r der Basisindex, der zur Zeile j in der vorangegangenen
Bemerkung gehért, so schreiben wir

r = lexminratio( B, s).

Falls (10.5) leer ist, seir = 0.
Theorem 10.30. Fiir eine lex—positive Basis B und s € N mitr = lexminratio( B, s) #
0 gilt:

(a) B=(B\ {r})U{s} ist lex—positive Basis und

(b) s = lezminratio(B,r).
Korollar 10.31. Ersetzt man (d) in Bemerkung 10.25 durch

(d") Wdhle r = lexminratio( B, s).
so ist garantiert, dass die wiederholte Anwendung dieser lexikographischen Pi-

votregel nach endlich vielen Schritten zu einer optimalen Ldsung fiihrt.

Bemerkung 10.32. Die lexikographische Methode ist dquivalent zur sogenannten
?ermutationsmethode, bei der zur “rechten Seite” b in der H—-Bescheibung Ax <
b von P ein “passender” Vektor ¢ = (e1,...,€,)" mit

O<en<---<e <1
addiert wird — so, dass
PG:{:ceRd c Ar <b+e}
einfach ist.

Korollar 10.33. Jede Ecke & von P kann zu einer zuldssigen Basislosung x mit
lex—positiver Basis erweitert werden. Die Menge der lex—positiven Basen sind
Ecken eines (abstrakten) zusammenhdngenden ungerichteten Graphen, dessen
Kanten zu moglichen lexikographischen Pivotschritten assoziiert sind.

Um alle Ecken, d.h. die V-Beschreibung von P zu berechnen, geniigt es also
den zusammenhéngenden Graphen der lex—positiven Basen zu ermitteln. Eine
rekursive und wenig Speicherplatz bendétigende Moglichkeit bietet die von Avis
und FUKUDA entwickelte Reverse Search:
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Lemma 10.34. Wihit man A° = (1,0,...,0,1,...,1) mit m aufeinander folgen-
den 0—-Eintrdgen und by = 0, so ist die Anfangsbasis B = {0,...,m + d} unter
allen lex—positiven Basen, die eindeutig optimale.

Algorithmus 10.35. (Reverse Search)

EINGABE: Tableaux (10.4) mit A° = (1,0,...,0,1,...,1) und by = 0 zu einer
Anfangsecke x° mit Basis {0,...,m}.
AUSGABE: Alle Ecken und extremen Strahlen des Polyeders P

Der Algorithmus verwendet neben der Verwaltung der aktuellen Basis B, der
Cobasis N und dem Tableauz die folgenden drei Funktionen:

(1) pivot(B,r,s): Fihrt einen Pivotschritt von B zu B = (B \ {r}) U {s}
durch.

(2) selectpivot(B) +— (r,i): Ermittelt fiir eine nicht—optimale Basis B das
Tupel (r,1), so dass s = N; der kleinste Index ist mit (A5'As)o < 0 und
pivot(B,r,s) ein lexikographischer Pivotschritt wire.

(3) reverse(B, s) — r: Aus B und Index s € N wird ein v € B ermittelt, so
dass (B \ {r}) U {s} eine Basis ist, zu der selectpivot das Tupel (r,is)
(s = N,;, ) ermitteln wiirde. Gibt kein solches r wird —1 zuriickgegeben.

B=H{0,...,m}
1=1
REPEAT
WHILE i <d
S = Nz
a = A;As
IF a;, <=0,i=d+1,....,m
THEN
Ausgabe des extremen Strahls y mit y; = —a;, © = 1,...,d.
t=1+1
ELSEIF r = reverse(B,s) > 0
THEN
pivot(B,r,s)
Ausgabe der zu B gehorigen Ecke
=1
ELSEi=i+1
END WHILE
(r,i) = selectpivot(B) ( “Backtracking”)
pivot(B,r, N;)
1=1+1
UNTIL j >d and B={0,...,m}
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Bemerkung 10.36. In der beschriebenen Variante werden viele, nicht—einfache
Ecken von P mehrfach ausgegeben. In der C-Implementierung lrs von AVIS wird
das durch zusdtzliche Tests vermieden.



