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I. VALOS SZAMOK

A szamldlas és az ezzel létrejott szamok az eszmélé ember legdsibb teljesitményei kozé sorolhatok. ...ha
JO ismerdseink is az egész szamok, mégis sok titkot rejtenek. Faggatora fogni Sket ezek fel6l érdekes és
sokszor nem kénnyii feladatnak igérkezik.”

(Erdés Pal, Suranyi LaszIo: Valogatott fejezetek a szamelméletbol)

A szamok az ember szamlalasi igényének és absztraktizalasi készségének kolcson-
hatasaként jottek létre. A szamfogalom matematikai letisztuldsanak torténete az Okortol
napjainkig htzoédik. Annak ellenére, hogy a szdmfogalom és altalaban a matematika axiomati-
zalasanak igénye mar Euklidész koraban megjelent, a természetes szamhalmaz axiomatikus
targyalasa csak 1891-ben Giuseppe Peano munkassaga nyoman valt lehetévé. Az egész szamok
halmazanak axiomatikus felépitését 1900-ban David Hilbert jelentette meg.

Torténeti érdekességnek szamit, hogy a valds szamhalmaz axiomatikaja (és az irracionalis
szamok bevezetése) korabban, mar 1872-ben megjelent Richard Dedekind munkajaban.
Mindezek a torekvések szorosan dsszefliggnek Georg Cantor matematikus munkajaval, aki a
halmazelmélet megalapozasaban jatszott fontos szerepet. Az axiomatikus targyalasmod hianya
a matematika bizonyos agaiban (szamelmélet) egyaltalan nem jelentett hatranyt. Tankonyviink-
nek nem célja a kiilonbdz6 szamhalmazok felépitésének axiomatikus targyaldsa. Ezért nagy-
részt csak a szamokkal végzett miiveletek tulajdonsagaival illetve a szamok kozti relaciokkal
foglalkozunk, a szamhalmazokat eleve értelmezettnek tekintjik.

I.1. Természetes, egész és racionalis szamok
A {O, 1, 2, 3,4, 5, ... } halmazt N-nel jeloljiik, és a természetes szamok halmazanak
nevezzilk.  Gyakran  hasznaljuk még az N =N\{0}  halmazt is. A
{.-3,-2,-1,0,1,2,3,..} ={n|neN}u{-n|neN} halmazt Z-vel jeloljik, és az egész

szamok halmazanak nevezziik. Az {—
n

meZ,ne N*} halmazt Q -val jel6ljiik, és a racionalis

szamok halmazanak nevezziik.

Az N, Z és Q halmazokban ismerjik mar az Osszeadast és a szorzast. Ezeknek a
miveleteknek a fobb tulajdonsagai a kovetkezok:

I. l.a+b=b+a,Va beX, Xe{N, 7Z,Q} (az isszeadas kommutativ vagy felcserélhetd);
2. a+(b+c)=(a+b)+c, Va, b, ce X (az dsszeadas asszociativ vagy csoportosithato);
3.0+a=a+0=a, Vae X (az dsszeadasra nézve a 0 semleges eleme X-nek);

4. VaeZ(Q)3I-a)eZ (Q) tgy, hogy a+(—a)=0 (minden egész (racionalis) szamnak
van ellentettje);

II. 1.a-b=b-a, Va, be X (aszorzas kommutativ);

2. (a-b)-c=a-(b-c), Ya, b, ce X (aszorzas asszociativ);
3.1'a=a-1=a, Vae X (az 1 semleges elem a szorzasra nézve);

. . 1 1 .
4, VaeQ esetétn JaeQ gy, hogy a-—=—-a=1 (minden nullatél kilonbozé
a a

racionalis szamnak van reciproka);
5.a-(b+c)=a-b+a-c, Va, b, ce X (aszorzas disztributiv az 6sszeadasra nézve).
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Az N, Z ¢és Q halmazok elemeinek hatvinyozasat is ismerjiilk mar az alsébb

osztalyokbol. Ha a € X és neN*\{l}, akkor a" =a-a-..-a, a' =a és ha a =0, akkor
g-a-..d
0 n-szer

a’ =1. (a-t a hatvany alapjdnak és n-et hatvanykitevonek nevezziik). A negativ kitevojl

L . | . .
hatvanyokat is ismerjik: a"=—, VneN, aeX . A hatvanyozds az alabbi

n

tulajdonsagokkal rendelkezik:
1.a"-a"=a"™",Yae X ,VYmnel,

3. '")n =a™ YaeX ,Vmnel;
4. (a-b)" =q"-b",Va,be X ,VneZ;

n

5. (aj :a—, Va,be X ,VnelZ.
b b"

Az N, Z ¢és Q halmazok eclemei kozott a kovetkezd relaciokat hasznaljuk: =
(egyenlbség), <, > (rendezési relaciok). Az egyenldségi relacio a kdvetkezd tulajdonsaggal
rendelkezik:

1. a=a, Vae X (reflexivitas),

2.Ha a=b és b=c,akkor a =c (tranzitivitas);

3.Ha a=b, akkor b = a (szimmetria).

1.1. Megjegyzés. Azokat a relaciokat, amelyek az el6bbi harom tulajdonsaggal
rendelkeznek, ekvivalencia relacioknak nevezzik.

A rendezési relaciok tulajdonsagai a kovetkezok:

1. a<a, Vae X (reflexivitas);

2.Ha a<b és b<c,akkor a <c (tranzitivitas);

3.Ha a<b,és b<a,akkor a =b (antiszimmetria).

1.2. Megjegyzés. Azokat a relaciokat, amelyek az el6bbi harom tulajdonsaggal
rendelkeznek, rendezési relacioknak nevezzik.

Ezeken a tulajdonsagokon kiviil nagyon gyakran hasznaljuk a kdvetkezd, relaciok és
miiveletek viszonyara vonatkozo, tulajdonsagokat:

l.a=b=a+c=b+c,Va, b, ceX,;

2.a=b=>a-c=b-¢c,Va,b,ceX;

3.a<b=>a+c<b+c,Va, b, ceX,

a<b

4. = ac<bc,Va, b, ceX,
O<c

5. 4" >0,VneN és VaecX;

6.Ha 0<a<b és neN,akkor a" <b".

Az elébbi tulajdonsagok mellett N -ben (és Z -ben) kiilondsen fontos az oszthatdsag és a
maradékos osztas tétele.

1.3. Ertelmezés. Az a természetes (egész) szam oszthatd a b természetes (egész)
szammal, ha 1étezik olyan ¢ természetes (egész) szam, amelyre a =b-c.
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Ezt az a:b (a oszthatd b-vel), vagy b‘ a (b osztja az a-t) szimbolummal jeldljiik.

1.4. Tétel. (Maradékos osztis tétele) Ha aeN és beN', akkor léteznek és
egyértelmiiek a g és r természetes szam ugy, hogy a —b-g=r és 0<r<b.

Bizonyitas. Képezzik a H ={a—b-n|neN} halmazt. Mivel aeN,a HNN nem
iires halmaz (n=0-ra a—bn =a). Igy létezik H -ban legkisebb pozitiv (vagy 0) szam. Jeldljiik
ezt r-rel. Mivel r € H kovetkezik, hogy létezik ¢ e N ugy, hogy a—-b-g=r. Ha r>b,
akkor r—b=a-q(b+1)e Hés r—b<r. Mivel ez ellentmond r megvalasztasanak, igy
0<r<b. Ha a tételbeli Osszefliggések teljesiilnének a (q, , 1 ) és (q2 , rz) szamparokra,
akkoraz a=b-q,+r és a=b-q, +r, egyenldségek alapjan b-(q, —q,) =1 —-r,.Ha r, #7r,,
akkor |r2 - r1| <b és |b (9, —9q, )| > b, tehat az egyenléség nem teljesiilhet. Ebbol kovetkezik,
hogy 1, =1, & ¢, =¢,.

A tételben szerepld g szam az osztas hanyadosa és az r szam az osztas maradéka.

1.5. Megjegyzések:

1. Az a e N szam pontosan akkor oszthato a b € N* szammal, ha az a -nak b -vel valo

osztasi maradéka 0.
2. Ha x € Q, akkor a legnagyobb olyan egész szamot, amely nem nagyobb, mintx , az x
egészrészének nevezziik és [x]-szel jeloljik. Ez az értelmezés a késdbbiekben kiterjeszthetd

valos x szamokra is. Példak: {%} =1, {?} =3, {— 2—60} =—4 . Altalaban az a-nak b-vel valo

osztasakor a hanyados {%} és maradéka r =a —b-{%} . Az x—[x] szamot {x} -szel jeloljik

€s x tort részének nevezziik.
A kovetkezo tulajdonsagokat gyakran hasznalhatjuk:
1.6. Tétel. Ha a, b, ce N, akkor érvényesek az alabbiak:
1. a|b és b|c = alc (az oszthatdsag tranzitiv relacid)
2. albésalc = a|l|(m-b+n-c), VmneN.
3.alb = calch.
Bizonyitas
1. Az értelmezés alapjan a |b < I x, €N ugy, hogy b=x,-a.
blc < 3 y eN tgy,hogy c=y,-b.Igy c=y,-b=y,-(x,-a)=(y, -x,)a, tehat
alc,mert x,-y, €eN.
a|b:>b:ax1} mb +nc = a(mx, +ny,)
2 =

} = al|(mb+nc).

alc = c=ay, mx, +ny, €N

3.a|b=b=ax;, = bc=acx;, = ca|ch.

1.7. Ertelmezés. Azokat az 1-nél nagyobb természetes szamokat, amelyek 1-en és
onmagukon kiviil nem oszthatok egyetlen természetes szammal sem, primszamoknak nevezzik.
Az V. osztilyban az erasztosztenészi szita segitségével meghataroztuk a 100-nal kisebb
primszamokat. Ezek a kovetkezok:
2,3,5,7,11,13,17, 19, 23, 29, 31, 37, 41,47, 53, 61, 67, 71, 73, 79, 83, 89, 97.
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Bizonyitas nélkill megemlitjiik a szamelmélet alaptételét.
1.8. Tétel. Barmely neN" természetes szam egyértelmiien felbonthaté prim-
hatvanyok szorzatara (a tényezok sorrend;jétdl eltekintve).

1.9. Példak. 130=2-5-13; 40=2"-5; 1224=2-37.17.

1.10. Ertelmezés. Az a és b szam legnagyobb kozos osztdjan azt a legnagyobb
természetes szamot értjiikk, amely osztdja a -nak is és b -nek is. Az a és b legnagyobb kozos
osztojat (a, b)-vel jeloljik és L.nk.o.-nak roviditjik. Ha két szam L.n.k.o.-ja 1, akkor a két
szamot relativ primnek nevezzilk. Az a és b legkisebb k6zos tobbszordsén azt a legkisebb
természetes szamot értjiik, amely a -nak is b -nek is tobbszorose. Az a és b legkisebb kozos
tobbszorosét [a, b]-vel jeldljiik és 1.k.k.t.-vel roviditjik.

I.1.1. Feladatok

1. Fogalmazz meg és bizonyits be egy-egy oszthatosagi kritériumot a 2-vel, 3-mal,
S-tel, 7-tel, 9-cel, 11-gyel vald oszthatosagra.

2. Bizonyitsd be, hogy ha n pératlan természetes szam, akkor n* +14n° +49 oszthatd 64-gyel.
3. Bizonyitsd be, hogy ha b|a, c|a és (b, ¢)=1, akkor bc|a.

4. Bizonyitsd be, hogy 6t egymasutani természetes szdm szorzata oszthato 120-szal.
Altalanositas!

5. Hany nulléara végzédik az 1-2-3-4- ... - 2001 szorzat?

6. Hatarozd meg a 3 kitevGjétaz 1-2-3-4- ... -2001 szorzatban.

7. Bizonyitsd be, hogy a 2° + 2% szam oszthaté 10-zel.

8. Bizonyitsd be, hogy ha a, b és ¢ egész szamok és (a+b+c):6, akkor a® +b* +cis
oszthato 6-tal.

9. Bizonyitsd be, hogy (3” +2n+ 3)3 4,VneN,

10. Milyen szamrendszerben érvényes a kdvetkezd szorzas 25-314=10274 ?

11. Bizonyitsd be, hogy az alabbi egyenleteknek nincs megoldasa a természetes szamok
halmazaban:

a) xy(x+y)=2001; b) x> +y> —x—y=2001; ¢) 3x-21y=14;

d) x> -2y>=17; ) 5" +11" =127 (x#0); ) x> +p° =2x+2y-3.
12. Hatarozd meg a hianyzo szamjegyeket ugy, hogy

a) 36|52x2y; b) 45|24x68y ; ¢) 99| 62xy427 .

+1 +8
13. Lehet-¢ egyszerre egész az " és az n—, ha neN?

14. Bizonyitsd be, hogy ha a természetes szamokat irjuk a tizedes vesszé utan ndovekvo
sorrendben, a kapott szam nem lesz racionalis.
15. Hatarozd meg azokat az a, b, ¢ ¢és d szamjegyeket, amelyekre

abed +bed +cd +d = 9844 .
16. Vizsgald meg, mi lehet az osztasi maradéka egy teljes négyzetnek 4-gyel, 3-mal, 5-tel, 7-tel.
17. Hatarozd meg azokat az x egész szamokat, amelyekre
a) (4x-3):7; b) Bx-2):11; ) (7x+4):13.
18. Bizonyitsd be, hogy ha a =b-c+d , akkor (a, b)= (b, d) .
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19. Adjal algoritmust két szam l.n.k.o-janak és 1.k.k.t.-ének meghatarozasara.

20. Bizonyitsd be, hogy barmely n € N esetén az n’ —n szam oszthat6 6-tal.

21. Igazold, hogy harom egymasutani egész szam kobének Osszege oszthatd 3-mal.

22, Adottak az  a=3":[3* 3% 4+(310.39):37 4 (4 4% _14)37 ]2 &5

b=10° :{123+34:[(2-32)2 :18—170-1125} szamok. Hatirozd meg az a és b szimok

l.n.k.o-jat és Lk.k.t-jét.

23. Az a és b szamok l.n.k.o-ja 15, Lk.k.t-e 180. Melyek ezek a szamok?

24. Két természetes szam Osszege 2001. Hatarozzuk meg a szamokat, ha legnagyobb k6zos
osztojuk 87.

25. Hatarozd meg az n =49a4b szdmot, ha n : 28 és (ab+1) 9.

26. Bizonyitsd be, hogy ha az »n természetes szam nem oszthaté 7-tel, akkor az
6
n 6 i .

N = 7+7 szam természetes szam.

27. Bizonyitsd be, hogy az N =3°+3"+3%+ ... +3*" szam oszthaté 13-mal és az

M = N -3 szam oszthaté 40-nel.
28. a) Bizonyitsd be, hogy nem létezik olyan természetes szam, amely négyzetének
harommal val6 osztasi maradéka 2.

b) Oldd meg az egész szamok halmazan a b*> =9a—2b+10 egyenletet.
29. Hatdrozd meg azokat az ne N természetes szamokat, amelyekre az n+1, n+7,
n+13, n+19, n+25 szamok mindegyike primszam.

30. Bizonyitsd be, hogy az 15311 A 38 tort irreducibilis, barmely n € N esetén.
n+

LN N
k(k+1) k k+1°

31. a) Igazold, hogy

111 119
b) Bizonyitsd be, hogy —+—+—+...+ —<—.
) Bizony & 49 6 T 100 " 20

32. Bizonyitsd be, hogy a 2" +2° -1, 2" -2 -1 és 2" -2*+1 szamok &sszetett
szamok.

33. Bizonyitsd be, hogy a 2'® +3' szam oszthat6 5-tel, 35-tel, 275-tel és 2315-tel.
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I1.2. Tizedes szamok

A tizedes szamrendszer nemcsak az egész szamok abrazolasara haszndlhat6. Ha a 10
negativ kitevéjli hatvanyait is hasznaljuk, akkor torteket is abrazolhatunk. Igy az

a,a, a, ,..a,a, =a, 10" +a,  -10"" +..+a,-10+a, egyenléséghez hasonldan irhatjuk,

hogy 0,1= 107 S
0,01= 1072 S
0,0..01 = 107 R
haaia

k-1

tehat 0,b,b,b, ...b, =b, -107" +b, 107 +b,-107 +...+b, -107" .
2.1. Példak

0,2=2.i=i;
10 10
0323 4ot 30+2_ 8.
10 “100 100 25
1 1 1 100+20+5 1

0,125=1-—+2-—+5- = .
10 100 1000 1000 8

Lathato, hogy véges tizedes tort alakban csak % alaku (vagy ezekkel ekvivalens)
racionalis torteket lehet dbrazolni. Igy sziikséges a végtelen sok szamjegyet tartalmazo tizedes

tortek bevezetése is. Probaljuk meg abrazolni az P racionalis tortet tizedes tort alakban. Ha

10

1. 0,b,b,b,...b, ..., akkor %zbl ,byb5 .0, ..., tehat b, :[7} =1 és gy

7

30 30

10-1-7 T=by Dby by tehit b2=[7}=4. Folytatva az

7

3
):7=o,b2b3 by

eljarast rendre a by, =2, b, =8, by =5, by =7 ¢és %:O,bﬂagb9 ...b, ... egyenl6séghez
jutunk. Eszerint a kovetkez$ hat szamjegy ismét 1, 4, 2, 8, 5, 7 és ezek ismétlddnek. igy

. 1
rhatjuk, hogy — =0,14287142857142857 ... .
7 ———

1 . .
Ezt egyszeriibben az F =0,(142857) egyenldséggel irjuk. A szamjegyek meghatarozasa

a kovetkez0 osztasi algoritmussal irhato le egyszeriibb alakban:
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1:7=0,(142857) i
0 _(10]_ 7
b, = —}_1, 10-b,-7=3
7 - —
30 b, = 30 =4, 30-b,-7=2
28 L7
20 b =22 =2, 20-b,-7=6
14 L 7]
60 (60
56 b, = % =8, 60—b,-7=4
40 (407
33 by = —}5, 40-bs-7=5
50 L7
4_9@ b, = ?}:7, 50—b-7=1

Az ilyen tizedes torteket (amelyekben a tizedesvesszd és az ismétlédd szamjegyek kozott
nincs mas szamjegy) tiszta szakaszos tizedes torteknek nevezziik.

2.2. Példak

1 2 5
~=0,03); £20,6); = =0,(384615) ;

3 3) 3 (6) T ( )

4 3 3

S=0.(71428); S=0,27);  =0,(1764705882352941).

Az elébbiekbdl lathato, hogy a peridodus hossza nem feltétleniil a nevezd nagysagatol
fiigg, tehat két fontos kérdésre kellene valaszt keresniink:

1. Az — irreducibilis racionalis tort tizedes abrazolasa mikor tiszta szakaszos tizedes tort?
n
2. Mit6] fiigg a periddus hossza?"

Tegyiik fel, hogy —- =0, (b,b, ...b,).
n

fgy 1082 =bb, b, (bb,..b,)= bb, ..o, +0,(bb, ...b, )= bb, ..b, +——, tehat
n n

m bbb, bbb,
n 10F-1  99..9
—

k

. Ebbol az egyenléségbdl kovetkezik, hogy csak azoknak az

irreducibilis - torteknek az brazolisa lehet tiszta szakaszos tort, amelyek nevezdje nem
oszthatd sem %-vel, sem 5-tel. Masrészt igazoljuk, hogy minden ilyen raciondlis tort tiszta
szakaszos tizedes tortként abrazolhat6. Ehhez az sziikséges, hogy ha (n, 10)=1, akkor
létezzen n -nek 10* —1 alaka tobbszorose. Tekintsik a 10' =1, 10° =1, 10° -1, 10* -1, ...,
107 —1, ... természetes szamokat. Ezeket n -nel osztva legfeljebb n kiilonb6z6 maradékhoz
juthatunk, tehat létezik ezek kozt két olyan szam (10" —1 és 10/ —1), amelyek 7 -nel vald
osztaskor ugyanazt a maradékot adjak. fgy (107 —1)—(10° —1) oszthat6 n-nel, tehat
10° (107" =1) : n. Mivel (n, 10) =1, ez csak akkor lehetséges, ha (10’ —1) i n.

" Az elsé kérdésre a valaszt elészor J. Wallis (1616-1702) angol matematikus adta. A periodus hosszara
vonatkoz6 tulajdonsagok K. F. Gauss (1777-1855) német matematikustol szarmaznak.
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Az eldbbiek alapjan az M tizedes tort dbrazolisa pontosan akkor tiszta szakaszos tizedes
n
tort, ha (n, 10)=1.
Az m-(10" =1)=n-bb, ...b, egyenldség alapjan a periodus hossza a legkisebb olyan

k természetes szam, amelyre (10* —1) : n.

Vizsgaljuk meg, hogy mi torténik, ha az — irreducibilis tort nevezdje nem relativ prim
n
10-zel és oszthatd valamilyen 5-t6] kiilonb6z6 paratlan primszammal.

Abréazoljuk az % és 2i6 torteket tizedes tort alakjaban. Az %: 0,b,b,b, ... egyenldség
. 10 , 4 ., 2 ; .
alapjan b, = o =1 és gzo,bzb3 ..., tehat gzO,bzb3 v gy by =1 ¢és b, =6, k22

esetén. Ezt az %: 0,1(6) egyenloséggel jeldljiik. Az ilyen tizedes torteket (ahol az ismétlddo
szamjegyek ¢€s a tizedesvesszo kozott van néhany szamjegy) vegyes szakaszos tizedes torteknek
nevezziik. Hasonloan kapjuk, hogy 2_56 =0,1(923076) .

Az 2 =0,c,c,..c;(bb,..b,) egyenléség alapjan 10'-L=c ¢, .c, +0,(b,b,..b,),
n n

tehat {10’ .%—clcz ...c,]lok =bb, ..b, +0,(bb, ..b,).

Innen  kovetkezik,  hogy [10’-ﬂ—c1c2...c1](10"—1):blb2...bk, tehat
n

m {blb2 ..b, —CJ 1 cc,...c;bb, ..b,—cic,...c,
152 ™1 N

+c,c —
n 10 -1 10 99...900...0
TT
2.3. Példak. 0,317=ﬂ; 0,(27)=2=i; 0,(327):32—7=@;
1000 99 11 999 333
1,(11):122112&; QB@):MZEZLZQ,QG);
9 9 9 900 900 30
1,17(4) 7 157

900 900
Az elébbiek alapjan kijelenthetjiik a kovetkezo tételt:

2.4. Tétel
Legyen meZ,neN", (m, n)=1
a) Az — racionalis szam tizedes tort abrazolasa pontosan akkor véges tizedes tort, ha n
n
primtényezds felbontasaban nem szerepel 2-t61 és 5-t6l kiillonb6zo primszam.
b) Az — racionalis szam tizedes tort abrazolasa pontosan akkor tiszta szakaszos tizedes

n
tort, ha (n, 10)=1.
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¢) Az — racionalis szam tizedes tort abrazolasa pontosan akkor vegyes szakaszos tizedes
n

tort, ha (n, 10) >1 és n-nek van 2-t61 és 5-tdl kiilonbozd primosztoja.

d) Racionalis tortet tigy alakitunk at tizedes tortté, hogy elvégezziik az osztast.

e) Tiszta szakaszos tizedes tortet Ggy alakitunk at racionalis tortté, hogy az egész részét
leirjuk, a szakaszbeli szdmot irjuk a szamlaloba és a nevezObe annyi 9-est irunk, ahany
szamjegy van a szakaszban.

f) Vegyes szakaszos tizedes tortet ugy alakitunk at racionalis tortté, hogy az egészrészt
leirjuk, a tizedesvessz6 utani szamjegyekbdl alkotott szam és a tizedesvesszé utani, de az
ismétlédé szamjegyek el6tti szamjegyek altal alkotott szam kiilonbségét a szamlaloba irjuk és a
nevezObe annyi 9-est irunk, ahany szdmjegy van a szakaszban és annyi 0-t, ahdny szamjegy
van a vessz0 €s a szakasz kozt.

g) Szakaszos tizedes tortek esetében a szakasz hossza az a legkisebb &k természetes szam,

n , , n
amelyre 10* —1 oszthato ’l -vel, ahol n anevezd és d olyan természetes szam, hogy i eN

és (ﬁ,lojzl.
d

Az elébbiek alapjan minden periodikus tizedes tort egy racionalis szamot abrazol.
Vilagos, hogy léteznek végtelen tizedes tortek, amelyek nem periodikusak. Ezeket a szamokat
nevezzik irracionadlisnak.

Példaul a 0,101001000100001... szam, amit Ggy szerkesztiink, hogy elébb 1, aztan 2,
majd 3, 4 és igy tovabb nullat elvalasztunk egy-egy 1-essel, nem lehet periodikus. Ha £ lenne
a periddus hossza, akkor egy id6 utan ez a periddus benne lenne egy csupa 0-bol alld részben,
tehat a periodus csak 0 lehet. Ez viszont ellentmondas, mert a tizedesvessz6 utan végtelen sok
1-es van, igy nem fordulhat eld, hogy egy id6 utan csak 0-k ismétlédjenek. Az irracionalitds

bizonyitasara gyakran mas modszer is kinalkozik. Példaul igazoljuk, hogy 2 irraciondlis.
Mivel nem ismerjik V2 tizedes abrazolasat, az el6bbi gondolatmenet nem segit. Ezért a

racionalis torteket hasznaljuk. Ha 2 e Q, akkor létezik m, n e N, n=0 ugy, hogy \/_ _
n

és (m, n)=1. Ebbél kovetkezik, hogy m =21, tehat m> =2n". De ha egy teljes négyzet
(m®) péros, akkor paros szamnak a négyzete, tehat m=2m, és igy m’ =4m’, tehat
n* =2m} . igy nis paros. Ez ellentmond az (m, n) =1 feltételnek, tehat a feltevésiink hibas,

azaz 2 ¢ Q. (Bar V2 ¢ Q, mégis konnyen el6fordulhat a gyakorlatban, példaul egységnyi
oldala négyzet atlojaként.)

A racionalis és irracionalis szamok halmazanak egyesitését a valos szamok halmazanak
nevezziik, és R -rel jeloljiik. fgy tulajdonképpen minden valés szam elképzelhetd, mint egy
végtelen tizedes tort. A véges tizedes torteket ugy tekinthetjiik, mintha a 0 szamjegy
ismétlédne végtelenszer.

A periodikus tortek koziil kizarjuk a 9 peridodust torteket, mert ezek véges tizedes tort
form4jaban is felirhatok.

2.5. Példak. 0,(9) =~ =1; 12(9) =122 12 13 _
9 90 90 10

Ezenkivill az m:n osztas elvégzésekor nem juthatunk 9 periddusu tizedes torthéz. Ha

13.

ugyanis ez eldallna, akkor létezne olyan r € N, amelyre az 70 szam n-nel osztva 9-et ad
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hanyadosul és r-ret maradékul. A maradékos osztds tétele szerint r0=9n+r , vagyis
10-7=9-n+r ésigy n=r.Eznem lehetséges, mert az » -nel val6 osztasi maradék szigoruan
kisebb mint # .

fgy minden valos szdm egyértelmiien felirhato tizedes tort alakjaban. Tehataz x = a,, a,as ...

és y =b,,b,b, ... szamok pontosan akkor egyenlék, ha a, = b, barmely i e N esetén.
Ha x, yeR, x=a,,a,a;.. és y=b,,b,b, ..., akkor x< y, ha létezik olyan ie N",
amelyre a; <b, és a, =b, V j=1,i—1.Ezekvivalens a kovetkezével: x <y<Ja >0 ugy,

hogy y=x+a.

Haaz x=a,,a,a, ... egy valos szam, akkor az x, = a,,a,a, ...a,,,; véges tizedes tortet az
X n tizedesjegyii hiannyal valo kézelitésének nevezzik, mig az y, =a,,a,a,...a,a,, +W
véges tizedes tortet az x n tizedesjegyii tobblettel valo kozelitésének nevezzik.

Vilagos, hogy x—x, <

n

. 1 . 1
és y, —x<——,tehat y, ——<x<x, + .
) 10" 10" 10"
Igy barmely valds szam tetszbleges pontossaggal megkdzelithetd racionalis szamokkal.
2.6. Ertelmezés (Pozitiv tizedes tortek dsszehasonlitisa) Legyen x = a,,a,a; ... és
y=>b,,b,b,...,ahol a, b €N ¢és a,,b, szamjegyek k >1 esetén. x pontosan akkor nagyobb mint

¥, ha a, > b, vagy ha létezik olyan k természetes szam, amelyre a,, =b,, m=1,k—-1és a, >b, .

Igazolhato, hogy a valos szamokkal végzett miiveletek ugyanazokkal a tulajdonsagokkal
rendelkeznek, mint a racionalis szdmokkal végzett miiveletek, tehat

1. x+y=y+x, Vx,yeR;

2. x+0=0+x=x, VxeR;

3. x+(—x)=0, VxeR;

4. x+(y+z)=(x+y)+z,Vx,y,zeR;

5. x-y=y-x,Vx,yeR;

6. x-1=x, VxeR;

x-lzl, vxeR";
X
. X'(y'Z):(X'y)'Z, Vx,y,ZER;

x-(y+z)=x-y+x-z,(y+z)x=y-x+z-x,Vx,y,zeR;

=

o

X =0
X, =V,
X =0

X, =),
12. x<y=x+a<y+a,VaeR;

10. }:x1+x2:y1+y2;

11. }jxl'xzzyl'yz;

x<y
13. S>a-x<a-y;
a>0

x<y
14. S>a-x>a-y;
a<0
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X, <X,
Vi<V,
16. x<y = [x]s[y].

I.2.1. Gyakorlatok és feladatok

1. Milyen racionalis szamok tizedes reprezentacioi a kovetkezd szamok?
a) 0,(135); b) 1,23; ¢) —24,5; d) 0,(3);
e) 2,(12); ) —5,(234); g) 0,1(23); h) -5,15(12);
i) —0,4(31); i) 2,43(1).

2. ird végtelen tizedes szam alakjaban a kovetkezd torteket:

15. }:xl+y]<x2+y2;

7 3 8
a) —10; b) —; c) —; d ——;
) ) 3 ) 2 ) 5
1 12 13 11
e) ——; 5 -= h) —.
) 6 D 13 & 30 ) 35
3. Hatarozd meg a kovetkezd szamok szazadik tizedes jegyét:
4
a) 3,12(21); b) -2,75; c) 2,(243); d) g;
10 23 1
e) —; -—— -—.
) 3 D 15 8 47
4. Hasonlitsd 6ssze a kovetkez6 szamokat. Melyik szam a nagyobb?
DR by e 3, o1 16,
3 9 5 6 5 7
15 14 .
d) Y és 7,49; e) 3 és 4,667 ; H -1,(17) és -1,1(7);
g) —4,123(4) és —4,12(35); h) V2 & L(41); i) 7 és 3,1(4).
5. Hatarozd meg a kovetkez6 szamok egészrészét, illetve a tortrészét:
17 65 15
a) —; b) —; c) —; d) 49(2);
) 5 ) s ) o3 ) 4.9(2)
e) —3,125; H-11,84D); g —%; h) —%.

6. Hatarozd meg a kovetkez6 irracionalis szamok 1, 2 illetve 4 tizedessel hidnnyal, majd
tobblettel valo kozelitéseit:

a) V2 ; b) V5 ; o V13; d) —17 ;
e) —/85; f) —4/2001 .

7. Hatarozd meg az x+y, illetve az x-y szdmok harom tizedessel hidnnyal, majd
tobblettel valo kozelitéseit, ha

a) x=+2 & y=4/7; b) x=241321... és y=5,12347;

©) x=3,(12) & y=4/10; d) x=-4,71654... és y=-8,1(4).
8. Bizonyitsd be, hogy a kdvetkezd szamok irracionalisak:

a) \/5; b) \/g; ) \/; , ha n nem teljes négyzet;

D V24435 @ V243445,
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9. Bizonyitsd be, hogy ha (m, n) =1, akkor az — és — szamok tizedes dbrazolasaban a
n n
szakasz hossza ugyanaz.

10. Ha m,neN"  (m, n)=1 és (n, 9)=1, akkor ™ felirhato olyan tizedes tort
n
formajaban, amelynek a szakasza egy 9-cel oszthat6 szam.

vegyes szakaszos tizedes tort, barmely #n € N” esetén.

11. Bizonyitsd be, hogy 1 + +
n n+l n+2
2

. 1 . *
12. Bizonyitsd be, hogy :Z—Jr vegyes szakaszos tizedes tort, barmely n e N \ {1} esetén.
n

13. Bizonyitsd be, hogy két tiszta szakaszos tizedes tort szorzata is tiszta szakaszos
tizedes tort.
14. Ha az x és y valds szamoknak ismerjiik az n jegyi hiannyal illetve tobblettel valo

kozelitését, akkor milyen kozelitést adhatunk a kovetkezo kifejezésekre:
a) x+y; b) x-y; ) xy; d) x* +y*?

I.3. Valos szam n-ed rendi gyoke

Ha a R, akkor az elbjelszabaly alapjan a” >0, tehat az o’ = x egyenléség csak
akkor lehetséges, ha x >0. Igazolhato, hogy barmely x>0 esetén létezik olyan a >0 valos
szam, amelyre o’ =x. Ezt az a szamot az x négyzetgyokének nevezziik és \/; -szel
jeloljik.

3.1. Ertelmezés. Ha x>0 akkor l\F =aoa>0ésa’ :xJ.

Hasonlé médon az o> = x egyenléség (n e N* esetén) csak akkor lehetséges, ha x >0

és tetszéleges x>0 esetén létezik olyan o >0 valds szam, amelyre o =x. Ezt az «

2n

szamot az x 2n -ed rendli gyokének nevezziik és « x -szel jeldljik.

3.2. Ertelmezés. Ha x>0, akkor [2\”/; =g a>20ésa” = x].

2n+1

a®*" barmilyen el6jelii lehet és igazolhato, hogy az a*""' = x egyenletnek minden x e R

esetén egyetlen valds gydke van. Ezt az « megoldast 2’”\1/; -szel jeloljik és x (2n+1)-ed
rendii gyokének nevezziik.

2n+1

iy @ a” =x.

3.3. Ertelmezés. o =

3.4. Tulajdonsagok
1. &x-3fy=#/x-y.hax, y>0é neN\{l} vagyha x, yeR és n pératlan.
2. (W) =4 ha x>0 s moneN (.
3. ﬂ:dz,ha x, y20, y#0 és neN \{I}.
)’ly y
4. Wx="%x" 'ha x>0 és m,neN\{I}.
5. O§a<x<b:>§/;<§/;<’{/z;

6. “1/x =m1x ha x>0.
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Bizonyitas
1. K/_=a<3a"=x és a>0,
fy=p< pr=yés p>0.

foy #xafy=a-B>0 & xy=a"-p"=(a-p)", tehat z/xy=af. Az clébbi
egyenléségek alapjan %/; V; = W .

2. K/_:a sSa'=xésa>20 = (K/;)m =a™ (1). De (a")m =x", tehat (a'")" =x"
ésigy o =Ax" (). Az (1) és (2) alapjan ({x | =3/x" .
Ux _ [x

4. Ha Ya=a>0, /b=p>0 & %/x=56>0, akkor a=a", b=p" és x=06". Ha
a>06, akkor " >0", azaz a>x. Ez ellentmond a feltételnek, tehat o <6 . Hasonldan
igazolhatjuk, hogy & < A, tehat %/a <%/x <4/b .

3. Az 1. alapjan » i .V;: V;, tehat
y

3.5. Feladat. Szamitsuk ki a kovetkez6 szamok egész részét:
a) 200 ; b) 3/200 ; ¢) /200 .
a) Els6 megoldas. 196 <200<225 = 14< V200 <15 , tehat W]z 14 .
Misodik megoldds. 10° <200 <1007, tehat +/200 egész része két szamjegyti. Jeloljiik a
szamjegyeit a-val és b -vel.</200 = ab, ... = a0’ <200 < (a +1)0°, tehdt a’> <2<(a+1)>.

Eszerint a=1. Az EQ <200<1(h+1)> egyenlétlenségek alapjan b a legnagyobb olyan
szAmjegy, amelyre (10+x)> <200. 20x+x> <100 < (20+x)-x <100 < 2x-x<100. Igy

x -re adhat6 egy felsd becslés, ugyanis x < % =5.De 25-5=125>100, tehat x nem lehet 5.

Masrészt 24-4=96 <100, tehat b=4.
Az elébbi szamolasok vezetnek a kovetkezd algoritmushoz:
1. Hatulrél kezdve osszuk kettes csoportokra az n e N szam szamjegyeit. Balrdl a k -

adik csoport legyen ¢, b, .
2. Legyen a, alegnagyobb szamjegy, amelynek négyzete nem haladja meg balrol az els6

csoportot. Ez \/; elsé szamjegye. A maradék n—a; .

3. A k -adik 1épésben (£ > 2 ) az el6z6 1épés utani maradék szamjegyeihez hozzatoldjuk a
c,b, csoportot. Jeldljiik F, -val az igy kapott szdmot. Az addig meghatarozott szémjegyek
kétszereséhez azt a legnagyobb x szamjegyet toldjuk, amellyel szorozva az igy kapott szamot,
a szorzat nem haladja meg F) -t. Az igy meghatarozott x lesz az eredmény £ -adik szdmjegye
(E, =E,_,x)és amaradék F, —x-(2-E,)x.

b) Probalkozasok alapjan 5° =125<200<216=6", tehat /200 egész része 5.

Az el6bbi algoritmushoz hasonloan itt is adhatd algoritmus, mi csak az elsé két
szamjegyet hatarozzuk meg, az algoritmus altalanos megfogalmazasat az olvaséra hagyjuk.
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00=ab ... = a*<200<(a+1)
Tehat az els6 szamjegy meghatarozasahoz az elébbi talalgatas sziikséges.

Ha /200 = a,b..., akkor /200000 = ab,..., tehat /200000 = 5b,....

fgy

5" <200000<5(h+1)
(50+5b)* 200000 < (50+b+1)°.
Az elébbi egyenldtlenségek alapjan b a legnagyobb olyan szam, amelyre (50 + 5)* < 200000 .
De (50+x)* =125000+3-50° x+3-50x> + x°, tehat a (7500+150-x+x*)-x < 75000

egyenl6tlenség legnagyobb egész megoldasat keressiik. Az x=9 til nagy, de x=8§
megfeleld, tehat b =8.

3.6. Megjegyzés. Lathato, hogy a gyokvonas (illetve kobgyokvonas) algoritmusa az
(a+b)* =a* +2ab+b* (illetve (a+b)’ =a’ +3a’b+3ab*> + b’ ) azonossagon alapszik.

I.4. Racionalis kitevdji hatvanyok

Eddig értelmeztiik az egész kitevdjli hatvanyokat és szeretnénk ezt kiterjeszteni racionalis
kitevéjli hatvanyokra is ugy, hogy a hatvanyok tulajdonsdgai megérzédjenek. Tehat

m

értelmezniink kellene az a " (aeR

s

meZ, neN")kifejezést. Alkalmazzuk a hatvanyozis

+ 9

n
m m
: Ly 4 m . e ;. I3 , z - —n P
3. tulajdonsagat az — és n kitevdjii, a alapu hatvanyok szorzatara. Igy (a n ] =a" =a".
n

Innen azonnal lathato, hogy a" ="a" . Konnyen igazolhatd, hogy ha ezt tekintjiik
értelmezésnek, akkor a hatvanyok tobbi tulajdonségai is teljesiilnek.

m
n m

4.1. Ertelmezés. Ha a > 0, akkor am =%a

1
4.2. Megjegyzés. Az a >0 feltétel sziikséges, mert példaul a (—8)3 -ra alkalmazva a

fenti értelmezést (- 8)§ =3/-8=-2, masrészt (- 8)% =(- 8)% =¢/(-8) =¢/64 =2, tehat

ellentmondashoz jutottunk.

I.5. Megoldott gyakorlatok és feladatok

1. Bizonyitsuk be, hogy ha 4, B és A”> — B nem negativ valos szdmok, akkor

JA+B :W/A;C +‘/A;C ,ahol C =+ A% —B (dsszetett gyokok képlete).

Megoldas. Mivel egyik oldal sem negativ, a négyzetre emelés ekvivalens atalakitas.

_ _ 2_ 2
m: A+C+ —A C<:>A+\/§:A+C+A C+2 A -C R
V' 2 \ 2 2 2 4
& JB=y4>—(4>-B) = JB=+B.

* r . ’ .
Ez az elgondolas permanencia elvként ismeretes.
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2. Bizonyitsuk be, hogy x e [1, 2] esetén

Vx+ 21 +qfx—2dx—1=2.

Megoldas

V20 =1 =yx—1+2dx—1 +1 =\/(\/ﬁ)+1 ‘\/_1+1‘ Jio1+1, ()

Jx—24x— =\/x—l—2\/x—1+l=\/(\/x—l)—l S CRES EENE
mert x e[, 2] esetén vx—1¢€[0,1] ésigy Vx-1-1<0. (2

(1) és (2) alapjan
Vrs2vo—T 4yx—2Vr—1 =T +141—-ox—1=2.

3. rjuk egyszeriibb alakba az alabbi szamokat:

a) V1732 =522 ;  b) § (1—\/5)2 . o) 1602254

; 2442 V2 241 [2-1
d) /53625 ; .
) e)\/ —\/_ \/2+\/_ D J2 =12 +1
Megoldas

a) V1737 =527 = J173-52)173+52) =+/121-225 = /1214225 =11-25 = 165;
b) 6/(1_ﬁ)2 :m:m; 0 1024 41024 _32,

625 CJe2s 25°
d) V5625 = /5* =/5-55 =425 -4/5 =545 ;
)\/2+\/_ \/2—\/5_\/2+\/5 2-42

2-42 V2442 —\/_.2+\/_

D\/\EH V2-1 { 2+1] / 241 (v2 +1f
-tz [V W2-1) 2+ A (v
V2 +1f A

4. Szamitsuk ki: 3/2 —3/250 +3/686 +\/E .
Megoldas. /250 =2.5° =532, 3/686=32-7° =732 & 16=32.2° =232,
tehat /2 —3/250 +3/686 +3/16 =32 -532 + 732 + 242 =532 .

5. Hozzuk egyszeriibb alakra az alabbi szamokat:

i w05 ayl-s)

Megoldas

a) 1234—@—%- b)W—ﬁ:ﬁ;
0 o= = o BF - [o- {52
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o (3-sf = [3-5=5-15.
6. Irjuk fel racionélis kitev6jii hatvanyként az aldbbi szdmokat:

a) V8 ; b) 19 ; o V27 ; d)VST; e)W.

Megoldas
3 L 2 !
a) /8 = 23=22[=82j; b)3\/§:332:33[:93}
7 6 4

o) V27 =211, d) ¥5° =57; e 11t =113,

7. Irjuk fel gyokok segitségével a kovetkezd raciondlis kitev6jii hatvanyokat:
1 3 2 4 2

a) 23 b) 27; c) 5, d) 37; e) 11°.

Megoldas

1 3 2
a) 23 =32, b)27 =12’ =48; ¢ 5" =N5* =425;
4 2
d) 37 =3* =81 ; e) 115 ={11°> =121
2
8. [rjuk egyszeriibb alakba: \j\/E -(3\/\5 :\/4\/5) .

Megoldas
2

; 1 é 1 % 1 11 7? 3
ot (s f] 4o
9. Hozzuk egyszerlibb alakra (emeljiik ki a gydk alol):
a) /18 ; b) 324 ; ¢) 4324 d) /100842 ;
Megoldas a) 18 = +/2-9=3v2;  b) 324 =3/3.8 =233 ;
o) 1324 =481.4 =4/3* 42?2 =3v2;  a) V100842 =2-3.7° =7¥6 .

10. Hasonlitsuk Ossze a 2%/5 és \/E W szamokat.

Megoldas. Feltételezziik, hogy
23{/5 < \/5 . Vﬁ .

Ezt az egyenldtlenséget ckvivalens atalakitasok segitségével addig alakitjuk, amig

eldonthetjiik, hogy igaz vagy sem.
23 <V2-417/( )

(Azért emeliink 12. hatvanyra, mert a 3, 2 és 4 L.n.k.o.-ja 12 és ezzel eltlinnek a gyokok)
12 12

223" <22.17¢
22.3% <20.17° [:2¢
2034 <17’
De 2°=64, 3* =81 és 17° =4913, 64-81=5184, tehit az egyenlétlenség nem igaz.

(5184 > 4913). fgy 24/3 >42 417 .
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I.6. Gyakorlatok és feladatok
1. Szamitsd ki:

l 2
a) (Ej s b)
0 ; ! 1)’ 1
V-3 ; —5; h (—j ; i [—j ; j (—
R B
1 -2
k)| ——| .
| (7+s)
2. Ird egyszeriibb alakba a kdvetkezé szamokat:
a) V24242 b) Va -Ya -Ya, ahol a>0; c)\/%(%)z;
6
d) 175 ; f) -9 ; g) 3|22

9
z

7N\

3. Hozd egyszerlibb alakra a kdvetkezo kifejezéseket:

a) V300 =45 +3427 +2420-/64 ;  b) V64a* +3327a - \/

% _1; <) Gj; d) (—\/5)2; €) (3\/5) ;

393  ay5-425; e %%/192:33\6; f) 32—5x5y7 A5y

4. Szamitsd ki:

a) 3/0,00001;  b) /0,001 -3/625 -12048 ; c) V2732 Y4 ;

2 e
" (g@ -

5. ird egyszeriibb alakba:

a) V3+42: b)5+2¥6; o) 5-246; d) Y17-12V2; ) Y26-153 .

6. ird egyszeriibb alakba:
W (7)" 4900y {5)" 50 o (Ys0iis ) o (IWas—5 )

7. Hozd egyszeriibb alakra a kovetkezo kifejezéseket:
2
) (_ X3 xyz] ;

o (W) b) GW]

12 ( )3 4
d) (3xy23/ 28 4J ; €) {H—yz&“——)l}] .
xy y y

8. Szamitsd ki:

<]

a) (\/2+\/E+\/z—\/5j2; b) (i/a+\/3+3\/a—\/3j3.

9. Bizonyitsd be a kovetkezd egyenldségeket.

a) \[3(2—\5)2 =V15-243; b) V3+\/_:11—/\§/§;
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) V10440 —424 —60 =2 -3 145;  d) Y26-15V3 +126+15V3 = 4.

10. Rendezd névekvo sorrendbe a kovetkezd szamokat:
a) V1246 ; 20 -412; 3-42; b)M;@;%;ﬁ—\E;
V2 19 39 V2 15328 63

c) 0545 s T 5 s d) 0’75 ST s 5 .
3 40 5 2 21 4 4

11. Bizonyitsd be, hogy a kdvetkez6 szamok irracionalisak:

a) /10 ; b) 33 ; 0 42; d) 7.
12. Mi a sziikséges ¢és elégséges feltétele annak, hogy a 4n szém racionalis legyen, ha

k, neN, k>2.

13. Bizonyitsd be, hogy ha a+b-32+c-3/4=0¢és a,b, ceQ, akkor a=b=c=0.
14. Bizonyitsd be, hogy az

S:\/26+6\/13—4\/8+2\/6—2\/§ +\/26—6\/13+4\/8—2\/6+2\/§

szam racionalis.
15. Bizonyitsd be, hogy

a N b :\/a2+b2
Va> +b> =2 Aa? +b> —a2 atb '

ha a tortek mind értelmezettek.

4[ 4[ _ 2 2
=M, kifejezés értékét, ha x = a’+b + 2ab =
Yx+1-4Yx—1 4ab a“+b

17. Bizonyitsd be, hogy ha a.c , akkor 4 axc_ ¢ .
b d b b+d d

18. Szamitsd ki az x =,/0,99...9 szam els6 2001 tizedesjegyét.
2001

19. Van-e olyan a és b irraciondlis szam, amelyre a +b és a-b racionalis?

16. Szamitsd ki az E(x)

20. Hatarozd meg az A:{999-n|neN*} halmaz legkisebb elemét, amely nem
tartalmazza a 9-es szamjegyet.

I.7. Azonossagok, feltételes azonossagok

7.1. Ertelmezés. Azonossdgon olyan egyenléséget értiink, amely a véltozok dsszes
lehetséges értéke esetén igaz. Azonossagokkal mar gyakran taldlkoztatok korabbi tanul—
ményaitok sorn. Példaul 3x+2x =5x, VxeR vagy (a+b)" =a*+2ab+b*, Va, beR.

A legfontosabb ¢és a leggyakrabban hasznalt azonossagokat felsoroljuk:

7.2. Tétel. Ha a, b, ce R, akkor

1. a>-b* =(a—b)a+b);

2. (a+b) =a® +2ab+b*;

3. (a-b)’ =a* —2ab+b*;

4. &’ —b’ =(a-b)a’ +ab+b2);
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5.4 +b’ =(a+b)(a2 —ab+b2);
6. (a+b) =a* +3a’b+3ab* +b*;
7. (a-b) =a’ —3a’b+3ab* - b*;
8. a’ —b° =(a—b)a* +a’b+a’h® +ab’ +b*);
9. a*+b° =(a+b)a* —a’b+a’h> —ab’ +b*);

10. a" —b" =(a=b)a"" +a"2b+a" b +..+a’b"* +ab"> +b"");
11. g2 4 p2! =(a+b)(a2" a4+ a2 — a2 — g +b2n);
12. (a+b+c) =a® +b* +¢* +2ab+2ac +2bc ;

13. a’ +b° +¢? —ab—ac—bc:%((a—b)2 +(b-c) +(c—a)2);

14. (a+b+c) =a® +b* +¢* +3a’b +3ab® +3a’c +3ac® +3bc +3bc® + 6abc ;
15. a’ +b° +¢° —3abc:(a+b+c)(a2 +b* +c’ —ab—ac—bc);

16. (—a+b+c)(a—b+c)(a+b—c)=—a3 —-b*—c*+ab® +a’b+bc’ +b’c+

+ca’ +c*a-2abc;

17. (@+b+cl—a+b+cNa—b+c)a+b—c)=2abh? +2b*c? +2a*c* —a* —b* —c*.

Ezeknek az egyenldségeknek a bizonyitasa egyszeriien a miveletek elvégzésével torténik,
ezért nem részletezziik.

1.7.1. Megoldott feladatok
1. a) Bizonyitsuk be, hogy ha a, b, x, y € R, akkor
(a2 +b7 \x* + yz): (ax+by) + (ay —bx)2 .
b) Tekintsiik a H = {n eN|3x, yeNin=x>+ yz} halmazt. Bizonyitsuk be, hogy ha
m, ne H,akkor m-ne H .

Megoldas
a) Elvégezziik a miiveleteket mindkét oldalon.

(a2 +bsz2 -i-yz)zazx2 +a’y? +b*x? +b%y?,
(atx—i-by)2 =a’x* +b’y* + 2abxy és
(ay—bx)2 =a’y* +b’x* —2abxy , tehat
(a2 +b% \x* +y2): (ax +by)’ +(ay—bx)2 .
b)Ha n=a’+b* és m=x>+y*, akkor az a) pont alapjan
m-n= (ax+by)2 -i—(ay—bx)2 = an+by‘)2 +Qay—bx‘)2.
a, b, x, yeN:>|ax+by|eN és |ay—bx|eN,tehét m-neH.
2. a) Hozzuk egyszeriibb alakra az (a2 +b° fx*+y? )—(ax+by)2 kiilonbséget.
b) irjuk fel négyzetek Gsszegeként az (a2 +b? +02Xx2 +y2+ 22)—(ax + by + cz)2

kiilonbséget.

Megoldas
a) Az elobbi feladat a) pontja alapjan

(a2 +b° sz +y2)—(ax+by)2 = (ay—bx)2 .
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b) (ax-i—by+cz)2 =a’x® +b*y* +c*z* + 2abxy + 2acxz + 2bcyz,
(a2 +b? +02Xx2 +y? +zz): a’x*+a’y*+a’z* +b*x* +b*y* +b7z* +
+eixt 4ty iz
Tehat
(a2 +b* +02Xx2 +y? +zz)—(ax+by+cz)2 =a’y’+a’z? +b*x* +b’z2 +PxP 4ty -
—2abxy —2acxz —2bcyz =
= (a2y2 +b%x° —2abxy)+ (a222 +c’x’ —2acxz)+ (bzz2 +c’y? —Zbcyz):
=(ay—bx)’ +(bz—cy)’ +(cx—az)’.
(ezt az egyenlOséget Lagrange-féle egyenloségnek nevezziik).

7.3. Ertelmezés. Feltételes azonossdgnak neveziink egy olyan azonossagot, ami

akkor teljesiil, ha a valtozok kozott fennallnak bizonyos Osszefiiggések (valamilyen feltételt
elégitenek ki)

7.4. Példa. Ha a+b+c=0, akkor (a® +b> +¢* | =2(a* +b* +c*).

Egy ilyen allitds bizonyitasa tobbféleképpen torténhet. Ha a feltételbdl kifejezhetd
valamelyik ismeretlen, akkor visszavezethetd egy egyszer(i azonossagra. Ebben az esetben
c=—a-—b,tehat

(a2 +b? +c2)2 :(a2 +b* +a* +b’ +2ab)2 :4(a2 +b? +ab)2 és
2(a* +b* +c4):2(a4 +b* +a* +4a’b+6a’b* + 4ab’ +b4):
= 4(a4 +b* +2a’b+2ab? +3a2b2),
mert (a+b)' =a* +4a’b+6a’b* +4ab® +b*.
Az el6bbiek alapjan igazolni kellene az
(a2 +b? +ab)2 =a*+b* +2a’b+2ab’ +3a’b’
azonossagot. Ez viszont az elébbi tétel 12. pontjanak sajatos esete.
A masik modszer mindvégig megdérzi mindharom valtozot:
a+b+c=0=0=(a+b+c) =a’>+b* +c* +2(ab+ac+bc).
fgy a® +b* +c* = —2(ab+ac+bc). Ez alapjan
(a2 +b° +c2)2 :4(ab+ac+bc)2 = 4(azb2 +a’c’ +b’c? +2abc(a+b+c)):
:4(a2b2+b262+cza2). (D
Masrészt
(a2 +b? +cz)2 =a*+b*+¢* +2(a2b2 +b%c? +c2a2), tehat
a*+b*+ct = 4<azb2 +b%c? +czaz)—2(azb2 +b’c? +cza2)=
=2(a2b2 +b%c? +cza2). 2)
(1) és(2) alapjan kovetkezik a kivant egyenloség.
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I.7.2. Gyakorlatok és feladatok
1. a) Bizonyitsd be, hogy

=1+ ) +1)=x* =1 és (x= 1)+ 1) +1)x* +1)=x" =1,
b) Szémitsd ki az (x—l)(x+l)(x2 +1x* +1)x® +1) (xzn +1) szorzatot.
2. Bizonyitsd be, hogy
xtrxt+l=(x —x+1)x? +x+1) és x% +x* +1:()c2 x4+ Fx+1)xt + 27 +1).
3. Bizonyitsd be, hogy (x2 —y2)2 +(2xy) = (xz +y? )2, Vx,yeR.
4. Bizonyitsd be, hogy ha a, b és ¢ paronként kiilonb6z6 valos szamok, akkor:

0, k=1
1 k=2
a* N b* . c* N 5 o3
(a-bfa—c) (b-a)b—c) (c—a)c-b) arore k=2
1
, k=-1
abc
5. Bizonyitsd be, hogy ha a, b és ¢ paronként kiilonb6z6 valos szamok, akkor:
b-c c—a a->b 2 2 2

+ + = + + .
(a-b)a—c) (b—clb-a) (c—afc-b) a-b b-c c-a
6. Bizonyitsd be, hogy ha a+b+c =0, akkor a’ +b° +c’ =3abc .
7. Bizonyitsd be, hogy ha(a +b+c)’ =a® +b* +¢*, akkor

200
(a+b+c) 1 :a2001 +b2001 +CZOOI .

8. Bizonyitsd be, hogy ha a® +b° + ¢’ =3abc és a+b+c#0,akkor a=b=c.
9. Bizonyitsd be, hogy ha az a, b ¢és ¢ nullatol kiilonbdzd valds szdmok paronként
kiilonboznek és a+b+c¢ =0, akkor

b-c c—a a-b a b c
+ + + + =9.
( a b c ](b—c c—a a—b]

1.8. Racionalizalasok

8.1. Ertelmezés. Egy tort nevezdjének a racionalizdldsdn azt értjiik, hogy a tortet
ugy bovitjikk (vagy egyszerisitjiik), hogy a nevezdje racionalis legyen. Altalaban valamilyen
azonossagra hivatkozva végezhetjiik el a bovitést.

1.8.1. Megoldott gyakorlatok

Racionalizaljuk a kovetkezd tortek nevezojét:

1 1 1 1
- b) —=; - d) ——=——+=;
R ' "G50 YA
1 1 1 1
= ; h ;
"Bl P e Ve

Megoldasok

b)

P5-1

H——

V243446
12 2

2
a) Ha a > 0, akkor (\/Z ) =a.a=2 esetén a tortet \/5 -vel bovitjiik

& ey
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b) A (3\/2 )3 =a azonossag alapjan, ha 3\/2_2 -tel bovitjiik a tortet, a nevezdben racionalis
szam marad 1 = £ = ﬂ .
R faf 2
©) Az (a-b)a+b)=a’-b*> azonossig alapjan (\/E—IX\/5+1):3—1 =2, tehat
1 3+l
-2
d) Az (a—b)a+b)=a® —b* azonossag alapjan (\/E+\/§X\/E—\/§)= 2-3=-1, tehat
1 243 3-42
Va+3 -1

e) Az (a-1 a2+a+1):a3—1 azonossag alapjan (%B—l 3\/572+i5+1):5—1:4,

1 3\/E+3\/§+1

tehat =
Y5-1 4

) Az (a—l)(a+1):a2 —1 azonossagot egymasutan kétszer hasznaljuk (vagy az

(@a-1)a* +a? +a+1):a4 —1 azonossagba helyettesitiink a =4/3 -at).
1 4B [(Balze)
3-1 -1 2 '
g) Az a’ —1=(a—1)a> +a+1) azonossag alapjan 2—1:(3\/5—1X3\/Z+3\/§+1),tehét
N P Y Y
Va+i 41 2-1

h) Az x"-1 :(x—l)(x"’1 FX" X"+ +x+1) azonossag alapjan a  tortet
((VE)H +(4/E)H + VE)H + ... +(4/E)+ lj -gyel bovitjiik:
1 (4/5)”_1 +(” Z)H +(§/E)”_3 + ... +(§/§)+1 .

42 -1 2-1

i) Az elsd 1épésben arra toreksziink, hogy egyszeriibb nevez6t kapjunk.

1 _ 2+B-46  _2+3-46 _2+-3-1/6 _
V2436 (J2+3F -(l6f  s+2l6-6  2/6-1

(JE+J§—J€X2JE+1) (\/5+\/§—\/EX2\/3+1)'
23

B 24-1 B
8.1.1. Megjegyzés. A fentick alapjan racionalizalaskor az
a"-b" = (a —b)(a"’1 +a"*b+a"’b +..+a’b" +ab" +b"" ) és
a4+ = (a+ b)(az” —a”'b+a® b —.. . +a’h* —ab® T + b ) azonossagokat
hasznaljuk a legfoképpen.

foy  Wa-t KXo amel, Wa-tbt  Wa +¥a b+ a7 4+ el

23 + 23 -t Yo +7Va> b+ Va2 +...+ 7" b" -nel bévitjiik illetve forditva.
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1.8.2. Gyakorlatok
Racionalizald a kdvetkez6 tortek nevezdjét:

1 1 1 1
1. a)ﬁ 5 b) 5

1
w0 N
1 1

1
== = h ; ) = D=0
Dﬁ+ﬁ 2) 71 )\/§+2 i) 1 ) 712

1 1
K) ——— ) —-—; I
BB oy R v oW e
Za); b);
" Va+b e Va+3b+3c
O ==t 0 SN S
Y4-32+2 Y27 +49 +43 11 39543 +6

,ahol a,b,ceQ, ; ,ahol a,b,ceQ, ;

1.9. Egyenldtlenségek

Nagyon sok egyenl6tlenség visszavezethetd valamilyen azonossag segitségével az
[E(x)]2 >0 vagy [E, (x)]2 +[E, (x)]2 + ... +[E, (x)]2 >0 trivialis egyenlStlenségre.

Példaul  x? +y® >2xy, barmely x, y € R esetén, mert x* +y? —2xy = (x—y), és egy
valos szam négyzete nem negativ.

Gyakran elofordul, hogy feltételes azonossagot kell hasznalni vagy, hogy a teljes

négyzetek kialakitasanak érdekében a meglévé tagokat fel kell bontani tovabbi tagok
Osszegére.

Mindezekre az alabbiakban néhany példat és alkalmazast mutatunk be:

1.9.1. Kozéparanyosok kozti egyenlotlenségek
9.1.1. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy

a) x2+y222xy, Vx,yeR;

2 2 2
b) T 1 <4ab < a42-b Swfa ;b , Ya,beR, . (Harmonikus, mértani, szamtani és

a b
negyzetes kozepek kozti egyenlotlensegek) (Nyilvanvalod, hogy a harmonikus kodzép
esetében a,b#0)

Bizonyitas

a) X’ +y° 22y o xF -2+’ 20 & (x—y)2 20.

2
2 1 1 1 1 1 1
b <Vab © 2 — —<—+—-<= 0| —— ,
) 1 ‘ Ja b a b (\/a \/bJ

1
—+
a
Jab <20 s 0sa-2Jab+b e 05 (fa— b,

a+b /a2+b2 a+b) a’+b> a>+b +2ab _a®+b>
< Rt < = < Rt
2 2 2 2 4 2

& 2ab<a’ +b* & 0<(a—b).

b
a
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Geometriai bizonyitas

Feltételezziik, hogy a <b. Vegyik fel az
A, B és C kollinearis pontokat ugy, hogy
Ce(AB), AB=b és AC =a. Megszerkesztjik
az O kozépponti BC atmérdji kort. Legyen T az
A pontbdl a korhoz hiizott érintd érintési pontja,
valamint M az O pontban az AB-re allitott
merbleges egyik metszéspontja a korrel. Ekkor

2 2
AO:a;b, AT =-Jab & AM = |2 ;b .

Mivel egy derékszogli haromszogben az atfogd nagyobb barmely befogonal, azonnali,

2 2
hogy AT < AO < AM , azaz w/ab<a+b< a ;b

ha b<a. Ha pedig a=5b, akkor a kor egy pontta zsugorodik és a 7, O és M pontok
egybeesnek, tehat a fenti kifejezések egyenlok ebben az esetben. (I.1. abra)

9.1.2. Alkalmazasok
1.Ha a, b, ¢ >0, akkor (a+b)b+c)c+a)>8abc.

. Ugyanehhez az eredményhez jutunk,

2. 54252 v, y>0.
y X

3. (x+y+z{l+l+lJ29, Vx,y,z>0.
X y z

2 2
4.Ha a+b=1, akkor a+l + b+l ZE.
a b 2

5.Ha a+b=4, akkor a* +b> +£2 32

ab  Jab

9.1.3. Bizonyitsd be, hogy a”> +b* +c* >ab+bc+ca,ha a,b,ceR.

Megoldas. Az egyenldtlenség mindkét oldalat 2-vel szorozzuk és a jobb oldalt 0-ra
redukaljuk:

a® +b*> +c*2ab+bc+ca < 2a* +2b* +2¢* —2ab—2bc-2ca>0 <
= (a2 +b’ —2ab)+ (b2 +c’ —2bc)+ (02 +a’ —2ac)2 0=
& (a=b) +(b-c) +(c—a)2 > 0.

(ugyanehhez jutunk, ha az azonossagok koziil a 13.-at hasznaljuk). Egyenldség pontosan
akkor teljesiil, ha a=b=c.

Geometriai értelmezés. Mivel az egyenl6tlenség szimmetrikus feltételezhetjilk,
hogy a>b>c. Az 1.2. abran a satirozott teriiletek 6sszege ab+bc+ca, mig az egész idom

teriilete a® +b* +c¢?, tehat a® +b> Jir)c2 >ab+bc+ca.

P —

c

d 1.2. dbra
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9.1.4. Alkalmazasok
Bizonyitsd be, hogy:

2 2 2
1. a—+b—+c—2£+2+£;

b* ¢* a* b ¢ a
2. E+E+%za+b+c;

a b ¢
3. a*+b* +¢* 2a’b?* +b*c? +cta’;
4. a* +b* +c* 2abcla+b+c);
5. a°+b*+c*+d* 2 ab+bc+cd+da .

9.1.5.  a) Bizonyitsuk be, hogy a, b, ce R, esetén a’ +b° +c’ >3abc .
b) Bizonyitsuk be, hogy ha x, y, ze R, akkor

2. 2., 2
;S3xyzsx+y+zg X‘+y +z .
1 1+1 3 3

X y z
(Harmonikus, mértani, szamtani és négyzetes kozepek kozti egyenlotlenségek harom szam
esetében, itt is a harmonikus kozepek esetében x, y, z#0)

Megoldas
a) A 15. azonossag és az el6bbi feladat alapjan

a’+b’+c’ —3abc:(a+b-i-c)(a2 +b* +¢? —ab—bc—ca):
:%(a+b+c)((a—b)2 +(b-c) +(c—a) )20,

mert a+b+c20 és (a—b)2 +(b—c)2 +(c—a)2 0.

9.1.6. Megjegyzés. A megoldasbol az is latszik, hogy ha a, b, ce R, akkor az
a+b+c és a’+b’ +c’ —3abc azonos eldjeliiek. Ezt lehet hasznalni kobgyokot tartalmazo
haromtagi egyenlétlenségek tanulmanyozasara.

Geometriai értelmezés. Az ab+bc+ca<a’+b> +c” egyenldtlenség alapjan a
jobboldali téglalap teriilete nem kisebb a baloldali téglalap teriileténél (I.3. abra). A két
téglalapbol a kozos részeket levagva a 3abc < a’ +b° + ¢’ egyenlétlenséghez jutunk.

a b c a b c
P Ry

bc )

ca

ab

1.3. abra c
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a) Ha x,y,zeR, & a:%/;, b=3/y, c:%/;, akkor az a) alapjan
3abc<a’ +b’ +¢’, tehat 3i/xyz <x+y+z.

Ha a:L b:L és C:L,akkoraza)alapjén 3 Sl+l+l,tehét

Vo' Ay Vz Yoz ¥y oz
T

X y z

Xty+z_ [x>+y” +2° o [xHr=+z 2<x2+y2+22 -
3 B 3 3 B 3

o xPyiaz? +2(xy+yz+zx)£ 3(x2 +y° +zz) & xy+yzrax<xP+yi 4zt
Az utolsé egyenlbtlenség az elébbi feladat alapjan igaz, tehat az egyenlGtlenséget
igazoltuk.

. P . e, . N 3
9.1.7. Megjegyzés. Az a, b és ¢ pozitiv szamok harmonikus kézepe 1 1
a b ¢
o atbtc o . P+b 4’
szamtani kozepe —3 mértani kézepe Y abc és négyzetes kozepe 3

9.1.8. Alkalmazasok

1. £+l+£23,ha x, y,z>0;

y z X
2. (a+2b+c)(a+b+20)(2a+b+c)254abc,ha a, b, c>0;

2 2 2
X X z

3. —2+y—2+—22—+1+—,ha X, Y, ZZO,
y z X Yy z X

4. Bizonyitsd be, hogy ha x> + y* +z> =1 és x, y, z >0, akkor l+l+123\/§.
X Yy z

5. Bizonyitsd be, hogy ha a, b, ¢ >0, akkor \/a+b +\/b+c +\/cza 23\/5.
c a

1.9.2. A Cauchy-Buniakovski egyenlétlenség
9.2.1. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy
a) (ax+by)’ < (a2 +b* \x? +y2);
b) (ax+by+cz)’ < (a2 +b’ +(:2Xx2 +y° +zz).
1. bizonyitas. Az azonossagoknal megoldott masodik feladat alapjan
(a2 +b° sz +y° )— (ax+by) = (ay—bx)2 >0 és
(a2 +b7 + ch)c2 +y7+ zz)— (ax+by +ez) = (ay —bx)2 +(bz —cy)2 +(ex - az)2 >0.

Egyenldség pontosan akkor teljesiil, ha 2. b =L,
X y z
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2. bizonyitas

a) Az egyenldtlenség (

a X <1 a’ x? ,
> 2 2.2 2l g2 B2 Tt | e
Ja? +b \/x +y a + Xty

AN S} S S Y
2 2 3 2 2l a2 4p? 2 2 |
Ja? +b \/x +y a + Xty
ax+by <1 a’+b* x*+y° 1
2 2 2 2 _5 2 4 p? T 2 T
Ja? +b ~\/x +y a + Xty

ax + by
\/az +b° ~\/x2 +y?

2
ax +by <1
\/a2 +b° -\/x2 +y°

Hasonlé modon igazolhato, hogy >—1, tehat

a x 1 a’ x°
b) ' e R R S A R S
Va? +b* +¢? \/xz-i-y2+z2 20a”+b"+c” x"+y 4z
b 1 b’ ’ .
2 2 2 . 2 yz 2 SE( 2 2 2 + 2 yz 2 s
Va’ +b> +c \/x +y +z a’+b"+ct xT+y 4z
1 2 2
< : z <o| —S—— | tehit
\/az+b2+c2 \/x2+y2+z2 2{a” +b" +c” x"+y 4z
ax+by+cz <1
\/az+b2+c2 ~\/x2+yz+z2
. +by+
Hasonloéan igazolhatd, hogy BrovTeE >—1, tehat

\/a2 +b*+c? -\/xz +y°+z2°
(ax+by+cz)2 < (a2 +b’ +02Xx2 +y° +22).
9.2.2. Alkalmazasok
1. Bizonyitsd be az ab+bc+ca<a’ +b* +c* egyenlétlenséget a Cauchy-Buniakovski

egyenlbtlenség segitségével.
2. \/a(b—i-c) +\/b(c+a) +\/c(a +b) < \/E(a +b +c) , a, b és c pozitivak.

3. (x+y+z{l+l+lj29,ha x, y,z>0.
X y z

4. Hatarozd meg az a —2b +3c kifejezés minimumat és maximumat, ha a® +b* +2¢” =1.
5. Bizonyitsd be, hogy az ABC és A'B'C' haromszogek pontosan akkor hasonldk, ha

+b+ "+b'+c’
Naa' +bb" ++/cc’ =24/ pp' , ahol pz% és p':%.
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9.2.3. Megjegyzés. Altalaban

2 2 2 2 2 2 2
(a1 +a;+ ... +a, Xxl +X5 4+ . X, )—(alx1 +a,x,+..a,x ) = Z(aixj —ajx,.)Z 20,

n 'n
1<i<j<n

tehét
2
(al2 +a§ + o +af Xxf +x22 + o +x§)2 (alx1 +a,x, +..a,x ) .

n'n

1.9.3. A rendezési tétel

9.3.1. Feladat

a) Nagymama félretett pénzébol szandékszik adni sziiletésnapunkra. Két pénztarcaja van,
az egyikben 500000-es, a masikban 100000-es bankjegyek vannak. Nagyi feltételei szerint az
egyik tarcabol 5, a masikbol 3 bankjegyet vehetiink ki (azt mi donthetjiik el, hogy melyik
tarcabol vesziink 5-6t és melyikbdl 3-at). Melyik tarcabol mennyit kell elvenniink, ha a lehet6
legtobb pénzt szeretnénk elvenni? Es ha a lehetd legkevesebbet?

b) Mi a helyzet, ha egy harmadik tarcaban 50000-es bankjegyek vannak és a tarcabol
kivehet6 bankjegyek szama 7, 4 illetve 27

¢) irjuk fel altaldnosan is a stratégiénkat.

Megoldas

a) A kivehetd 6sszegek 5-500000+3-100000 és 3-500000+5-100000 . Az els6 a nagyobb,
tehat a legtobb pénzt akkor tudjuk kivenni, ha a nagyobb értékii bankjegybdl vesziink tobbet.

b) A stratégia ugyanaz marad, a legtobbet az 500000-es bankjegybdl kell venniink, majd a
100000-es és végiil az 50000-es bankjegyet tartalmazo tarcabol vesziink.

¢) Ha a bankjegyek a, > a, és a kivehet6 bankjegyek szama b, illetve b, , akkor b, > b, esetén
a,b, +a,b, > ab, +a,b, . Ez az egyenlétlenség atrendezés utan (a, -a, )(bl -b, )2 0 alakba
irhato, tehat az egyenl6tlenség igaz (bar ezt valdsziniileg senkinek nem kell igazolni, mindenki
rajon magatol is, hogy melyik tarcabol érdemes tobbet venni).

A b) esetben az a, 2a, 2a, és b, 2b, 2b, feltételek mellett az a,b, +a,b, +a;b; a
legnagyobb és  a,b; +a,b, +a;b, alegkisebb megengedett osszeg.”

Ez a tulajdonsag altalaban is érvényes.

9.3.2. Tétel. (4 rendezési tétel) Ha a, 2a, 2a, 2> ...2a, é b 2b,2b; 2 ..2b,
(azt mondjuk, hogy a két szamsorozat azonos rendezésii), akkor az Osszes
ab, +ab + ... +a,b alakd Osszeg kozil, ahol {i, i,, ..., i, }={l, 2,.., n} a legna-
gyobb az Spex =a;by +a,b, + ... +a,b, Osszeg és a legkisebb az
Soim =a;b, +a,b, | + ... +a,b, Osszeg.

Bizonyitas. Tekintsiink egy tetsz8leges S =ab, +a,b + ... +a,b, Osszeget. Legyen
J alegkisebb olyan természetes szam, amelyre i, # j €s k az a szam, amelyre i, = j . Az
a jb,.j +a,b, <ab, +akb,.j (lasd az el6bbi feladat ¢) pontjat) egyenlétlenség alapjan az S
Osszegben b,.j -t és b, -t megeserélve az Gsszeg novekszik. Ilyen cserek ismétlésével tetszoleges

S 0sszegbdl eljuthatunk az S,
Son <85

min —

Osszeghez, tehat S < S . Hasonloképpen igazolhatd, hogy

X

" Megengedett Gsszeg alatt azt értjiik, hogy az a\b; +a,b; +ayb; Gsszegben {i, Js k} = {1, 2, 3} .
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Ezt az eljarast a kovetkezo példaval mutatjuk be.
Ha a,2a,2a,2a, é b 2b,2b;2b, é S=ab,+a,b +ab,+a,b, akkor
a,b, +a,b; 2 a,b, +a,b,,tehat S <ab, +a,b, +ab, +a,b,. (1)
De a,b, +a,b, <a,b, +a,b, 2)(a, 2a, és b, 2b,), tehat
a,b, +a,by +a,b, +a,b, <ab, +a,b, +a,b, +a,b;.(3)
a, 2a, é b, 2b, alapjan ab, + a,b, <ab; +a,b, , tehat
a,b, +a,b, +asb, +a,b, <ab, +a,b, +a,b, +a,b,.(4)
(1), (2), (3) és (4) alapjan S <a,b, + a,b, +a;b; +a,b,.
9.3.3. Megoldott feladat. A rendezési tétel segitségével igazoljuk a kovetkezd
egyenlotlenségeket:
a) a’+b’ +c* >ab+bc+ca;
a b c 3

b) + + >— haa, b, c>0;
b+c c¢c+a a+b 2

2 2 2
a b c a+b+c
c) + + > ,ha a, b, c>0;
b+c c+a a+b 2
Bizonyitas

a) Az egyenlétlenség szimmetrikus, tehat feltételezhetjiik, hogy a>b>c. Igy az
a>b>c é a=b>c¢ szamharmasokra haszndlva a rendezési tételt az

a® +b* +c* > ab+bc+ca egyenldtlenséghez jutunk.

1 1 1
b) Az a, b, ¢ és , , szamharmasok azonos rendezésiiek
b+c c+a  a+b
(ha S=a+b+c,akkor a>b < > ), tehat
S—a S-
a b c a b c |,
+ + > + + és
b+c c¢+a a+b c+a a+b b+c
a b c . a b c

+ 2 + .
b+c c+a a+b a+b b+c c+a
Az el6bbi két egyenlétlenség 6sszegébdl kovetkezik a kivant egyenldtlenség.

1 1 1

S b b
b+c c+a a+b
a? b? c? a’ b* c?
+ + 2 + + €s
b+c c¢c+a a+b c+a a+b b+c
a’ b* c? a’ b? c? }
+ + > + + , tehat
b+c c¢c+a a+b a+b b+c c+a

a? b? c? 1{c*+a®> b*+c? a’+b?
+ + + (1)

¢) Az a’, b*,c* é azonos rendezésli szamharmasokra

+ >—
b+c c+a a+b 2\ c+a b+c a+b

a’+c* _a+c b *+c¢* _b+c . a*+b* _a+b
> > €s >

De 2 , 2 2 ,
a+c 2 b+c 2 a+b 2
1{a*>+c*> b*+c? a’>+b° +b+

tehat —| L 1¢ ;2 T¢ 4 > 4707 9
2\ a+c b+c a+b 2

Az (1) és (2) alapjan kovetkezik a kivant egyenl6tlenség.
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9.3.4. Alkalmazasok
1. b—c+£+a—b2a+b+c;
a b ¢
2. a’ +b2+c* +d* +e? > ab+bc+cd+de+ea:
3.3a’ +5° +c3)2(a+b+c)(a2 +b’ +c2)29abc;
4. a* +b° +¢° Zazx/E+b2 ca +02\/E, a, b, c>0;

. a + b + ¢ zg,haa,b,c>0.
a+2b+2c 2a+b+2c 2a+2b+c 5

1.9.4. Gyakorlatok és feladatok
Bizonyitsd be, hogy:
1. (a+b c +(b+c)\/;+(c+a b >6vabc ;
2. £+2+£+i >4;
c d a
3. Bizonyitsd be, hogy ha a+b+c =1, akkor

a) a2+b2+0221; b) l+l+129.
3 a b c¢
4. Bizonyitsd be, hogy:
1 1 1 1[1 1 1)
a) + + S—|—+—+—1|;

a+b b+c c+a 2la b ¢

2 2 2 1 1
b) + + <—+—+1;
a+b a+1 b+1 a b
a+b b+c c+a 1 1 1 X
c + + <—+—+—,haa b, ceR,;
)az+b2 b*+c¢* c*+a®> a b ¢
2 2 3 3
d) a+b.a +b Sa +b :
2 2 2

e) ach(—a+b+c)(a—b+c)(a+b—c);

a N b N c Slaz-i-bz-i-cz
\/(a2+b2 a2+b2) \/<b2+a2Xb2+02) \/(cz+a2Xcz+b2) 2 abc
a,b,ceR’;

2
g)3L+L+L >4 ! + ! + ! ,ha a,b,ceR’.
ab bc ca a+b a+c b+c

, ha

f)

Tovabb |
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