
Mértani helyek 289 

III. Mértani helyek 
 
3
 
.1. Lineáris feltételekkel adott mértani helyek 

Gyakran találkoztok olyan feladattal, amelyekben egy közös tulajdonsággal rendelkező 
pontok halmazát kell meghatározni. Már az általános iskolából tudjátok, hogy az ilyen 
halmazt az illető pontok mértani helyének nevezzük. Általában egy mértani hely megha-
tározásánál a pontok közös tulajdonságából következtetünk egy olyan tulajdonságra, 
amelyből azonnal kiolvasható, hogy a mértani hely milyen halmaznak a része. Ilyenkor, 
ha nem ekvivalens átalakításokkal jutottunk ehhez a tulajdonsághoz, akkor be kell bizo-
nyítani, hogy az általunk megsejtett ponthalmaz minden pontja eleme a mértani helynek 
vagy ki kell zárni azon pontokat, amelyek nem rendelkeznek az adott tulajdonsággal. 
1. feladat. Határozzuk meg azon pontok mértani helyét, amelyek egyenlő 
távolságra vannak az  A  és  rögzített pontoktól. B

A B(b,

M(x,y)

x = b/2

a 

0)

a) az  síkban (A B )  b) a térben. α , α∈
Megoldás. a) Vegyünk fel egy derékszögű koordináta-
rendszert, amelynek origója az  pont és az  tengely 
az  egyenes. A pontok koordinátái  és 

. Egy  pont pontosan akkor teljesíti a 

feladatbeli feltételt, ha 

A Ox
(0,AAB

( , 0)

0)

B b ( , )M x y
2 2 ( )x y x b− 2+ 2y+ = , vagyis ha 

2
b=x . Tehát a mértani hely egy egyenes. Ez az  

szakasz felezőmerőlegese. 

AB

)

b) A derékszögű koordinátarendszert az előzőhöz hasonló 
módon vegyük fel. A pontok koordinátái  és 

. Az M x  pont pontosan akkor van 
egyenlő távolságra az A  és B  pontoktól, ha 

(0, 0, 0)A

( , 0, 0)B b ( , ,y z

2 2 2 2 2( )x y z x b y z+ + = − + + 2 , vagyis ha 
2
bx = . 

a mértani hely egy sík. (Az ekvivalens átalakítások 
miatt nem szükséges egyik esetben sem külön bebizonyítani, hog
pont hozzátartozik a mértani helyhez.) Ez az AB  szakasz felezőmer
Megjegyzés. Ha a feladat nem adott koordinátákkal van megfoga

B(b,0,0)

Tehát 

számolások egyszerűsítése végett a lehető legmegfelelőbb koordinátar
Lássuk mi történt volna, ha tetszőlegesen választunk koordinátarend
a) Ha az adott pontok 1 2( , )A a a  és 1 2( , )B b b , akkor az ( , )M x y  po
van egyenlő távolságra B  pontoktól, ha  az A  és 

2 2
1 2( ( ) (x a a x− + − = − 2

1) ) (y b y b+ −
2 2 2 2

2
2) ,

vagyis ha , 
y egyenes egyenlete. Az első megoldás esetén látszott, h

merőleges -re és felezi azt, az előbbi egyenlet alapján ennek b
számolásokat igényelne. 

1 1 2 2 1 2 1 22( ) 2( ) 0a b x a b y a a b b− + − − − + + =
ez pedig eg

AB
9. ábr
A

M(x,y,z)

x = b/2

a 
10. ábr
y valóban minden 
őleges síkja. 
lmazva, célszerű a 
endszert választani. 
szert: 

tosan akkor nt pon

 

ogy a mértani hely 
izonyítása további 
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b) Ha az adott pontok 1 2 3( , , )A a a a  és 1 2 3( , , )B b b b , akkor az ( , )M x y  pont pontosan 

akkor van egyenlő távolságra az A  és B  pontoktól, ha  
2 2 2

2) ( ) ( ) (a z x b− + = − +2 2 2
1 2 3 1 3( ) ( ) ( )x a y a b y z b− + − + − − , 

innen 2 2
1 1 2 2 3 1 22( ) 2( ) 2( )a b x a b y a b z a a− + − − − − 2 2 2 2

3 3 1 2 3 0a b b b+ − + + + =
 sík egyenlete. Akárcsak az a) pontnál az utóbbi egyenletből nem derül ki 

int az előző koordinátarendszer választásánál, hogy ez a sík merő
s felezi azt. 

, ez 
pedig 
azonnal, m leges 

e
e

I. az  tengely legyen az 

 
 

gy . Tehát a 

egy

 éAB -re
2. feladat. Határozzuk meg azon pontok mértani helyét, amelyeknek két adott 1e  és 
e gyenestől mért távolságaik aránya adott pozitív állandó. 2  
Megoldás. Két esetet kell tárgyalnunk: ha az egyenesek párhuzamosak, illetv  ha 
metszik egymást. 

eset. ||e e . Vegyük fel a koordinátarendszert úgy, hogy 1 2

1e  egyenes. Az egyenesek egyenletei: : 0e y =  és *:e y a= ∈ .  
Ox

1 2

 

e2 a

e1

M(x,y)y

x

k=1

1
kay

k
=

-

1
kay

k
=

+

e1

e2

M(x,y)

a

y

x

k=1

2
ay =

11. ábra 12. ábra

 
 
 
 
 
 
 
 
E ( , )M x y 1 | |d y= 2 | |d y a= −
| |y

a
nincs rajta egy
| |y −

( )k y a= −  ⇔ 

l világos, hogy 

ik egyenesen sem.) Innen két esetünk van: 

 °

M  

kay = , ha 1k ≠  

 2° ( )y k y a= − −  ⇔ kay =  ( 0k > , tehát ez

 távolságai az egyenesektől:  és 

k=  összefüggés kell teljesüljön. (A feladat feltételeibő

1  y
1k −

k
Tehát, ha 

1+
, akkor az ekvivalens átalakítások m1k ≠

ay  és , akkor csak egy egyenes: ay = . 

 mindig lehetséges) 

iatt a mértani hely két egyenes: 

1
k

k
=

− 1
ka

k
=
+

y , ha pedig 1k =
2

(Ez utóbbi esetben tulajdonképpen a két egyenestől mért távolság egyenlő) 
1 2∩ Legyen a d zögű koordinátarendszer k onII. eset.  eréks özépp tja az 

pont és az  az  egyenes. Az egyenesek egyenletei:  és  
 ( )  ha 

{ }e e O= .
Ox  tengely

O  
e : 0e y =1 1

2 :e y mx= 0m ≠ 1 2e e⊥  és  illetve , ha . 
 

1 : 0e y = 2 : 0e x = 1 2e e⊥
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e2 e221k m= +

 
 

. Ha 

e1 M(x,y)

21k m= +
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=
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2
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km
y k

m= + +

e1 M(x,y)

2
m

y
x

O

=
 
 
 
 
 
 
 
  
A 1e ⊥

|
1

y mx
m

−
+2 =

szükséges: 

 1°

y mx= -et te

2° y =

d

 y =

Tehát ha k
km

 

1
e ekb

≠

y
k

=
− +

21k = +m

B. Ha 1e e⊥

1

egyenesekből 

egyenesekből 

derékszög  ko

sektől: 

akkor éppen a

ghatár

gyenes ől 

ű

d =|

Megjegyzés
által me
3. feladat. 
merőleges 1d  
az Oy  tengely
13. ábra
2e , akkor az ( , )M x y  pont távols

2

| , tehát a 

2

| |
| |

y
y mx

m

=−
+1

k  feltételne

sítő pont nincs rajta a mértani je

y mk −⋅ km

y mxk − +⋅  ⇔ kmy =

2 1
x

m +
  

21
y

k m
=

− +

m

⇔

2 1m + 1k m+ +

k +

21+

2
x

m 21
kmy x

m
=

+
)  pont kivételével, ha pedi(0, 0

, z 0x =  és  akkor a
2

ével. 

my x=  egye

)  po

2 , akkor a két egyenest tekinthet

2

áll  pont kivételév

a tel

ordinátarendszer tengelyeinek. Az 

 és , tehát a mé
el. (Ha a

 fenti egyenleteket kapjuk.) 

ozott szög belső é

(0, 0 nt kivé

, akkor a mértani hely az 

 és  egye

áll a 

y |
 a 

| |d x=
)

rtan
z(0, 0

. A második esetben, ha 1k = -et 
s külső szögfelezőj

A (P ( ,a b ∈ ) rögzített pon
és 2d  egyenest. A 1d  egyene

),a b  

B -ben m

*

etszi. Határozzuk m
s az

t e
 Ox
g a 
14. ábra

ágai az egyenesektől: 1 | |d y=

k kell teljesülnie. (Látható,  az hogy

t tárgyahelyen) Ismét két ese lása 

x , ha 21k m≠ +  

x . 

 és 

2

g 

jük
( ,M x y

nletű 

 a 

helyette

nletű 

i hely
 (1) és 

sí
ének egye
ton át húz

)  p

 a
(2

e1

e2

M(x,y)
y

kx
=

y
kx

= -

 tengelyt
 pont P A
15. ábra
x

hez ju
tünk, akkor a két egyenes 
nleté tunk. 
unk két változó e a 

ont távolságai az egyene-

z y kx=  és y k= −  
) egyenletekben m → ∞ , 

gymásr
 -ban, míg a  egyenes 

 egyenesre es
A
B

2d
ő  
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vetületének mértani helyét. 
Megoldás 
Ha 1d Ox⊥ , jel ∈  a 1d  egye-
nes iránytényező t ( 0m ≠ , m t ellenkező 
esetben nem met zi az  tengelyt). A 2  

iránytén ezője , a 1d  és 2d  

P

* -ga
e

Ox d

y 1−

1

e

−

gye

( a  és 

nesek 

)m x

2 : ( )d x a
m

− . Tehát az A  és  

koordinátái: 

1−y b= B

, 0ma bA
 

m   és 0,a mB
 + . 

Az AB  egye s egyenlete: 
( ) ( ) ( )( ):B m a mb x m ma b y ma b a mb+ + − − − +

AB -re merőleges egyenes egyenlete:  

( )

b m 
ne

2m b



 +

öljük m l
jé r
s

m
egyenletei: :d y b= +

−   


=

) (: a m a m+ +

( )2a ma b−

Px

y

M0

M

B

A

 

P

0
A  ponton áthaladó 
A

P

( )m a b+

( ) ( ) (d m ma b x m a mb y m ma b− − + − −

egyenes M  metszéspontjának koordinátái: 2 ,M
a


2

Ez egy e enes egyenlete, tehát a mértani 

Az ( )
2 2

a ma b
x

−=

( )
( )

m

2

2 2

b a mb
m a b

+
+

 egye

gy

y = nlőségbe az össze és

része egy e
vizsgálnunk, hogy az egyenes minden pontja hozzátartozik-e 

séges megvizsg

ay bx ab+ =  

hely 

függ

szük álni, hogy m ∈  esetén az 

 milyen értékeket vehet fel. Ez utóbb

 egyenlőségből kifejezve az -et

(
( )

)2

2 2

b a mb
y

m a b
+=
+

( ) ( )
2 2a b abm = = . Ebből követk3 2 2 2 2a a b x a b− + + 3y b−
3 


2 2\ ax

a b
  ∈   +

 értéket felvehet az M

3 3 

z tulajdonképpen 

reshettük volna a m ani helyet abb

abszcisszája. 

x  esetén a vetület éppen az 1d O⊥ 2 2 2 20 ,a bM
a b a b

    + + 
es. E

 p

 egyenletű egyen
pontokon átmenő egyenes. 
Megjegyzés. Ke ért an az
és csak azokat a  és  egyeneseket tekintjük, amelyek a po

az ay bx ab+ =

1d 2d
16. ábra
( )m a b



+ 

,  

) 0b b = , tehát a két 
2b

nk. 

( )
2 2

a mb+  .  

hez jutu

gyenesnek. Meg kellene 
a mértani helyhez. Ehhez 

( )
2 2

a ma b
x

−=  és 

i egyenlősé

 és behelyettesítve az 

( )
2

m a b+

ezik, hogy bármely 

a ( ), 0P a  és ( )0,P b  

gek alapján 

ont, tehát a mértani hely 

 esetben is, ha 
zitív féltengely

x y

*,a b +∈  
eket met-
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szik. Ebben az esetben az  kell teljesítse az alábbi egyenlőtlenségeket: 

vagy 

m ∈ 0m <  

m
a

>  és <  1 0− < , , +∞ . m
b a
 ∈ −∞ − ∪   

b 

3a∈  2a b + 2 ,x a
   és 


3

2 20, by
a b

 
∈    + 

, z pe ig az ( )0 xM P  nyílt szakaszt határozza meg. ,bm
a
 ∈ +∞

 a  nyílt szaka tunk. Ha  tengely
egye pont 

tani h

  

esetén 0M zhoz ju  pedig a

mér



os 
lesz. Tehát itt a 

( )yP

ely a 

s
neseket tekintjük, akkor ebben az esetben is a vetület az 

ekkel párhuzam

0M  

( )  nyílt szakasz. 

2 2y+ < . 

1 1

akkor, ha 

xP P

 
x

 Rögzített 

y

4. feladat. Határozzuk m g azon pontok mértani ét, 
koordinátáira 
Megoldás. -re  pontosan 

e

x y+ <

hely amelyek ( ),x y  

11
2
x

y < − , de az 1
1, 1 2

x
M x 

   pont a 

: 2 2d x y+ =  egy

egfelel

ő félegy
yenes ál
2x y+ <

nes által me

a kapjuk

 belső D

nesen van, tehát azokra az 

:d x =
el. Az 1x

ely
ozott als

ő ny

g azo

y x= +

y

1

2

O

xx2x1 y

1y

y

d M1

1

2

b 1 b
m a m

a b  
 

Ha , am  ∈ −∞ −   , akko

0 <−  vagy , innen  

 r a (2) és (3) összefüggésekből 

 e d

x

párokra teljesül az 1 2 2x y+ <  egyenlőtlenség, 
amelyeknek m

2 M

2 2

e

tal

1( , )x y  

enesen 

esí-

ntok a

ő pontok a 

eneseket kapunk, am

1 1x  egy

yíl

az M1 pont alatt helyezk dnek

tése a d eg  meghat t félsík. 
2  egyenlőtlenséget teljesítő po z

rész).  
5. feladat. Határozzuk me pontok 
mértani helyét, amelyek ( ),x y  koordinátáira 
2y x≤ , 1y x≥ +  és 5x y+ ≤ . 

Megoldás. Az előző feladathoz hasonlóan 
okosko , hogy a mértani hely három 
félsík metszete, éspedig az 2y x=  egyenes által 
határolt

e  
e

ár ó n
különböz

Így az 

A

 −  

-et változatva 
knek egy

 
egye ghatározott fels

n 

dv

 alsó zárt félsík, az  egyenes 

az mány ü

d1

2O

2x y+ =
ílt félsíkot alkotják (a 17. ábrá

1

a az oldalaival egyABC

6. feladat. Határozzuk meg az 2 2x y+  kife
1y x≥ +  és 5x y+ ≤ . 

által határolt felső zárt félsík és az 5y x= −  
egyenes által határolt alsó zárt félsík metszete. Ez 

∆
 tarto tt. (18. ábra) 

jezés minim

y

C

 
17. ábra
1+

x5

xy −= 5

2  egyenletű 
n a bevonalkázott 

x2=

= xy

B

18. ábra
, umát, ha 2y x≤
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Megoldás. Tulajdonképpen datban kapott D  tartomány pontjai között kell 
at, amely koordinátáira 2 2x y+  minimális. Tudjuk, hogy e ( , )x y  pont 

távolsága az O  ponttól 2 2x y+ , tehát 

 az 5. fela
keresni oly gy M

 O

( 2x

D -beli pontot 
p

( ),
in

x y D∈

 
3.2. Lineáris programozás 

 

és felhasználásáról. Mivel ezek az erőforrások ak korlátozottan állnak ndelkezésre, 
a menedzsmentnek fo amatosan dö

az -hoz legközelebb eső 
e k e z

Valamennyi szervezetnek döntéseket kell hoznia erőforrásainak allokálásáról 
cs re

ly ntéseket kell hoznia felhasználásukról annak 
érdekében, hogy a vállalkozás a céljait minél hamarabb elérhesse. Lehetséges célok 

ég növelése, valamint a költségek minimalizálása. 
vagy nem-lineáris programozás segítségével 

érhető 

Világos
 a döntési változók matematikai 

függvén 

k olyan értékek, amelyeket a döntéshozó befolyásolni 

rlátok olyan feltételek, amelyek a megengedett változókombinációk 

Felada  Egy
éget. Két takarmányféleség áll 

rendelk s
 

takarmá  e
everék összetételét! 

ker ssü . Ez ép n a  A  csúcs, tehát )2 2 2m 1 2 5y+ = + = . 

például a forgalom vagy a nyeres
Ilyen stratégiai döntések hozatala lineáris 

el. A lineáris és nem-lineáris programozás olyan matematikai technikák, 
amelyek felhasználhatók arra, hogy egy vállalat az erőforrásait célirányosan használja 
fel. Tankönyvünkben csak lineáris programozással foglalkozunk. 

Ahhoz, hogy egy döntési problémát optimalizálási problémává lehessen 
alakítani, különböző feltételeknek kell teljesülniük: 

• Különböző döntési alternatíváknak kell létezniük, amelyek a vállalat célját 
nagymértékben befolyásolják és ezek matematikai változók formájában 
kifejezhetőknek kell lenniük. 
Az erőforrásoknak korlátozottan kell rendelkezésre állniuk. 

an meg kell tudni fogalmazni azt a vállalati célt, amely a döntési 
alternatíváktól függ és ezt is ki kell tudni fejezni

yeként. 
A fentieknek megfelelő optimalizálási modellek három alapvető komponensből állnak: 

• A döntési változó
tud. Ezek számára keressük az optimális értékeket. 

• A célfüggvény a döntési változók egy függvénye, amelyet maximalizálni 
vagy minimalizálni kell. (Pl. a költségek minimalizálása, a nyereség maximalizálása) 

• A ko
halmazát behatárolják.  

t.  háziállat táplálékának tartalmaznia kell négyféle tápanyagból legalább 
0,2 kg, 0,4 kg, 1 kg és 4,2 kg mennyis

ezé ünkre: A és B. 1 kg A takarmányban rendre 0,1; 0; 0,1; 0,7 kg van az egyes 
tápanyagokból, 1 kg B takarmány ezekből 0; 0,2; 0,2; 0,6 kg-ot tartalmaz. Az A

ny gységára 2 millió lej/kg, a B takarmányé 3 millió lej/kg. Határozzuk meg a 
azdaságos takarmánykg

Megoldás. Mindenekelőtt a feladatot át kell írni matematikai változók segítségével: 
A döntési változók az A és B takarmányokból rendelt mennyiségek kg-ban. Legyen ez 
1x  és 2x . Ekkor a célfüggvény az összár: 1 2 1 2( , ) 2 3f x x x x= + , amit minimalizálni 

kell a következő korlátozási feltételek mellett:  
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10,1 0,2x ≥ ; 20,2 0, 4x ≥ ; 1 20,1 0,2 1x x+ ≥ ; 1 20, 7 0, 6 4,2x x+ ≥ ; 1 2, 0x x ≥  

A korlátozási feltételek egyenértékűek a következőkkel: 
1

2

1 2

2
2

x
x
 ≥


1 2

2 10
7 6 4
x x
x x
+ ≥
+

 

2

 ≥

 derékszögű koordináta-
rendszerben. (19. ábra) 
 
 
 
 

≥

Ábrázoljuk az előbbi feltételeket teljesítő pontokat az x1 2Ox

 
 

42

 
 
 
 
 
 
 
A 19. ábrán be
 lehetséges m
melyre a 

1

2
2

10

x
x

+
=

2 2x =

C

d

1

2

7

6
x

x
+

=

1
2

x
=

A

B

a
a 12x

a+ =
osak eg

 határá
 egye

1 33x x
uzam

tomány
mos a d

nesek közül a
mányát és a  
ameddig lesz k

egyenessel és 
egyenes mind
Következéskép
ezek közül a le
Határozzuk m
alkotott rends

koordinátái: 

pontokban: f

2
h

19. ábra
zámoln

vonalkázott rész a korlátozási feltételeket
egoldások halmazának nevezzük. Ezek k

értéke minimális. Vezessünk be eg
 egyenes egyenlete. Az előbbi 

metszéspontjuk az tengell

33x+  
 egy 

y

n van, s
n

ad

ő
o

Oy  
zt kell kiválasztanunk, amely metszi a 

minimális. Azaz a 0d d=  egyenest addig
özös pontja a tartománnyal. Könnyű belát

t ha a tartományt határoló egyen
es, akk r valamely csúcsban található. H
ezt az egyenest érinti először a párhuzam
en pontjában minimális a célfüggvény ér
pen elégséges kis i a célfüggvén
gkisebb lesz a minimális. 
eg a tartomány csúcsainak koordinátáit.
zereket megoldva kapjuk, hogy az A
142,
3

A 
  , 73,

2
B  
   és ( )6,2C . A célf

14 142, 2 2 3 1
3 3

 = ⋅ + ⋅ =   , 7 =

mással és 

8 3,
2  f

     

 
20. ábra
azt, 
en 

e-

olás 

 teljesítő pontok halmaza. Ezt 
özül kell kiválasztanunk 

y  paramétert és legy
nescsalád egyenesei pár-

y  pont. Ezen egy

 a ∈
egye

 hogy

lehetséges megoldások tarto-
 toljuk párhuzamosan felfele, 
ni,  ez a közös pont a tar-
esek egyikével sem párhuza-

a párhuzamos valamely határ-
os elt során, akkor ezen 

téke, így a végpontokban is. 
y értékét a végpontokban és 

 Az egyenesek egyenleteiből 
, B  és C  metszéspontok 

üggvény értékei ezekben a 

7 33⋅ + ⋅ = =  és 

el a (0, )a

3 16,5
2 2

2 3
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( )6,2 2 6 3 2 18f = ⋅ + ⋅ = . Azonnali, hogy a B  pont esetében van minimum. Tehát 
az optimális, ha 3 kg-ot vásárolunk az A takarmányból s 3  kg-ot B takarmányból, 
ez 16, 5millió lejbe kerül és tartalmaz 0,3 kg-ot az I. tápanyagból, 0,7 kg-ot a II. 

Feladatok 
n árut készít, amely khez az A , B  és C  gépsorok is 

kellenek. Az első áru egy egységének elkészítéséhez az A  gépsoron 5  óra, a B  
gépsoron 2  óra, a C  gépsoron 2  óra kell; a második áru egy egységének 
elkészítéséhez az A  gépsoron 3  óra, a B  gépsoron 3  óra, a C  gépsoron 7  óra kell. 

z A  gépnek 81  óra, a B  gépnek 45  óra és a C  gépnek 89  óra szaba

 é ,5 a 

a agból. 

e van
ség árut készíthetnek a rendelkezésre álló idő alatt, ha az a cél, 

s
i

és oz et 

 sajt,  kemény tojás. Kenyeret bármikor 
s

szendvicshez  vajra, 

 legtöbb l an

éhez ző m etek s ek: 

ás 

ásra összesen  perc, a varrásra összesen  perc, a 
 

a  elési értéke 
 ruha ter
y műszakban, ha 

kre, 
áli zik

i telmé

tápanyagból, 1 kg-ot a III. tápany
 

 
1. Egy üzem kétféle olya

ny egy
y a lehető legtöbbet készítsenek. 

dé

a, 5 d

készítsenek úgy, hogy

 szab

haszonnal, a B  típusú
darabonként 450Pe , a 
Hány darabot termeljen 
 a) maximális haszonra, 
 b) maximális te

elé

gból és 4,2 kg-ot a IV. tápany

e

yo

20 db
s

akj

r.

A d idej . 

hog
 b) Ha az első árunál egységenként 5  pénzegység, míg a másodiknál 9  
pénzegység a nyereség, határozd meg a maximális nyereséget biztosító gyártá i 
stratégiát! Mennyi ekkor ez a maximál s nyereség? 
2. A . .XI E  osztály tea lutánra k zül. A lán k elhatár zák, hogy szendvicsek

 a) Há

készítenek. A szendvicsek elkészítéséhez a következő nyersanyag gyűlt össze: 
120 dkg  vaj, 100 dkg  sonka, 200 dkg
vásárolhatnak a szomszéd boltban. Kétféle zendvicset készítenek: sonkásat é  
sajtosat. Egy sonkás szendvicshez 3dkg  vajat, 3dkg  sonkát, 2 dkg  sajtot, 1/ 4  
tojást és egy szelet kenyeret használnak fel. A sajtos 2 dkg 1dkg  
sonkár kg  sajtra és 1/2  tojásra és egy szelet kenyérre van szükség. A 
rendelkezésre álló nyersanyagból hány darab sonkás és hány darab sajtos szendvicset 

 a lehető en jól ak (a szendvicsek száma a lehető 
legnagyobb legyen)? 
3. Az A  és B  típusú ruhák elkészítés a követke unkaművel zükséges

Munkaművelet A  B  
Szab 3 perc  3 perc  
Varrás 1perc  4 perc  
Hegesztés 1perc  – 

Egy műszakon belül a  420

l já
m

440

e . 
z A

elési értéke darabonként 
 típusú ruha term

500P

 c) maximális haszon mellett maxim s darabszám elérésére töreks ? 
Létezik-e olyan term si program, amely m ndhárom köve nyt egyszerre 
kielégíti? 
 

hegesztésre összesen 80  perc fordítható. Az A  típusú ruha 60Pe  (pénzegység)
 30Pe  haszonn  A
B  típusú
a gyár eg

rmelési érté
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3.3. Másodrendű görbék 
 
Az eddig tanulmányozott mértani helyek egyenletei elsőfokúak voltak mindkét 

tak. A 

 tagok ,  és ) is megjelennek. Az ilyen görbéket nevezzük 
ásodrendű görbéknek. 

.3.1. A kör 

 
yenletét. Először az origó középpontú kör egyenletét határoz-

 a kör sugara . Ekkor az  pont pontosan akkor van rajta a 

változóban. Azaz egyenesek, szakaszok vagy ezek által határolt tartományok vol
továbbiakban olyan mértani helyeket tanulmányozunk, amelyek egyenletében 
másodfokú 2 2(x y xy

 
Már az általános iskolából tudjátok, hogy a kör azon pontok mértani helye a síkban, 
amelyek egy adott ponttól egyenlő távolságra vannak.  
A kör egyenletei
 

atározzuk meg a kör eg

m
 
3

H
zuk meg. Legyen  r ( , )M x y

koordinátájú pont rajta van a körön) 
 
 
 

y

Mr

M(x,y)y

r

My

körön, ha origótól mért távolsága r , azaz 2 2x y r+ =  innen az origó középpontú 
 sugarú kör egyenlete: r

C 2 2: x y r+ = 2  (1), 
z ekvivalens átalakításokból következik, hogy minden (1) egyenletet teljesítő 

 
 

(A

 
 

O xx0O xx0

 
 
 
Írjuk

(x

edig

gye

22. ábra  

O1

y0

M1

O x
y0

(x,y)

O1

M

p

 e

Meg

Ha a

párhu
köve

2x +
21. ábra
 fel most egy tetszőleges 0 01( , )O x y  középpontú r  sugarú kör egyenletét. Az 

, )y  pont pontosan akkor van rajta a körön, ha 2 2
0 0( ) ( )x x y y r− + − =

 egyenértékű a  
C 2 2 2

0: ( ) ( )x x y y r− + − =  (2), 
nlettel, ez utóbbi egyenlet  )  középpontú r  sugarú kör egyenlete  

23. ábra 

, ez 

0

az ( ,O x y0 01

jegyzés. Tulajdonképpen )  kör a C ( , )O r  kör 0 0( , )x y  vektorral való 
os eltolás általi képe (23. ábra), innen pedig nnal 

 (2) összefüggés

 a
zam (1) ől azo

tkezik, hogy a  egye e
ben elvégezzük a négyzetre emeléseket és rendezzük, akkor az 

0  alakú másodfokú kétismeretlenes 

 C 1( ,O r

nlete a (2) egy
 az 

nlet.  
összefüggésb

C 1( , )O r

( )2 2 2 2
0 0 0 02 2y x x y y x y r− − + + − =
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egyenletet kapjuk. Ezt az egye ásodfokú kétismeretlennletet az általános m es 
2Ax Bxy Cy Dx Ey+ + + + +  egyen sszeve gállapíthatjuk, 

hogy az általános kétismeretlenes egyenlet csak akkor lehet kör egyenlete, ha 
0A C= ≠  és 0B = en az esetben A -val való végigosztás után kapjuk, hogy 

az egyenlet 

2 F =

. Ebb

C 2 2: 2 2 0x y ax by c+ + + + =  (3) 
a kör általános (descartesi) vagy 

normálegyenletének. 
zámok befolyásolják-e a kör létezését. 

Egészítsük ki teljes négyzetekre a (3) összefüggést. (3) ⇔ 
( )2 2 0y a b c+ + − = . Látható, hogy: 

alakú. Ezt az egyenletet nevezzük 

Vizsgáljuk meg, hogy az , ,a b c ∈  s

( ) ) (22x a b+ + −

1° ha 2 2a b c+ < , akkor nem léteznek 

c= , akkor az egye

lt körről b

2 2r a b c= + −  sugarú valódi kör egye
 
A kör paraméteres egyenletei 

Ha az ( nletben vég

nlete. 

∈

 tengelly

sir

Ha kör középpontja az 
+

x +

Int(

Megjegyzés.
szögsebességgel m

A kör bels
 

ellipszis belsejét vagy

 Ha egy

o

 illetve küls
A kör a síkot két diszjunkt tartom

2 2 2 0 lettel ö tve me

2  pá( , )x y ∈

2 2

rok, amelyekre teljesül 

nletet csak a )  pont elégíti ki, 
a (3) összefüggés, azt is szoktuk mondani, hogy ekkor képzetes körünk van; 

2° ha 2 2a b+ ( ,P a b− −

1) egye igosztunk 2r -tel, akkor az 1x
r
  =  egyenlethez 

jutunk. M ϕ x

ilyenkor nullkörről vagy elfaju eszélünk; 
3° ha 2 2a b c+ > , akkor a (3) egyenlet a ( , )P a b− −  középpontú 

y
r
  +    

[0, 2 ny ϕ  

el bezárt szöge), fennállnak a  

(ez ép

pontot az origóval összeköt  egyenes ő

összefüggések, amiket a kör paraméteres egyenleteinek n

C : sin

x x

y y r ϕ
=

 = +
 (5) 

  

)πivel !∃  úgy, hogy cos
r

ϕ=  és si
r
= pen az ( , )x y  

Ox
cosx r ϕ=
nϕ


=

)y  

C : y
 (4) 

evezünk. 
, akkor a paraméteres egyenletek: 0 01( , )O x y

0 0( cos , six r y rϕ ϕ+ + ban lesz. 
 

0

0

cosr ϕ


 pont az pontból indulva egyenletes 

zog a  idő múlva az 
) po

ő ő tartománya 
ányra bontja fel. A belső pontok halmazát (az 

 belső tartományát) -vel és a külső pontok halmazát (az 

0 0( ,r

)  körön, akkor ( ,O rC
nt

0ϕ >
n  

1

C )
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2 (y+ −

{C = 2( , )x y ∈

{ }C 2Ext( ) ( , ) ( , )x y f x y= ∈ >

 

 
Egy 

különböző
me
megoldásából, am

 
 

dott
ielő
x

1 1,x y

ggvé
eriváljuk, 

 kör három
 közös 

nletébő

2 2By+
2Ax

2
m

By
= −

2Ax x +

Tehát Ax

C

ellipszis külső tartományát) CExt( ) -vel jelöljük (24. ábra). Ha tekintjük az 
2:f → , 2 2

0 0( , ) ( ) )f x y x x y r= − −  kétváltozós függvényt, akkor: 

}( , ) 0f x y =  Ext( )C

Int( )C{ }C 2Int( ) ( , ) ( , ) 0x y f x y= ∈ <  

0  

Egyenes és kör kölcsönös helyzetei 
egyenes és egy  különböző kölcsönös hely

közös pontjuk (25. ábra), egy pontjuk van, azaz érinti (26.
 közös pontjuk van, azaz m

gkaphatjuk a kör egye l és az egyenes egye
i tulajdonképpen egy másodfokú egyenlet m

vissza, tehát innen is következtethetünk a metszéspontok lehetséges sz

zet

nletéből
eg

etszi (27. ábra) (A 

 
 

 
 
 
 
 

25. ábra 26. ábra 27.

A  pontban húzott érintő és normális egyenletei 
tt a körhöz húzott érintő egyenletét felírnánk, t

2 2 0By Cxy Dx Ey F+ + + + + =  egyenletű görbét és hatá
)  pontjában húzott érintő egyenletét. Az egyenletből y  

nyeként. Így, ha az egyenlet bal oldalát, mint x  függvén

 
M
A
(

Ax xy Ey′ + +D
cy D+ + tő

1 12Ax cy D+ +
 egyenlete: 

1 1Cx E+ +
, tehát az érintő 1 12

2
y y Ax
x x By
−

= −
−

( ) ( ) ( ) ( 2
1 1 1 1 1 1 12 2By y C x y y x D x x E y y Ax+ + + − + − − +

Mivel 1 1( , )x y  a görbe pontja, következik, hogy teljesíti az (1) összefü

1 1

fü
y Cy C′ + + ′ =d kapjuk: 

2
y

By Cx E
′ = −

+ +
, tehát az 1 1( , )x y  pontban húzott érin

B

2 2
1 1 1 1 1 1By Cx y Dx Ey F+ + = − − −  
24. ábra
 ábra) vagy

ám

 
eg az 
ő 

ét tekintjük és 
ahonn  

ben lehet: nincs 
 két 

etszéspontokat 
 álló rendszer 
oldásához vezet 

ára.) 

m

 ábra 

ekintsünk egy
rozzuk m

kifejezhet

y

x  

an

 iránytényezője 

1cy D
Cx E
+ +
+ +

 ⇔ 

)2
1 1 1y Cx y+  (

ggést. 

1

0 , 

6) 
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Innen (6) ⇔ 1 12 2Ax x y x+ + + 12 2Ax x y x+ + +

egyenlete: 1x x

( ) ( ) ( )1 1 1 1 2 0By y C x y D x x E y y F+ + + + + =  ⇔  1 1 1 1 2 0By y C x y D x x E y y F+ + + + + =  ⇔  

2 2
1 1 1 1

1 1 0
2

x y y x x x y y
Ax x By y C D E F

+ + +
+ + ⋅ + ⋅ + ⋅ + =  (7) 

Ez utóbbi összefüggést nevezzük az érintő duplázott egyenletének, mert a görbe 

egyenletéből az 2
1x x→ x , 2

1y y→ y , 1 1

2
x y y x

xy
+

→ , 1

2
x x

x
+

→  és 1

2
y y

y
+

→  

(28. ábra) 
A (8) egyenletből azonnal írhatjuk, hogy az (1) egyenletű ö z 
1 1( , )x y ∈ C  pontban h m te 

e vo hatványa 

 

helyettesítésekkel kapjuk. 
(1) egyenletű körhöz az ( ,  pontban húzott érintő Így az 1 1)x y ∈ C

2
1y y r+ =

Feladat. Egy adott kört mets adott M  ponton át hú

szorzatát. 

 (8) 
Értelmezés. Egy görbe adott pontjában húzott érintőre merőleges 
egyenest a görbe ezen pontjához tartozó normálisának nevezzük. 

 körh z a
úzott nor ális egyenle 1 1 0y x x y− =  (9) 

Pont körr natkozó  
zünk egy 

Számítsuk ki az  pont és a metszéspontok által ghatározott 

 

özéppo
oordin
ivel a

 

 
O x2x1

zo
szakasM me

 
 
Megoldá

29. ábra 30. ábra 

 
 
 

A

B

AM

B

y0
y1

 
 T

 

s. Vegyünk fel egy koordinátarendszert úgy, hogy az orig
ntjába kerüljön. Jelöljük az M  és az A  valamint B  m

átáit a következőképpen: ( )0 0,M x y , ( )1 1,A x y  és ( )2 2,B x y . 
z M , A  és B  pontok kollineárisak, írhatjuk, hogy 

C

C

C

, ha Ext( )

, ha Int( )

0, ha

MA MB M

MA MB MA MB M

M

 ⋅ ∈= ⋅ = − ⋅ ∈ ∈

. 

k
k
M

MA MB⋅

( )( ) (0 0 01 2 1 2MA MB x x x x y y y y⋅ = − − + − −

= 2 2
0 0 0 0 0 01 2 1 2 1 2 1 2x x y y x x x x y y y y x y+ − − − − + +

)( )0  = 

 = 

e
n

My2

x0
28. ábra
a kör 
tszéspontok 

tt egyenessel. 
zok hosszának 

ója 
e

O  
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2 2 2 2 2 2
0 0 0 0 0 01 2 1 2 1 2 1 2 1 1 1 1x x y y x x x x y y y y x y x y x y+ − − − − + + + + − −  = 

( )( ) (0 01 1 2 1x x x x y x− + + +)( ) 2 2 2 2
0 01 2 1 1y y y y x y− + + − −  = 

2 2
0 r− . 

Ez utóbbi egyenlőségnél használtuk, hogy az OA OB+  vektor átmegy az 
pontján, tehát merőleges arra, M , A  és B  kollineárisak, így

( )OA OB+  ⇒ ( ) 0MA OA OB⋅ + =  valamint mivel A ∈
2 2 2
1 1 r+ = . Tehát bebizonyítottuk, hogy 2 2 2

0 0MA MB x y r⋅ = + − , ez pedig 
az egyenes megválasztásától, csak az M  pont helyzetétől és a kör sugarától. Ha 
t húzunk az M  pontból a körhöz, akkor ez az érintő szakasz hosszának 

zete. Ezt az állandót az M  pont C  körre vonatkozó hatványának 
C

C

2 2

2 2

, ha Ext( )

, ha Int( )

0, ha
M

OM r M

r OM M

M

ρ

 − ∈= − ∈ ∈

. 

ni helyét,
zó hatványa egyenlő

 pont, vagy mindkét körre nézve belső pontró
Megoldás. Vegyünk fel egy koordinátarendszert úgy, hogy az Ox  tengely

pontját 
,x

+ ,
összefüggésből pedig kapjuk, hogy az M  pont koordinátáira 

) 2 2 2 2
2 1 2 1 2 0o x r r o o+ − − + =  ⇔ 

( )

C

2 2 2 2
1 2 1

1 22
o o r

x
o o

− − +
=

−
 (ha 1 2o o≠

 koncentrikusak a körök.) Tehát a mértani hely egy Oy -nal párhuzamos egy

( ) 2 2 2
0 0MA OA OB x y r⋅ + + + − = 2

0x y+

AB

C  

nevezzük. 

 húr 
felező  

⇒ 

nem 

MA ⊥

x y
függ 
érintő
négy

Tehát  

Feladat. Határozzuk meg azon pontok mérta  amelyeknek két adott körre 
vonatko . (Tekintsük csak azt az esetet, ha mindkét körre nézve 

l van szó.) 

összekötő egyenes legyen. Ekkor a körök középpontjainak koordinátái: 
( )1 1, 0O o  és ( )2 2, 0O o . Azon ( )M y  pontokat keressük, amelyekre 

( ) ( )2 2

1 1 2 2x o y r x o y r− + − = − −  ahol 1r  és 2r  a körök sugarai. Az előbbi 

( 12 o − 2r

külső
 a két kör 

közép

2 2 2 2

, azaz ha 

enes, 

 
 
 

 
 

nem

 
 

 
 

 
   

M
T2

M

OO

T2

azaz egy olyan egyenes, amely merőleges az 1 2OO  egyenesre. Ezt az egyenest a két 
kör hatványtengelyének nevezzük. 

O1O2

T1

12

T1
31. ábra
 32. ábra
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Megjegyzések. 1. Ha a körök nem metszik mást, akkor a hatványtengely azon 
pontok mértani helye, amelyekbő

 egy
l a két körhöz húzható érintő szakaszok hossza 

gyenlő. 
. Ha a körök két különböző pontban metszik egymást, akkor a hatványtengely a 
etszéspontok által meghatározott egyenes. (32. ábra) 
. Ha a körök érintik egymást, akkor a hatványtengely a közös érintő. (33. ábra) 
. Ha a körök sugarai egyenlők, akkor a hatványtengely a középpontok által 
eghatározott szakasz felezőmerőlegese. (34. ábra) 
. Ha a körök koncentrikusak, akkor nincs hatványtengelyük. 

. Határozd meg az 0  egyenletű kör középpontjának koor-
inátáit és sugarát! Í  pontból húzható érintők egyenletét! 

öré írt kör egyenletét, ha a csúcsok koordinátái: 

e
2
m
3
4
m
5
 

M

O
1O2

T2 T1

 
 
 
 
 
 

T1

 
 

12

 

M

OO

T2

 
 

33. ábra 34. ábra 

Gyakorlatok és feladatok 
 
1. A kör következő egyenleteiből határozd meg a kör középpontját és sugarát: 

a)
b) 0
c) 0
d) 0

. Írd fel az  középpontú és  átmérőjű kör egyenletét! Írd fel az 
 abszcisszájú pontjaiban húzható érint inek egyenletét! 

  2 2 4 0x y x+ − =  

5

  2 2 6 7x y y+ + − =  

5 1 ye

  2 2 2 10 1x y x y+ + − + =  

6

  2 23 3 4 6 15x y x y+ − − − =  

n
7  M −

2 ( )3,2M − 8d =
ő1 0=x

3 2 2 4 2 20x y x y+ − − − =
rd fel a körhöz az ( )3,7Md

4. Határozd meg az ABC  k
∆

( )2, 1A − − , ( )0, 5B −  és ( )6, 3C . 
. Határozd meg azon kör egyenletét, amelynek középpontja  és érintője az 

0  egyenletű eg nes! 
. Írd fel az 0  kör 0  egyenesre merőleges 
ormálisának egyenletét. 
. Egy  középpontú kör a 0  egyenletű egyenesen egy 6 

hosszúságú húrt határoz meg. Írd fel a kör egyenletét! 

( )6, 7M
2 24x y− − =

2 2 4 2 5x y x y+ − + − = 2 1x y− + =

( )3, 1− 2 5 18x y + =
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8. Egy O  középpontú kör AB  átmérő hossza 4a  ( 0a > ). M  a kör egy 
 pontja. 

jének 
változó

 és  háromszög  

pon k 

 c) tározd m z  és  egyenesek metszéspontjának mértani helyét! 
 (

metszéspontjának m
 

ipszis 

uk meg a elyét, amelyekne
agyobb, 

ni kezdenénk, próbáljuk elképzelni ezt a 
értani ítsük t az ö y 

adzagot. Ha lerögzítjük a két végét az adott 

ge az ado pontoktól egyenlő a madzag 
tan

nde en 
értani hely. (35. és 36. ábrák) 

. 
rtelmezés. Azon pontok mértani helyét, amelyeknek két 

ságainak összege állandó és nagyobb, 
int a pontok közti távolság ellipszisnek nevezzük. Az adott 

szis egy tetszőleges pontja által me

 egy olyan ellipszis egyenletét határozzuk meg, amely

 a) Írd fel az ek köré írt P  illetve Q  középpontú
körök egyenletét; 
 b) Bizonyítsd be, hogy a P  és tok AB  egyenestől mért távolságaina

AOM BOM

m  helyet. Rögz le ez sszeget és vágjunk eg
ilyen hosszúságú m

 Q  
BQ⊥

pontokba és kifeszítjük a madzagot, akkor a „kifeszítési” pont 
távolságainak össze tt a 

szorzata állandó és AP . 
Ha eg a  AP BQ

hosszával, azaz ez egy pontja a mér i helynek. Így ha egy 
ceruzával feszítjük ki és mi n ily ponton végighúzzuk, 

9. Határozd meg a 1 : cos 1d x yα + =  és 2 : cosd x y α− = ) egyenesek 
értani helyét. 

1 α ∈

akkor kirajzolódik a m
Az így kapott alakzatot nevezzük ellipszisnek

3.3.2. Az ell
 
Határozz zon pontok mértani h k két 
adott ponttól mért távolságainak összege állandó és n
mint ez a távolság. 
Mielőtt számol

É
adott ponttól mért távol
m
pontokat pedig az ellipszis fókuszainak vagy gyújtópontjainak. 
A fókuszok által meghatározott egyenest fokális tengelynek, a 
fókuszok és az ellip ghatározott s

ppen
át a

vezérsugaraknak nevezzük. 
Megjegyzés. Ha a fókuszok egybeesnek, akkor tulajdonké
forgatjuk a ceruzát és ekkor a mértani hely egy kör lesz, teh
ellipszis.  
Határozzuk meg az ellipszis egyenletét. 
 
Az ellipszis egyenletei  
Az ellipszis kanonikus egyenlete 
Először nek

legy

or e

tengelyen helyezkednek el szimmetrikusan az origóra. Tehát 

2( , 0)F c−  a fókuszok és 2a  az állandó összeg (37. ábra). Ekk

pontosan akkor van rajta az ellipszisen, ha  
35. ábr
zakaszokat pedig 

 egy pont körül 
 kör egy sajátos 

36.ábra 

 fókuszai az Ox  
enek 1( , 0)F c  és 

gy ( , )M x y  pont 
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2 2 24 ( )y a x c y+ = + + + − 2 24 ( )a x c y+ +  (amennyiben 

y a xc+ = +  ⇔ 

) ⇔ 

a a c−

egy  a . Így ha b  a 
az 1OBF

+

Sőt az is belát a ( , )x y ∈

2a =

2 2 2 2( ) ( ) 2x c y x c y a− + + + + =  ⇔ 2 2 2 2( ) 2 ( )x c y a x c y− + = − + +  

⇔ 2 2( )x c−
2 2 2( ) 4x c y a+ + <  (1)) ⇔ 

2 2 2( )a x c+ B

( ) ( )22 2 2 2( )x c y a xc+ + = +  a

(amennyiben 2 0a xc+ ≥  (2)
( ) ( )2 2 2 2 2 2 2 2a c x a y a a c− + = −  ⇔ 
2 2

2 2 2 1x y+ =  (3).  

ellenőrizhető, hogy ha x  és y  
teljesítik az előbbi feltételt, akkor

B’-b

37. ábra Könnyen 
 

fennállnak az (1) és (2) egye is, tehát a (3) összefüggés az ellipszis 
egyenlete. Azonnal látható, hogy  tengelyen levő  és  pontjai 

enlő távolságra vannak a fókuszoktól és távolság  pont 
ordinátája, akkor -b

következővé alakul: 

nlő

ől 

tlenségek 
 az ellipszis 

=

Oy
ez a 

B B ′
B

∆
2 2b a

E
2 2

2 2: 1=x y
a b

 (4) 

az ellipszis kistengelye. Így a  a fél nagyte ge
O  az ellipszis középpontja és a fókuszok közép
ellipszis lineáris excentricitásának, a lineáris excentricitás és a fél nagytengely 
hányadosát pedig numerikus excentricitásnak evezzük és e -v  jelö k, tehát 

2

1c be
a a

 = = −    . Az ellipszis fóku ő és a nagytengelyre merőleges húr 

2c− , innen az ellipszis egyenlete a 

. 
E( , ),( , ),( , )x y x y x y− − − − ∈ , tehát az 

ekre és az origóra nézve. Az Ox  tengelyen fekvő A  

2 2AF AA′ ′+ = , tehát az A  illetve A′  
 AA′  az ellip gelye és BB ′  

Ez az ellipszis implicit vagy kanonikus egyenlete
ható, hogy h , akkor 

ellipszis szimmetrikus a tengely
és  pontjaira 

E

1 2F AF+
. Azt m

A′

abszcisszája 
A A F=

 illetve a− ondjuk, hogy
n l

a
y hossza, míg ngely

ponttól mért c  távolságát nevezzük az 

 n el ljü

 hossza. 

s

paraméterének

zán átmen

 szokás nevezni. A p  paraméfélhosszúságát az ellipszis 
2b

a
= . 

Az ellipszis csúcsegyen
Ha az ellipszist párhuzamosan eltoljuk az ( , 0)a  vektorral, akkor az egyenlete a köve

2 2

(x
a b
−

2a a
2 2p

a
Ezt nevezzük az ellipszis csúcsegyenletének. 

szis nagyten
 b  a fél kiste



tert az ellipszis 

(3) egyenletéből x c= ±  helyettesítéssel kapjuk: p

lete 
t-

kezővé alakul: 
2 2) 1a y+ =   

2 2
2 b xy −  2b x= E : 2y px= −

2

⇔ x  (5). 

AA’ F1F2
O

a

b

c-c-a

⇔
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O a-c-a

2c

r 1

 O  – szimmetria-középpont 

 – fókusztávolság 

2A′ = nagytengely 
tengely 

 2BB b′ =  – kistengely 

1 2

(
1 2r r+ =

 p  – paraméter 

 

 
 
 

 

 

AA’

B

F1F2

b

c

2b

p

r2

M

38.ábra: Az ellipszis adatai 
 

1 2,F F  – fókuszok 

 
1 2F F  –fokális tengely  

1 2 2F F c=
 c  – lineáris excentricitás 
 A a  – 
 a  – fél nagy

 
 

 
 
 

B’-b 
 b  – fél kistengely 
 ,r r  – vezérsugarak 

2a ) 

 

 

2a 
 
Az  középpontú koordináta-

ngelyekkel párhuzamos tengelyű ellipszis 
anonikus egyenlete 
a az ellipszist páthuzamosan eltoljuk 0 0, )x y

ktorral (39. ábra), akkor az ellipszis egyenlete 

1 0 0( , )O x y

trigo s irányba történő origó körül
esetén az ( )(cos sin )x iy iα α+ +  affixumú pontba

te
k
H  az (

kerül. Tehát az ( , )x y  pont forgatás utáni koordinátái 

( cos sin , sin cos )x y x yα α α α− + . Tehát 

 

po
 

A

F1F2

O ac

O1

39.

ve
( ) ( )

E
x x

z origó középpontú  szöggel elforgatott ellipszis egyenlete 
ézzük csak meg, mit jelent koordináták szem ntjából, 
 elforgatunk valamit  szöggel. A legegyszerűbb, ha
lírjuk a pontok affixu t. Ekkor a X. osztályból tudjuk, 
gy az y  affixumú pont α  szöggel való pozitív 

no i forgatás 
 

ha az 

isszaforgatjuk” az eredetibe, akkor az 

α  = 

nikus 

2 2

0 0
2 2: 1

y y

a b

− −
+ =  (6) alakú lesz 

 ábra 
 
A
 

α

( cos sin , sin cos )x y x yα α α α+ − +  pontba kerül és erre felírva a kano

N
ha α

mai

),

x i+
metriku

ellipszisünket „

)x y− −

v

sin( sin( )α α−( )cos( )yα −cos( +x −

egyenletet, kapjuk: 
( ) ( )2

2 2

cos sin sin cox y x y
a b

α α α+ − ++
2

=sα
1  (7), 

( , )x y  pontja az 

F 2

40. ábra 

F 1

O

αfe
ho
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 ez utóbbi pedig az origó körül α  szöggel 
elforgatott ellipszis egyenlete 
Általános

Belátható, hogy egy tetszőleg
megkaphatunk egy origó középpontú 

tolás-
0 0

egyenlete: 

F 1

0

 helyzetű ellipszis 
egyenlete 

es ellipszist 

koordinátatengelyeken fekvő kis- és 
nagytengelyű ellipszisből egy forgatással és 
egy párhuzamos eltolással (lásd a 41. ábrát). 
Legyen a forgatás szöge  és az el
vektor az ) . Ekkor az ellipszis 

α
( ,x y

Az ellipszis paraméteres egyenletei 
 
Ha megfigyeljük a (4) egyenletet, kijelenthetj

cosx
a

ϕ=  és siny
b

ϕ= , innen 

cos
,sin

x a

y b

ϕ
ϕϕ

=
∈ =

az ellipszis 

F 2

O

α

x

y0

a 

)( ) ( )( ((0 0cos sinx x y y xα α− + − − − ) ( )2

0 0
2

sin cx y y

b

α + −
+2a

 

ük, hogy ! [0,ϕ∃ ∈

0

si sϕ

[0, 2



 vekt

)π  (9) 

paraméteres egyenletei 
Ekkor az ( )0 01 ,O x y

0

0

cos cos sin sinx a b

y y a

α ϕ α ϕ= + −

 = +
 (12) 

 középpontú koordinátatengelyekkel párhu

ellipszis paraméteres egyenletei: 
cos

[0, 2
sin

x x a

y y b

ϕ

ϕ

= +
∈= +

0
, ϕ

 )π  (10) 

Az origó középpontú  szöggel elforgatott ellipszis paraméteres egye

ϕ ⇔

α
cos n co

sin cos sin

x y a

x y a

α α
α α

 + =− + =
  

cos cos sin sin

sin cos cos sin

x a b

y a b

α ϕ α

α ϕ α

 = − = +

ϕ

ϕ
 

Általános helyzetű (  szöggel elforgatott és orral párhα 0 0( , )x y

ellipszis paraméteres egyenletei: 

sin cos cos sin

x

bα ϕ α

 + ϕ

Felvetődik a kérdés, hogy az  pont ismeretében megsze

szög? 

E( , )M x y ∈
41. ábr
)2os
1

α
=  (8) 

)  úgy, hogy 2π

zamos tengelyű 

nletei: 

(11) 

uzamosan eltolt) 

rkeszthető-e a ϕ  
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Tekintsük a (4) egyenletű ellipszist. 
Ekkor egy olyan  szöget keresünk, ϕ

x  y

egy x
 y

szög. 
éppontú
 sugarú 

Vetítsük az 

Legyenek D
erőlege

nt az Oy -ra 

vizsgálódunk. Ehhez kellene 
befogójú és  átfogójú illetve egy
befogójú és  átfogójú három

és kis illetve nagy féltengely
t (ld. 2 brát). 

 az -re húzott m
i

 
 

 

 

a
b

 a 

a vetületek talppontjai). 

4

Ox

. á
M  pontot a tengelyekre ( xM  és yM  

illetve E s 

húzott merőleges és a kis kör 
metszéspontjai. 

és a nagy kör valam

AA’ F1F2

B’

-a

-b

M

x

y

D

E

ϕ

  
42. ábra 

 és  derékszögű háromszögekből  Belátható, hogy ekkor az xM O

( )cos x
xM OD
a

=  és ( )cos yM OE =

van és 
2 2

2 2 1x y
a b
+ = , következik, ho

megszerkesztettük a ϕ  szöget. Haso óa
 
Az ellipszis belső illetve külső t 
Az ellipszis a síkot két diszjunkt tartomán
ellipszis belsejét

 belső pont

amelyre cos
a

ϕ= és sin
b

ϕ= . 

Egyelőre az első negyedben 
Bb

O a

Szerkesszük meg az origó köz

köröke

D yM OE
y
b

. Mivel mindkét szög az első negyedben 

( ) ( )y xm M OD ϕ= =

áru el a többi negyedben is. 

m M OE

nk nl

ellipszis külső tartományát) ) -vel 

) x y= tozós függvényt. Ekkor felírhatjuk, hogy: 

}E 2 ( , ) 0f x y =  

{ }E 2Int( ) ( ) ( , ) 0x y f x y= ∈ <  In

gy . Tehát 

n j

artománya 
yra bontja fel. A ok halmazát (az 

 vagy belső tartományát) -vel és a külső pontok halmazát (az 
jelöljük (43. ábra). Tekintsük az 
EInt( )

EExt(

2:f → , 
2 2

2 2( ,f x y
a b
+ 1−  kétvál

 
Egyenes és ellipszis kölcsönös helyzetei  

ös pontjuk van, azaz érinti (45

 

{( , )x y= ∈

,

{ }E 2Ext( ) ( , ) ( , ) 0x y f x y= ∈ >  

Egy egyenes és egy ellipszis három különböző kölcsönös helyze
közös pontjuk (44. ábra), egy köz
különböző közös pontjuk van, azaz metszi (46. ábra) (A 
megkaphatjuk az ellipszis egyenletéből és az egyenes egyenletéb

Ext( )E

E
t( )E
43. ábra
. ábra) vagy ké
tben lehet: nincs 

t 
metszéspontokat 
ől álló rendszer 
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megoldásából, ami tulajdonképpen eg ásodfokú egyenlet megoldásához vezet 
vissza, tehát innen is következtethetünk a metszéspontok lehetséges számára.) 
 
 
 
 

y m

 
 
 
 
Adott pontban húzott érintő és normális egyenlete  
Duplázással azonnal írhatjuk, hogy a (4) egyenletű ellipszishez 

az 1 1( , )x y  pontban húzott érintő egyenlete: 1 1
2 2 1

x x y y
a b
+ =  (14) 

44. ábra 45. ábra 46. ábra 

 b) az egyik fókusz ( )1 1,2F , a középpont ( )1, 4C  és a nagy fél
 középpontja az origó, tengelyei a koordinátatengelyek é
   

(47. ábra). A (13) egyenlet alapján a normális egyenlete: 
1 1
2 2

x y y x
a b

−

yakorlatok és feladatok 

. Írd fel az ellipszis egyenletét az alábbi esetekben, majd ábrázold i
;

2 21 1

1 1x y
a b
 = −     (15.) 

)0  és F

 
G
 
1
 a) a fókuszok ( )1 1, 0F −  és ( )2 1, 0F , a nagy féltengely 5a =

átmc) s 
9 12

nyítsd be, hogy az ellips

4,
5

A   és 3,
5

A  pontokon;   −   
 d) nagytengelye 26, fókuszai . 
2. Írd fel a ellipszis kanoniku

6  egyenletű ellipszis 
ntjához húzott érintő egyenletét. 

tsző l  
a. 

. Bi
rögzített és a kerületük állandó, az egyenlőszárú háromszög területe a
6. Bizo zishez adott pontban húzott érin

g külső illetve belső szögfelező
rt ennek következ

szában elhelyezett fényforrásból k
ellipszisről (elliptikus tükörről) történő visszaverődés után a má
átmenni) 

(1 14,F ( )2 10, 0−

vezérsugarak által meghatározott szö
optikai tulajdonságának is szokták nevezni, me

2 216 25 32 100 284 0x y x y+ + − − =  

egyik fóku iinduló tetszőlege

3. Határozd meg a 24 9x y+ 2 67= 1x =
po
4. Bizonyítsd be, hogy ha M  egy O  középpontú, 1F  és 2F  
te leges pontja, akkor 2 2 2M O a b⋅ = + , aho1 2M FF M+ a
illetve kis féltengely hossz
5 zonyítsd be, hogy az összes olyan háromszög közül, amelyekne
47. ábra 
tengely

s:  
 

 10a = ; 
egy az  

 
 abszcisszájú 

uszú ellipszis 
illetve  a nagy 

k oldala 
 legnagyobb. 
tő és normális a 
i. (Ezt az ellipszis 
tében az ellipszis 

az 
sik fókuszon fog 
s fénysugár 

s egyenletét.
5

fók
b

k az egyi
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3.3.3. A hiperbola 
 

Értelmezés. Azon ntok m tani helyét, 
ame
ségének modulusa állandó é
távolsága, hiperbolának neve

po ér
lyeknek két adott ponttól mért távolságai különb-

s kisebb mint a két pont 
zzük. Az adott pontokat 

kus egyenlete 
lőször egy olyan hiperbola egyenletét határozzuk meg, amelynek fókuszai az 

tengelye

pedig a hiperbola fókuszainak vagy gyújtópontjainak. 
A fókuszok és a hiperbola egy tetszőleges pontja által 
meghatározott szakaszokat pedig vezérsugaraknak 
nevezzük. A fókuszok által meghatározott egyenest 
fokális tengelynek is nevezzük 
 
A hiperbola egyenletei  

48. ábra 

A hiperbola kanoni
 
E Ox  

( , 0)A a′ − , ezeket a pontokat nevezzük a hiperbola 

csúcsainak. Az AA′  egyenest a hiperbola valós 
tengelyének nevezzük, 2AA a′ =  a valós tengely 
hossza. Ha megszerkesztjük az AA′  átlójú c  B

n helyezkednek el szimmetrikusan az origóra

fókuszok és 2a  az állandó különbség (49. ábra), akkor

pontosan akkor  teljesítik a következő egyenlőségeket, 
2 2 2 2( ) ( ) 2x c y x c y a− + − + + =  ⇔ 2( )x c−

⇔ 2 2 2 2 2( ) 4 ( ) 4x c y a x c y− + = + + + ±
2 2 2( )a x c y a± + + = 2 2

. Ha 1( , 0)F c  és 2( , 0)F c−  a 

 egy ( , )M x y  pont koordinátái 

ha M a hiperbolán van: 
2 2 22 ( )y a x c y+ = ± + + +

2 2( )a x c y+ +  ⇔ 

 

xc+  ⇔ 

2 2 2y a c=

( ) ( )22 2( )a x c y a xc+ + = +   ⇔ 

( )2 2a−  ⇔ 
2 2

2 2 2 1x y
a c a

− =
−

. 

busz
 hi

( )2 2 2c a x a− −

Azonnal látható, hogy a hiperbola Ox  tengellyel való metszéspontjai  és 

 sik 
e p ola 

 a 
belátható, hogy 

2 , enlete a 
következővé alakul: 

( , 0)A a

oldalhosszúságú rom
átlójának tartóegy
képzetes tengelyének
tengely hossza.
2 2b c= −

buszt, akkor a 
sét nevez

. Ennek hossza 
Az is azonnal 

a hiperbola egy

rom
 a
2b

má
erb

képzetes 
en

 
innen 

zük

a

2 2a b

F1

49. ábra 

AA’F2 O

: 1  (1) H
2 2x y− =

Ez a hiperbola implicit vagy kanonikus egyenlete. 
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Belátható, hogy  E( , )x y ∈ , akkor ( , )x y− , ( , )x y− , ( , )x y− − ∈  a 

hiperbola szimmetrikus a tengelyekre és az or a nézve.  a hiperbola középpontja. 
A fókuszok középponttól mért c  távolságát nevezzük a hiperbola lineáris 
excentricitásának, a lineáris excentricitás és a fél valós tengely hányadosát pedig 

 ha  tehát

numerikus excentricitásnak nevezzük és 

E ,

igór  O

-vel jelöljük, tehát e
2c b +   1e = =

húr félhosszúságát a 
tert a hiperbola (1) eg

 merő
é

leges 
hiperbola paraméterén yenletéből 

2

 
A hiperbola explicit egyenlete 

ek
ettesítéssel kapjuk: 

p  param
a . x c= ± /=p b

2

2

b
a

fölött és 2
2 1y x

a
= − −  (22) az Ox  tengely alatt. A hiperbola (2) egyenleteit az 

egyenleteinek nevezzük he
 

a a
. A 

e
 szokás nevezni. A 

 hely

Az (1) egyenletből -t kifejezve kapjuk, hogy 

hiperbola  fókuszán átmenő és a valóstengelyr

y 2 1y x= −  (21) az  tengely Ox

2b

Észr
2

2
2lim 1 0

x→∞

  =    
, b bx x

a a
− −

2  
2lim 1 0

x
x x

a a→∞
 b b− − + =    

, 2 0b b  =2lim 1
x

x x
a a→−∞

 − +




 és 

2
2lim

x

b b
→−∞

  − − 
2 1 0x x

a a
− =

, 

tehát az b
a

= ±

azaz a hiperbola 

y etű egyenesek aszimptotikusan közelednek a hiperbolához, x  egyenl

aszimptotái. Az aszimptotákat jellemezhetjük az 
2 2

: 0x yd d − =  (3) közös egyenlettel.  

 
 
 

r2

r 1

ra:

 O  – szimmetria-középpont 
1 2

 – fókusztávolság 
 c  – lineáris excentricitás 

explicit . eve tő, hogy 

2  2

2 21, 2 a b

AA’

B

F1F2 O

B’

2a

2c

2b

p

d1d2

M

50.áb  A hiperbola  adatai 

 
1 2,F F  – fókuszok 

2F F c=

 2AA a′ =  – valóstengely 
 a  – fél valóstengely 
 2BB b′ =  – képzetes tengely 

 
1 2,r r  vezérsugarak 

(
1 2r r− = ) 

p

1 2,d d

 
 
 
 

 
 
  b  – fél képzetes tengely

  –

2a
  – paraméter 
  – aszimptoták 
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A hiperbola csúcsegyenlete 

a a hiperbolát az 51. ábra szerint helyezzük el, azaz párhuzamosan eltoljuk a )

ektorral, akkor az egyenlete a következővé alakul: 

 
H ( , 0a−  

2 2

2 2

( )x a y
a b
+ − 1=  ⇔ 

2 2
2

2

2b x b x
a a

= +  H 2 2: 2 py px
a

= +

 

 

A’ F1

51. ábr

F2

O

v

2

⇔y x  (4). 

nletének. 

 

 
 
 

z 
ngelyű

a a hiperbo

pott hiperb

Ezt  nevezzük a hiperbola csúcsegye
 

 
 
 
 

( )1 0 0O x , y  középpontú koordinátatengelyekkel párhuA
te  hiperbola kanonikus egyenlete 

lát párhuzamosan eltoljuk az 

ola egyenlete 
( ) ( )2 2

0 0x x y y− −
− =

0 0)x y  vektorral (52. ábraH ( ,

( ) (2 2

2

cos sin sin cosx y x y
a

α α α α+ − +−

ka

H 2 2: 1
a b

 (5) 

 lesz alakú
Az origó középpontú  szöggel elforgatott 
hiperbola egyenlete 

α

gelyeken fekvő valós és képzetes tengelyű hiperbolából 
egy forgatással és egy pá

)
2 1

b
=  (6), 

 
Általános helyzetű hiperbola egyenlete 
Akárcsak az ellipszis esetében egy tetszőleges hiperbo-

hatunk egy origó középpontú koordinátaten-

rhuzamos eltolással (lásd az 
53. ábrát). Legyen a forgatás szöge  és az eltolás-
vektor az . Ekkor a hiperbola egy nlete: 

lát megkap

α
e0 0( , )x y

2a b
−

 

A

a AA’ F1F2

O

1

 

F

53. 

( ) ( )( ) ( )(2

0 0 0cos sinx x y y x xα α− + − − − ( )0
2

sin cosy yα + −
52. ábra
akkor az így 

zamos 

), 
F 1

A
A’

2

ábra 

)
1

α
=

2

 (7) 
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Az hiperbola paraméteres egyenletei 

Ha bevezetjük a koszinusz hiperbolikusz ( ch :
t te e−+→ , ch
2

t =

( sh : → sh
2

e et −=

e

t t−

) függvény

trikus egyenletei:

eket, akkor , 

nen az  

2 2ch sh 1t t− =

 x > 0  ágon a hiperbola param
ch
,

sh

t
t

t
∈  (8) és 

x a

y b

 = =

az 0x <  ágon 
chx a t = −

Az   k lyekkel párhuzamos te

paraméter enletei: 

, t ∈
shy b t =

0 ch
,

x x a t = ± ∈ . (10) 

sinx y + x a

) és szinusz 

hiperbolikusz , 

in

 (9) 

középpontú oordinátatenge ngelyű hiperbola 

y

0 01( , )O x y

es eg
0 shy y b t = +

cos shx y a tα−
⇔

= sin ch cos shy a t b tα α = ± +
0 0

hiperbola paraméteres eg

t

Az origó középpontú  szöggel elforgatott hiperbola paraméteres egyenletei: α

0
,

 ∈  (12) 

cos ch
,

sin

a t
t

α α

α

=± ∈ +
  

cos ch sin sh
,

t b t
t

α α= ± − ∈

m k

 (11) 

Általános helyzetű (  szöggel elforgatott és  vektorral párhuzamosan eltolt) 

yenletei: 

α ( , )x y

ragaszkodni, például az 2
2cos

1 tg
ϕ ϕ= ∀

+
azonosságból kiindulva írhatjuk, 

hogy a hiperbola

0

cos ch sin sh

sin ch cos sh

x x a t b t

y y a t b t

α α

α α

 = ± −

 = ± +
t

Megjegyzés. Természetesen ne ell feltétlenül az előző paraméterezéshez 
1 ∈  

ásik paraméteres egyenletei: 
cos

ax
ϕ

=  és , tgy b ϕ=

[ ) { }30,2 \ ,π πϕ π∈
2 2

 
A hiperbola belső il a 

2 2a b

∈

Ext( )H

)

ϕ

 m

. 

letve külső tartomány

 Ha tekintjük az 

H

Int(H Int( )H

2:f → , 
2 2

( , ) 1x yf x y = − −  

kétváltozós függvényt. Ekkor felírhatjuk, hogy: 

{ }H 2( , ) ( , ) 0x y f x y= =  

{ }H 2= ∈ <  Int( ) ( , ) ( , ) 0x y f x y

{ }H 2Ext( ) ( , ) ( , ) 0x y f x y= ∈ >  

54. ábra
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Egyenes és hiperbola kölcsönös helyzetei 
A metszéspontokat megkaphatjuk a hiperbola  egyenletéből és az egyenes 

endszer megoldásából, ami tulajdonképpen egy másodfokú egyenlet 
megoldásához vezet vissza, tehát egy egyenes és egy hiperbola három különböző 
kölcsönös helyzetben lehet: nincs közös pontjuk (55. ábra), egy közös pontjuk van, 
azaz érinti (56. ábra) vagy két különböző közös pontjuk van, azaz metszi (57. ábra) 
 
 
 

dot
upl

 

egyenletéből álló r

 
 
 
 
 
 

55. ábra 56. ábra 57. ábra

A t pontban húzott érintő és normális egyenlete 
ázással azonnal írhatjuk, hogy az (1) egyenletű hiperbolához 

1 1( , )x y  pontban húzott érintő egyenlete: 1 1
2 2 1

x x y y
a b

− =  (13) 

(13) egyenlet alapján írhatjuk, hogy a normális 

lete: 1 1 1 1x y y x
x y  + = +    (14.) 

D

az 

1. Számítsd ki a 9 16 144x y− =  egyenletű hiperbola félteng

2. l a 2 29 16 90 32 36x y x y− + + − nletű h

A 

yeneg 2 2a b 21 1 a b

egyenletét és határozd meg a középpont koordinátáit. 

a koordiná ye 6 eg

2 

yakorlatok és feladatok 
elyeit és fókuszait 

majd írd fel az aszimptoták egyenletét. 
Írd fe 0   egye iperb us 

3. Határozd meg annak a hiperbolának az egyenletét, amelynek tengelyei egybeesnek 
tatengelyekkel, valós tengel ység és átmegy a  ponton. 

. Határozd meg az  és  fókuszú hiperbola egyenletét, ha a 
az aszimptotáinak és az 

hoz húzott érintőin

58. ábra 

 
G

2 2

7 =

tengely hossza áinak és az 1 5x = −  abszcisszájú 
pontjaihoz húzott érintőinek egyenletét. 

ola  kanonik

( )9, 4P

6. Írd fel az 
2 2

1
8 9
x y− =  egyenletű hiperbola aszimptotáinak és az 1x

4 ( )1 2,2F ( )2 2, 2F − −
ség és írd fel 1 3x =  képzetes tengely hossza 4 egy

abszcisszájú pontjai ek egyenletét. 
5. Határozd meg az ( )1 4, 0F  és (2F − )4, 0

ség és írd fel az aszimy
 fókuszú hiperbola egyenletét, ha a valós 

 6 eg ptot

4= −  

abszcisszájú pontjaihoz húzott érintőinek egyenletét. 
7. Bizonyítsd be, hogy ha  egy  középpontú,  és  fókuszú ellipszis tetsző-

leges pontja, akkor  illetve  a tengelyek hossza. 

M

MF

 O

1 2MF
1F

, ahol 
2F

22 2MO a b− ⋅ = − a b
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8. Szám
2 2

4 9
x y

hiperbola két aszimptotája a 9 2 24 0x y+ − =  egyen

ítsd ki annak a háromszögnek a területét, amalyet az 1− =

enessel bezár. 

hiperbola középpontján. 

párhuzamos a hiperbola valam l. 

 egyenletű 

letű egy
 tengely

 m

9. Az xOy  koordinátarendszer O én vegyünk fel két M  és N  pontot úgy, 

hogy abszcisszáik szorzata 2a  legyen. Az M  és N  pontoko ghúzzuk a b  

x

n át e
a

b
a

g *,b +∈

11. Bi ítsd be, hogy a hiperbolához adott pontban húzott ntő és normális az 

szögfelezői. (A hiperbola  op ai tulajdonság  

3.3.4. A parabola 

A parabolát már IX. osztályból ismeritek,

illetve −  irány yeneseket, amelyek P -ben metszik egymást. (a  

adottak) Határozd meg a P  pont mértani helyét. 

tényezőjű e

n rh osokat húzunk a hiperbola 
ek a hiperbolát  és b s

 a) Határozd meg azon pontok mértani helyét, amelyekre  átmegy a 

 b) Határozd meg azon  pontok mértani helyét, amelyekre az  egyenes 
elyik tengelyéve

zony éri
illető ponthoz tartozó vezérsugarak által meghatározott szög külső illetve belső 

tik a)
 

 
 mint a másodfokú 

ne l fekvő 

 fókuszának vagy gyújtópontjának, 
  e

bocsátott merőleges 

tei 
A parabola kanonikus egyenlete 
Először

10. Egy hiperbola síkjába lévő  ponton át pá uzam
aszimptotáihoz, amely en met zik. 

P
M N -

függvény grafikus képét. A továbbiakban más szemszögből 
közelítjük meg, mint egy adott v  egye stől és egy rajta kívü

P  MN

rögzített F  ponttól egyenlő távolságra levő pontok mértani helyét. 
Az F  pontot a parabola 

P MN

a gyenest a parabola vezérvonalának (direktrixének) vagy 
vezéregyenesének, a fókuszból a vezéregyenesre 

v

fókusz , 0
2
pF  

   és a vezéregyenes egyenlete: :
2
pv x = −  

(60. ábra). Egy ( , )M x y  pont pontosan akkor van rajta a 

parabolán, ha  

p

6

egyenest a parabola tengelyének  nevezzük. A fókusznak a 
vezéregyenestől mért p  távolsága a parabola paramétere.  
 

59. ábra

v

M

F

0. ábra

A parabola egyenle 

 egy olyan koordinátarendszerben határozzuk meg a 
parabola egyenletét, amelyben az Ox  tengely a parabola 
tengelye, az origó pedig a fókuszból a vezéregyenesre 
bocsátott merőleges szakasz felezőmerőlegese. Tehát a 
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2p p  2 2
2 2 2

4 4
p px px y x px− + + = + +

tengelyű parabo us eg

2

2 2
x y x+ = +    v − agyis ha . Innen a 

parabola egyenlete: P 2: 2y px=  (1). 
( , )x y ∈ P

Oy  tengelyt a parabola 

Ha a parabolát párhuzamosan eltoljuk az ( )0 0,x y  vektorral, akkor a 

egyenle ) ( )2

0 02y p x x= −  (3) alakú lesz. 
 

 origó középpontú Az α  szöggel elforgato

Ez a parabola implicit vagy  kanonikus egyenlete. Belátható
akkor ( , )x y− ∈ P , tehát az parabola szimmetrikus az Ox  te
tengelyére nézve. Az origót (jelen esetben) a parabola csúcspo

 

Az (1) egyenletbő ifejezve, kapjuk: 2y px=  (21) az
2y px= −  (

, hogy ha , 
ngelyre nézve, azaz a 
ntjának nevezzük. Az 

csúcsérintőjének nevezzük. 

A parabola explicit egyenlete 
l -t ky Ox

) az Ox e
egyenleteinek

Ha 90 -kal forgatju  el a parabolát, akko 2 y  eg nletű parabolához 

utóbbi egye t egyenértékű az 
2xy =  egyenlettel, amiről már IX. 

  ött és tengely föl
22  tengely alatt. A parabola (2) egy nleteit az explicit 

 nevezzük.  
Az  középpontú koordinátatengelyekkel párhuzamos 

la kanonik yenlete 
1 0 0( , )O x y

osztá k, hogy egy parabola egyenlete.  
Általános helyzetű parabola egyenlete 

a parabol

te (P : y −

Akárcsak az ellipszis és hiperbola esetében eg leges parabolát megkaphatunk 

árhuzamo atás szöge α  és 

tt parabola egyenlete 
( )2 2 cos sinp x yα= +

y y−

( )sin cosx yα α− + α  (4) 
k r az ye

jutu ez nle

2x p=

nk, 
2p

 

 Ha tekintjük az 2:f → , 2( , ) 2f x y y p= − áltozós 

függvényt. Ekkor felírhatjuk, hogy: 

Ext( )P

lyból tudju

y tetsző
egy origó csúcspontú  csúcsérintőjű parabolából egy forgatással és egy 

s eltolással. L n a forg
Oy
egye 0 0( , )x y

{ }2Int( ) ( , ) ( , ) 0x y f x y= ∈ <P  

az eltolás-vektor az . 
 

p
Ekkor a parabola egyenlete:

( ) ( )( ) ( ) ( )( )2
0 0 0 0: sin cos 2 cos sinP x x y y p x xα α α− − + − = − + α  (5) 

A parabola belső illetve külső tartománya 

P

Int( )P

61. ábra 

x  kétv

{ }2( , ) ( , ) 0x y f x y= ∈ =P   

{ }2Ext( ) ( , ) ( , ) 0x y f x y= ∈ >P  
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Egyenes és parabola kölcsönös helyzete  
 
A metszéspontokat megkapha

i
tjuk a parabola  egyenletéből és az egyenes egyenletéből 

álló rendszer megoldásából, ami tulajdonképpen egy másodfokú nlet 
egoldásához vezet vissza, tehát egy egyenes és egy parabola három különböző 

 ábra), egy közös pontjuk van, 
ra) vagy két különböző közös pontjuk van, azaz metszi (64. ábra)  

 
 
 
 
 

gyenlete 

egye
m
kölcsönös helyzetben lehet: nincs közös pontjuk (62.
azaz érinti (63. áb
 
 

 
dott pontban húzott érintő és normális e

62. ábra 63. ábra 64. ábra 

A
Duplázással azonnal írhatjuk, hogy az (1) egyenletű hiperbolához 
az ( )1 1,x y  pontban húzott érintő egyenlete: ( )1 1:e y y p x x= +  (6) 
 A (6) egyenlet alapján írhatjuk, hogy a normális egyenlete:  

( )1 1 1:n py y x p x y− = −  (7). 
e

n

3. Határozd meg az 2 12y x=  egyenletű parabola 1 2x =  abs
átm ntőinek egyenletét. 
4. Határozd m

k  

 Írd fel annak a parabolának az egyenletét, amelynek csúcspontja az or
 szimmetrikus az Ox  tengelyre nézve és átmegy az ( )1, 3A −

  
Feladato

.
a)

 
1

 
b) szimmetrikus az  tengelyre nézve és átmegy az Oy ( )4, 8B −

b) az 1 2AA  és az 1AC rudak hosszát. 

 
. Határozd me yenletű parabola c

enő éri
eg az  egyenletű parabola azon érintőinek e

2 g az 2 − 210 2 19 0y x y− −

 
 

=  eg
koordinátáit, a paraméter nagyságát és tengelyének irányát. 

zciss

gyen2 2y x=
átmennek az ( )1, 0A −  ponton. Milyen pontban metszi egymást a két érin
normális? Számítsd ki a két érintő és a két normális által meghatáro

rületét. 
e parabola alakú. Határozd meg ezen parabola param

sztávolság  és az ívmagasság 

 
 

te
5. Egy híd ív

 24m 6m . fe

6. Határozd meg a 66. ábrán vázolt parabolikus tartószerkezet 
a) felső és alsó parabolaívének egyenletét; 

2  
65. ábra
igóban van,  
ponton 
ponton 
súcspontjának 

 zájú pontjain

letét, amelyek 
őhöz tartozó t

zott négyszög 

éterét, ha a 
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2,4 m

 
 
 
 
 m

2 
m

m

A1C1

 
 
 24 m
 
 
 66. ábr

7.  és  egy parabola szimmetriatengelyre szimmetrikus pontjai. Határozd meg 
z ével 
árhuzam
. Bizony elynek 
imme  alakú. Határozd 
eg egy ily
. Bizony  és normális 
z  egy mos által 
e optikai 
lajdonságá tengelyével 

árhuzam dnek vissza illetve a 
kuszban el
kör a tenge

A

llip ola, parabola paragrafusok utáni 
at ezen görbéknek. A 

ler
ény

 

 

M
M

M ′
M ′

3.4. Kúpszeletek  
 körrel, parabolával, hiperbolával ellipszissel gyakran találkozhatunk a 

természetben is. 

a  pontban a parabolához húzott érintő és az -en a parabola tengely
os egyenes metszéspontjának mértani helyét.  

ítsd be, hogy minden olyan parabola egyenlete, am
triatengelye párhuzamos az  tengellyel c

en parabola csúcsát, fókuszát illetve vezéregyenesét. 
ítsd be, hogy a parabola tetszőleges pontjában húzott érintő

enes és az -en át a parabola tengelyével húzott párhuza
ghatározott szög külső illetve belső szögfelezői. (Ezt a parabola 

nak is szokták nevezni, mert ennek következtében a parabola 
os fénysugarak a parabolikus tükörről a fókuszban verő

helyezett fényforrásból kiinduló tetszőleges fénysugarat a parabolikus 
llyel párhuzamosan veri vissza. 

p
8
sz Oy 2y ax bx= + +

Ha ferdén vagy vízszintesen eldobunk egy testet, akkor annak pályája parabolaív. 
(67. ábra) Az előzőkben, ha az e szis, hiperb
feladatokat megoldottátok beláthattátok az optikai tulajdonságaik

m
9 M  

MF M

csillagászati alapismeretekhez tartoznak Kep  (1571–1630) törvényei. Az első 
törv ében megfogalmazta, hogy a bolygók a Nap körül ellipszispályán keringnek, 
és a Nap az ellipszispálya egyik fókuszában van. (69. ábra) 

 
 
 
 

v

v

Nap

Bolygó

a 

5 5 A2
C2

a
m
tu
p
fó
tü
 

 

67. ábra
 68. ábra
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Ma már közismert, hogy a mesterséges holdak, a szputnyikok, az űrhajók a Föld 
körül körpályán vagy ellipszispályán keringenek. Nagyobb indítási sebességgel, a 
Földt

 kör (70. ábra) 
 olyan ellipszis, amelynek a fellövés helyéhez közelebbi fókuszpontja a Föld 

középpontja (71. ábra) 
 hiperbola, amelynek egyik fókuszpontja a Föld középpontja (72. ábra) 

Ezek azt mutatják, hogy a kör, az ellipszis, a parabola, hiperbola rokonságban vannak 

t matematikai módszerekkel már a 
kezdték vizsgálni, de a parabola, az ellipszis, a hiperbola fog
görö

vizsgálatánál rájöttek, hogy ha egy
külö

bizony

 
 

ől távoli égitestek kutatására vissza nem térő szondákat küldtek, ezek hiperbola 
pályán haladnak. 

Ma már elemi fizikai ismeretnek számít, hogy a fellőtt rakéták, űrhajók pályája az 
indító sebességtől függően: 

• olyan ellipszis, amelynek a fellövés helyétől távolabbi fókuszpontja a Föld 
középpontja (69. ábra)  

•
•

•

 
 
 
 
 
 
 
 
 
A testek mozgásá

69. ábra
70. ábra 71. ábra

g matematikusok már az ókorban, az i.e. II. századb
matematikai probléma 

nböző helyzetű síkokkal elmetszik, akkor nevezetes gö
közös néven kúpszeleteknek nevezzük. 

A kúpszelet ellipszis, ha a metszősík a kúp egyik alkotó
Ha a metszősík merőleges a kúp tengelyére, akkor a síkm

ítja, hogy a kör egy sajátos ellipszis. 
a a metszősík a kúp egyetlen alkotójával párhuzam

parabola. 
a két alkotóval párhuzamos a metszősík, akkor hiperbola

H

H
 
 
 
 
 
 
 
 
 

73. ábra: Ellipszis 74. ábra:  
Parabola 
72. ábra 
XVI–XVII. században 
almát jóval korábban, a 

enes körkúp palástját 
. Ezeket 

os. 
ez is 

an kialakították. Több 

rbéket kapnak

jával sem párhuzam
etszet egy kör, 

os, akkor a kúpszelet 

 keletkezik. 

75. ábra:  
Hiperbola 
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Ha a kúp csúcspontjára illeszkedő 
metszősíkot veszünk, akkor elfajult kúpszeletet 
kapunk, mégpedig ellipszis helyett pontot 
(elfa

(elfajult parabola) és hiperbola 
hely
Egy tetszőleges kúpszelet egyenlete a 
következő: 

jult ellipszis), parabola helyett egy 
egyenest 

ett két metsző egyenest (elfajult hiperbola). 

2 2 0Ax By Cxy Dx Ey F+ + + + + =  
0C+ ≠ ), sőt az előbbi egyenlettel (

megadott ún. másodrendű algebrai görbék mind kúpszeletek
kúpszeleteket és az üreshalmazt is). Ez az egyenlet eg
visszavezethető a következők valamelyikére: 

Kör 

2 2 2A B

 

Két egybeeső egyenes 
2 0x =  

 
Pont 

2 2

2 2

x y
a
+

+

2 2x y r+ =  2 2 2

2 2

x y
a b
+

 

2

 

 

 

K

 

0=  
b

 
 
 
 
Az ellipszis, a hiperbola és a parabola közös érte
mértani hely 
 
Az előző felmerül a k rtani h
kúpszeletekben.  
Feladat. Határozzuk meg azon pontok mértani helyét, ame
ponttól mért távolságának és egy adott gyenestől mért 

 állandó. 
Megoldás. Nyilvánvaló, hogy ha , akkor a mértani he

ek alapján érdés, hogy mint mé e

 e

Ellipszis 

1=  

  
Parabola  

2y px=  

 
Két metsző egyen

2 2

2 2 0x y
a b

− =

es 

Elfa  

Más  

 

v
*e +∈

1e =
76. ábra:  
jult kúpszeletek
 (ide soroltuk az elfajult 
y-két transzformációval 

Üreshalmaz 
2 2x y

Hiperbola  
2 2x y

a

 
 

ét párhuzamos egyenes 
2 2 0x a− =  

2 2 1 0
a
+ + =  

b
∅  

2 2 1
b

− =  

 
 

 77. ábra:  
odrendű görbék
lmezése, mint 

 

lyeknek egy rögzített 
távolságának aránya  

ly egy parabola. 

ly van-e valami közös a

F  
egy
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Lássuk mi történik, ha . Vegyük fel a koordinátarendszer középpontját az 

pontban és legyen az  párhuzamos a  vezéregyenessel. Ekkor az 

adataink: , és 

(0,1)e ∈
Oy  tengely

:v x α= , 

F  

v

( )0, 0F *α ∈
( ),
MF e

d M v
= . Az  pontra ez ( ),M x y

pontosan akkor igaz, ha egye  az 

( ) ( )

2

2

22 2

2

e

e

α

α

  

−

e
 me

2

2
2 2 2

1

1
1 1

ex

e

e
α

 + − + = 
+

−

, indkét nevez
iperbola, ő ellentétes el

2

2 2

y

e e α

ert ekkor m
rt ekkor a két nevez

−

m

i 1e <

1e >
 pedig az ellipszis vagy

egy 

 a ű. e

MC AC
Megoldás 
Tekintsük az xOy  koordinátarendszert úgy, hogy az Ox  tengely legyen a BC  
egyenes és  l , ( , 0)B b  és 

MC AC
2 2 2 2 2 2 2 2 2

 pontok 

Itt két esetet szükséges tárgyalni: 
I. eset. 0b c+ =  (ez akkor történik meg, ha az ABC  
egyenlőszárú, azaz AB = x

2 2x y
e

x α
=

−
, ez pedig nértékű+

( )22
1  egy

2

e α
+ e 

enlettel, am  esetében 

ő pozitív és  esetében egy 
őjel

1. Ado  esetén határozzuk meg azon  síkbeli pontok mértani helyét, 

 
ellipszis egyenlet
h
hiperbola excentricitása. 
 
3.5. Megoldott feladatok   

tt ABC∆
M

ból húzott ág tartóegyenesének egyenlete. Az is világos, hog

minden M
C

amelyekre MB AB= . 

 A

. Legy

Oy∈

en 

egyen. A háromszög csúcsainak koordinátái: 

 a keresett pont. Ekkor az 

(0, )A a

( , 0)C c ( , )M x y MB AB=  feltétel egyenértékű 

az 
2 2

y

y

+
2

x b a b
x c c

− +
− 2

 (1) feltétellel, tehát 
( )

( ) a
=

+ + 2 2

x y
x y
+
+ 2

a
a

+ +=
+ +2 2

b
c

, 2
2
xb b
xc c

−
−

ahonnan keresztbeszorzással és
 (ellenkez

 rendezéssel (felhasználva, 
 esetben a  és C

egybeesnének)) kapjuk, hogy 
( )(b c x+ +

) 
 (2) összefüggés a következőképpen alakul: 

edig az Oy , azaz az A -
magass

 pontjára 

hogy b c≠ ő B
A(0,a)

-b,0)B(b

y

 

2 2 2 2) 2( ) ( ) 0y a bc x a b c+ − − + =  (2). 

∆

AC
A
( )2 2 0a b x+ =  ⇔ 0x = . Ez p2

1MB AB
M AC

= =  
C(, 0)

78. ábra
y ezen egyenes  
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II. eset. b c+ 0≠ . Ebben az esetben a (2) összefüggést végigoszthatjuk -vel és b c+
2a2
b

⋅  az  

távolsága özépponttól, tehát az A  pont is rajta van a mértani he , ami a 

hog toknak van-e köze ehhez a körhöz. 

az 2 2 2 0bcx y x a
c

−+ + ⋅ − =
+

 egyenlethez jutunk. Ez pedig

2 22 2 2
2 2a bc a ax x y

  − − ⋅ + + =   

⇔

 ⇔ 

22 2a b
b c b c

 
+ +  

bc

2 bc bca
b c b c b c

− −⋅ +    + + +  
2 

 

2

2 2 2bc c ax y a
 − −    − + = +   

 önm

2 
      

 (3) 

 alakba is írható, ami az 
2

, 0aF
b c
−    + 

22
2 bc aa

b c
 − = +    + 

 ez  a körön, akkor

1) összefüggéshez. Tehá
ly ebben az ese

nali átalak

2

, 0bc aF
 −    középpontú −

helyhez, így ezek a kör Ox  tengellyel való 

Ox  tengelyen van, a kör átmérője éppen a 
DE . 

C ), akkor a 

A

B(b ,0) D


 középpontú R  sugarú 

enlete. H nt  a (3) 

sokkal juthatunk az ( t a kör 
tben az 

kör egy a ( , )M x y  egy tetszőleges po en

összefüggésből azon ítá
minden pontja rajta van a mértani helyen. Tehát a mértani he

b c   + 

22
2 bc aR a

b c
 = +    + 

 suga ú r kör.  

o első látásra  ne  sokat mondanak a kör helyzetére azonkívül, 
öz z  tengelyen helyezkedik el és az  sugár éppen az  pont 
 az  k lye

feladatbeli összefüggésb ő. Ezért jó lenne me
y valam en más zetes pon Nézzük meg, 

hogy milyen pontokban metszi az  tengelyt. Ezek a pontok az  

A fenti k ordináták m
hogy a k éppontja a  Ox

ő
neve

R A
n

gvizsgálni, 
 F

ily
l is azonnal kikövetkeztethet

Ox
2

, 0bc a bc
b c

  − −   − +      + +  

2 2a
b c

 
 

2a  és 
22 2

2 , 0b aa
b c

     + +         
i  mondanak sokat, viszont ism

bc

ndig ne

a
b c

m

c− −
+ +

 koordinátájú 

e
 tételét, m ly BA ő illetve ő szögfelez

elyekre 

C

e

 bels

tszi, am

küls ő

egyenest oly  illetve  pontokban m

je a BC  

an D E BD
DC

ő

BE BA
EC AC

= =

 pontok hozzátartoznak a m

t mivel a középpont az 

, tehát 

rtani a 

m

D  és 

e

E

tszéspontjai, s

é

belső illetve külső szögfelezőjének 
talppontjai által meghatározott szakaszra, 
mint átmérőre szerkesztett kör. Ezt a kört 
evezik Apollóniusz körének.  

(0,a)

x



pontok. Ezek így agukban még m rjük a 
szögfelező e  szerint a 

E F

y

 Tehát ha a háromszög nem egyenlőszárú 
( mértani hely a 

C(c ,0)
AB A≠ C  BA

n79. ábra: Apollóniusz köre 
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Megjegyzések. 1° Belátható, hogy egy nem egyenlőszárú háromszögnek három 
Apollóniusz köre van, egy egyenlőszárúnak csak kettő, míg egy egyenlő oldalúnak 
egy sincs. 

t az O z eredetileg az 

Megoldás 
Feltételezzük, hogy a gördülés iránya x tengely pozitív irányába mutat. Ha több 
helyzetben lerajzoljuk, akkor mértani ként a 80. ábrán látható görbe rajzolódik ki. 
Írjuk fel a görbe egyenletét. Mivel gördülésről van szó eg rdülési 

egyenletet. Nyilvánvaló, hogy 
ekkor paramé es egyenleteket 
kapunk. Legyen ϕ  az M  pont 
által leírt szög mértéke 

 2° A mértani hely szintetikusan is megtalálható. 
2. Gurítsunk egy  sugarú kör x tengelyen. Határozzuk meg a
origóban levő pont mértani helyét. 

 az O
 hely

yszerűbb lesz a gö
szög függvényében felírni az 

ter

l 

r

 
 
 

M’

(radiánban kifejezve). Ekkor ha 
A  kör Ox  tengellyel vett 
rintési pontja, akkor az OA  

távolság az a ϕ  szög által 
r  a kör sugara. Ahhoz, hogy az M ′  pont 

0ϕ  szög szögfüggvényei segít

é

OA rϕ=

 2kϕ π=
s ével, aho

[0,2 )ϕ π∈ ϕ+

 
 
 

 
 
 

M’

ϕ 0 C

P

M

AM

ϕ
0

M A
M’

0

P

ábra 

83. ábra 84. ábra 

súrolt körív hossza, azaz , ahol 
koo s a ég

 úgy, hogy

80. ábra 

rdinátáit meghatározzuk, elégsége

0 0  (ez a 0ϕ  egyértelműen meghatározott). 
Tulajdonképpen az M  pont koordinátáit négy helyzetben kell vizsgálnunk: 
 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

M’

ϕ
0 C

P

81. ábra 82. 

C

P

ϕ
C

A M A
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1. eset. ϕ ∈   C

0 0

 
Tehát minden ese
kij enthet k, hog

0 0,
2
π 

 
 (81. áb ör középp tja és P  az M ′  AC  egyenesre  ra) Ha  a k on

ső vetülete, akkor 
ϕ  és 

 a  illetve 

. eset.

e
( )0sin sin sinAM PM r r r r rϕ ϕ ϕ ϕ ϕ′= − = − = − = −

( )0cos 1 cosAC PC r r rϕ ϕ= − = − = − . (Használtuk, hogy
s  függvények periódusa) 

 2kπ sin

( )1 cosy r ϕ = −

x
y
co

2  0 ,
2
πϕ π ∈  

 

 paraméteres egy etekkel rendelkező görbe. 
Ezt a gö ük cikloisnak. A ciklois a 

(82. ábra)  Ebben az esetben  

ϕ és 

) 

. eset.

( )0sin sin sinAM PM r r r r rϕ ϕ ϕ ϕ ϕ′= − = − = − = −  

( ) ( )0cos 1 cosAC r rϕ ϕ= + = + − = − . (Itt c ≤

x

0os 0ϕy PC r

3  0

3,
2
πϕ π ∈  

Megold sük az 2 2 1
a b

− =  egyenle

 (83. ábra)  Ebben az esetben  

ϕ  és 

 és  

. eset.

( ) ( )0sin sinAM PM r r rϕ ϕ ϕ′= + = + − = −

( ) ( )0cos 1 cosAC PC r r rϕ ϕ= + = + − = − . (Itt 0sin 0ϕ ≤ 0cos 0ϕ ≤ )

ϕ

x

y

 0

3 ,2
2
πϕ  ∈  

1 1 1

4 π  (84. ábra) Ebben az esetben  

)ϕ  és 
) 

tben ugyanazokat a paraméteres egyenleteket kaptuk, azaz 
el jü y a mértani hely az  

( )sin
,

x r ϕ ϕ = −

enl
rbét nevezz

85. ábrán látható. 
3. Határozzuk meg egy hiperbola középpontjának a hiperbola érintőire eső 
vetületeinek mértani helyét! 

ás. Tekint

( ) (0sin sinAM r rϕ ϕ= + + − = −
( )cos 1 cosy AC PC r r rϕ ϕ= − = − = − . (Itt sin 0ϕ ≤

PM rϕ′ =x

ϕ +∈  

85. ábra 

2 2x y

cos
ax
ϕ

=  és , tgy b ϕ= [ ) { }30,2 \ ,
2 2
π ππ∈

( )
1

, ,
cos

ax y b ϕ
ϕ

  = 
tg  pontban húzott nlete: érintő egye 1

1

tg1 1 0
cos

x y
a b

ϕ
ϕ

− − =

nlete: 

. 

Innen az origón átmenő, erre merő nes egyeleges egye 1sina
y x

b
ϕ

= − . Ez 

tű hiperbolát. Ennek paraméteres 

egyenletei: : . Az 
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utóbbi két egyenes metszéspontja az origó érintőre eső ülete. Az előbbi egyenletek-

ből 

 vet

0 , me1sin by
ax

ϕ = −  és 
2 2

1cos x y
ax

ϕ +=

2 2b y . Ha a b=

( )22 2 2x y x+ = −

 és feladatok 

 az (1, 5)  és 

g azon pontok mértani 

x ≠

ogy a 

2  egye
sá

( 3,− −

helyét, am

2 2

rtani hely egyenlete 
egyenlőszárú, akkor a 

Bernoulli féle lemniszkátának 
as alakú)) 

 távolságra vannak az 

( )22 2x y+ =

mértani hely

k

m

2 2a x −

 az 

o

e

y

2. Határozd 
1
2

=

3. Határozd m
tengelyt és a 12 5y =

4. Határozd m g azon 

sa pedig az y x

koordinátájú po . Mi a

sátott merő

10. Határozd m

akkora távolságra vannak, m

3y x= +  és az y  egyenesek

0  egyenletű egyenest. 

érintik az 2 5 0x y− =  egyenletű egyenest. 

5. Egy háromszög két csúcsa a ( 6, 0)−  és (6, 0)  koordinátájú pontok, a harmadik 

csúc = − ű e sen mozog. Határozd meg a súlypont 
mértani helyét. 

6. Egy egyenlőszárú háromszög egyik szárának végpontjai a (4, 2)  és (1, 8)  

 harma súcs mértani helye? 

7. Határozd meg azon pontok m  helyét, amelyeknek az (1, 0)  ponttól mért 

távolságuk négyzete egyenlő az 1x =  egyenletű egyenestől mért távolság

2x −

körök középpontjainak 

3 5+

ni

 
2 

legesek talppontjainak mé

g azon pontok m rtani 

i

5

azon körök középpontjainak m

 egyenlet

dik c

érta

(4,

é

nt az Oy

től. 

gyene

helyét, 
sugarú 

koordi

rtani hely

hely

 tengelytő

eg 
x −

e

 

ntok

e

értani helyét, am

mértani hely

amelyekbő
kör

nát

ét. 

ét, amelyek a 

l. 

elyek érintik az Ox 

ét, amelyek sugara 3 és 

ukkal. 

l az origó középpontú és 4 
ök azonos szögben látszanak. 

átmenő egyenesekre 

(3, 2)  ponttól kétszer 

 ( rt az origó középpontú hiperbolá-

h keresett mé
, azaz, ha a hiperbola 

nletű 
t! (fektetett 8-

 pontokon. 

elyek egyenlő

nak nem lehet Ox -szel párhuzamos érintője), innen pedig a 1 1sin cos 1ϕ ϕ+ =  
azonosság felhasználásával kapjuk, 

nevezett görbe. (Javasoljuk ezen görbe ábrázolá
 
3.6. Gyakorlat
1. Határozd meg azon körök középpontjainak mértani helyét a koordinátarendszer 
síkjában, amelyek áthaladnak 1)

9. Határozd meg az origóból 0)  ájú ponton 

8. Határozd meg azon pontok mértani
sugarú valamint a (8, 0)  középpontú és 

boc
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11. Az 2y x=  parabola változó M  pontjában húzott érintő az Oy  tengelyt egy A  
pontban metszi. Határozd meg az  AM  szakasz felezőpontjának m rtani helyét. 

. A két adott 

an 

szögű háromszögbe a 86. ábrán látható módon 

é

18. Mily ételek mellett lesz ö zefutó az ellipszis három norm li
19. Egy lőszárú hiperbolába beírunk egy háromszöget. Bizony
oldalakra valamelyik aszimptotá való metszéspontban állíto

12. Adottak az 1 0x y− + =  és az 1 0x y+ + =  egyenletű 
egyenesek  ponton áthaladó eg (1, 0)P

lezőpontjána

yenes a 

me Határ

összefutnak. 
20. Egy változ nes az AOB  OA  és OB  szárait a P  il
metszi úgy, ho  *OP Q k += ∈  állandó. A P  és Q  ponto

yenesekre állított merőlegesek M -ben m

egyenest az 1M  és 2M  pontokb tszi. ozd meg az 

1 2M M  szakasz fe k mértani helyét. 

13. Adott derék
téglalapokat írunk. Mi a téglalapok középpontjainak mértani 
helye? 

14. Határozd meg az 1y =  hiperbolában az 2y x= −  

egyenessel párhuzamos húrok fel ntjának mértani helyét. 

 
x

22. Az OABC  téglalap ontján át húzott d  az 

szimmetrikusa AB -t Q -ban és BC -t P -ben metszi. Határo

ezőpo

 mér

enese
sebességgel. A 0 időpontban elfoglalt helyzetük ismeretében, hatá

lyét. 

ani h

ss á
egyen

val 

ó egye

15. Határozd meg azon síkbeli pontok mértani helyét, amelyek
derékszög száraitól t távolságainak összege állandó. 

16. Két egymásra merőleges egy n egy-egy pont mozog egyen

pontot összekötő szakasz felezőpontjának a mértani he

17. Határozd meg az ABC  síkjában azon M  pontok mért e
2 2 22MB MC MA+ = . 

∆

en felt

letv
kba

ást. Hatá

M  p
őpo

gy
eg

pont mértani helyét.  

oldalakra. Határozd me
helyét.  

  p egyenes 
egye  illetve  pontokban metszi. A  egyenes -r

z

elyek távols
egyenlőszárú háromszög kongruens oldalaitól egyenlők egymással 
oldaltól mért távolság négyzetével!  

O+
OB  etszik egym

21. Az ABC∆
 ( )BC  oldalán mozog egy M  pont. N  és P  az 

AB  illetve AC  g az NP  szakasz felez

O
M

A

eg
neseket az N d OA

d m
egyenesek metszéspontjának mértani helyét.  
23. Határozd meg azon pontok mértani helyét, am
6. ábra8
sa? 
ítsd be, hogy az 
tt merőle

rozd meg a két 

gesek 

nek egy adott 

letesen, azonos 

lyét, amelyekre 

e Q  pontokban 
n az OA  illetve 
rozd meg az M  

ont vetületei az 
ntjának mértani 

a vonatkoztatott 
 és 

ágai egy adott 
és a harmadik 

B

 a 

C  

QM  PN

 illetve B
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24. Határozd meg azon körök középpontjainak mértani helyét, amelyek átmennek 
egy rögzített A  ponton és ortogonálisak egy rögzített körre (a metszéspontokban 
húzott érintők merőlegesek egymásra).  
25. Határozd meg azon pontok mértani helyét, amelyek két rögzített körre 
vonatkoztatott hatványainak aránya állandó.  

 síkban, 

tározd meg az  egyenes és az előbbi körhöz -ban húzott érintő 

g azon pontok mé e ítet
von

! 

oz p n sz

pontjának mértani helyét. 
 és  ker unk

e
po ő 

értani helyét; 

r páronkénti hatványtengelyei összefutnak vagy 

özéppontokba köröket szerkesztünk, melyek 

 ori o tt vá
é tt k z ér

metszi. Határozd meg az 

szakasz végpontjai csúszkálnak két merőleges 

26. Az MN  szakasz O  középpontja rögzített és MN  forog O  körül az α

32. Egy gó középp ntú rögzített körhöz húzo ltozó érintő a tengelyeket az 
M Ox∈  s N Oy∈  pontokban metszi. Az ado ör és a MN  átm őjű kör 

valamint A  egy rögzített pont ebben a síkban. 
 a) Írd fel az MNA∆

 köré írt kör egyenletét. 
 b) Ha MN A

szakasz felezőpontjának mértani helyét!  
3. Egy állandó hosszúságú M

metszéspontjának mértani helyét!  
27. Határozd me rtani helyét, amely knek egy rögz t körre 

atkozó ρ  hatványának és ezen kör egy rögzített átmérőjétől mért d   távolsága 
esetén 2dρ +  állandó
 
28. Az  háromszög BC  oldalán m gó M onto kere tül meghúzzuk az 

 és AC oldalakat érintő köröket. Határozd meg ezen körök második 
etszés

ABC∆

 
 

AB
m 
29. A C 1  körök az O pontban érintik egymást. Az O  ponton esztül húz  
két (OM  (M ∈ ) és ON C 2N ∈ )) egymásra m rőleges húrt. Határozd meg: 
 a) az O nt N  egyenesre es vetületének mértani helyét; 

b) az MN  szakasz felezőpontjának m

C 2
C

 
 (1

 M
 
 c) az OMN∆

 súlypontjának mértani helyét. 
 
30. Bizonyítsd be, hogy három kö
párhuzamosak (ez utóbbi akkor történik meg, ha a körök középpontjai kollineárisak).  
Megjegyzés. Az összefutási pontot a három kör hatványközéppontjának nevezzük.  
31. Egy háromszög csúcsaiba, mint k
sugarai egyenesen arányosak három rögzített pozitív állandóval. Határozd meg a 
körök hatványközéppontjának mértani helyét!  

h tengelye Ox ′ -ben és Oy -t N ′ -ben atvány -et M M N′ ′  

3 N

*
+  

egyenesen. Határozd meg azon P MN∈  pontok mértani helyét, amelyekre PM
PN

λ=  

(λ ∈ zített). rög

34. Egy változó érintő az  és  pontokban metszi egy rögzített ellipszis 
nagytengelyének  és őket. Határozd meg az  és 

 egyenesek m tszéspontjának mé ét! 

 
M M ′

 végpontjaiban húzott érint
rtani hely

A
e

A′ MA′
M A′
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35. Határozd meg egy ellipszis egyik fókuszából egy változó érintőre húzott 

őleges mint az ellipszis középpontját és az érintési pontot összekötő egyenes 
etszéspontjának mértani helyét! 

mer vala

t, am l . 
7. H  rőleges érintők 

8. Eg  metszéspontja . Szerkesztünk 

 

m 
36. Ha az A  szakasz felezőpontja O , határozd meg azon M  pontok mértani 
helyé e 2M 

B
yekre O MA MB= ⋅

3 atározd meg azon pontok mértani helyét, amelyekből me
húzhatók egy hiperbolához!  
3 y parabola tengelyének és vezéregyenesének A
egy A  középpontú kört, amely érinti a parabolát. A parabola csúcsán át húzott változó 
egyenes a kört N -ben és a parabolát másodszor M -ben metszi. Határozd meg az N  
és M  pontokból a körhöz illetve a parabolához húzott érintők metszéspontjának

értani helyét. m 
39. Határozd meg azon pontok mértani helyét, amelyekből egy parabolához húzott 
érintők által bezárt szög állandó! 
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