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III. Mértani helyek

3.1. Linearis feltételekkel adott mértani helyek

Gyakran talalkoztok olyan feladattal, amelyekben egy k6zos tulajdonsaggal rendelkezo
pontok halmazat kell meghatarozni. Mar az altaldnos iskolabol tudjatok, hogy az ilyen
halmazt az illetd pontok mértani helyének nevezziik. Altaldban egy mértani hely megha-
tarozasanal a pontok kozos tulajdonsagabol kovetkeztetink egy olyan tulajdonsagra,
amelybdl azonnal kiolvashatd, hogy a mértani hely milyen halmaznak a része. Ilyenkor,
ha nem ekvivalens atalakitasokkal jutottunk ehhez a tulajdonsaghoz, akkor be kell bizo-
nyitani, hogy az altalunk megsejtett ponthalmaz minden pontja eleme a mértani helynek
vagy ki kell zarni azon pontokat, amelyek nem rendelkeznek az adott tulajdonsaggal.

1. feladat. Hatarozzuk meg azon pontok mértani helyét, amelyek egyenld
tavolsagra vannak az A és B rogzitett pontoktol. 1

a)az « sikban (4,B € )  b)atérben. M(z,y)
Megoldas. a) Vegyiink fel egy derékszogii koordinata-
rendszert, amelynek origdja az A pont és az Oz tengely
az AB egyenes. A pontok koordinataii A(0, 0) és 1 Bb0)

B(b, 0). Egy M(z, y) pont pontosan akkor teljesiti a

x =102

feladatbeli feltételt, ha \/a? +if :\/(:zi—b)2 +1/, vagyis ha

9. dabra

x = g Tehat a mértani hely egy egyenes. Ez az AB

szakasz felezémerdlegese.
b) A derékszogi koordinatarendszert az el6z6hdz hasonlod
moédon vegyiik fel. A pontok koordinatai A(0, 0, 0) és

B(b, 0,0). Az M(x, y, z) pont pontosan akkor van

egyenl6 tavolsagra az A és B pontoktol, ha

Jzt + o + 2 :\/(ac—b)2 +9° + 2*, vagyis ha x:g.
Tehat a mértani hely egy sik. (Az ekvivalens atalakitasok
miatt nem sziikséges egyik esetben sem kiilon bebizonyitani, hogy valéban minden
pont hozzatartozik a mértani helyhez.) Ez az AB szakasz felezomer6leges sikja.
Megjegyzés. Ha a feladat nem adott koordinatdkkal van megfogalmazva, célszerii a
szamolasok egyszerisitése végett a lehetd legmegfelelobb koordinatarendszert valasztani.
Lassuk mi tortént volna, ha tetszlegesen valasztunk koordinatarendszert:

a) Ha az adott pontok A(a,, a,) és B(b,, b,), akkor az M(z, y) pont pontosan akkor

17 72
van egyenlo tavolsagra az A és B pontoktol, ha
Je—a)f +@-a) = @b +@-b)"
vagyisha 2(a, —b)z +2(a, — b))y —a’ —a. +b +b} =0,
ez pedig egy egyenes egyenlete. Az els0 megoldas esetén latszott, hogy a mértani hely

merbleges AB -re és felezi azt, az elobbi egyenlet alapjan ennek bizonyitasa tovabbi
szamolasokat igényelne.
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b) Ha az adott pontok A(a,, a,, a,) és B(b,, b,, b,), akkor az M(x, y) pont pontosan

17 727 73
akkor van egyenl0 tavolsagra az A és B pontoktol, ha
Je—a) +@y—a) +E-a) = J@—b) +@—b) +(=-b),
. p p p 2 p 2
innen  2(a, — b))z +2(a, —b,)y +2(a, —b,)z —a’ —a —al +b +b; +b; =0, ez
pedig egy sik egyenlete. Akarcsak az a) pontnal az utobbi egyenletbdl nem deriil ki

azonnal, mint az el6z6 koordinatarendszer valasztasanal, hogy ez a sik merdleges
AB -re és felezi azt.

2. feladat. Hatarozzuk meg azon pontok mértani helyét, amelyeknek két adott e, és
e, egyenestdl mért tavolsagaik ardnya adott pozitiv allando.

Megoldas. Két esetet kell targyalnunk: ha az egyenesek parhuzamosak, illetve ha
metszik egymast.

L eset. ¢ || e,. Vegyiik fel a koordinatarendszert ugy, hogy az Ox tengely legyen az

e, egyenes. Az egyenesek egyenleteiz e :y =0 ¢€se,:y=a€ R

k1 4
k=1 A
62 a
ka € a
y= .
1+ k |y : M(z,y) =2 M(z,y)
e . > Yy
_ ka “ x ]
YTk
11. abra 12. abra
Egy M(z,y) tavolsagai az egyenesektSl: d =|y| ¢és d,=y—a|. Tehat a
% =k 0Osszefliiggés kell teljesiiljon. (A feladat feltételeibdl vilagos, hogy M
y—a

nincs rajta egyik egyenesen sem.) Innen két esetiink van:

1°y:k(y—a)<:>y:%,hak¢1

2°y=—k(y—a) & y= 1]fk (k > 0, tehat ez mindig lehetséges)
Tehat, ha k =1, akkor az ekvivalens atalakitasok miatt a mértani hely két egyenes:

y = ka és y = k_a’ ha pedig k£ = 1, akkor csak egy egyenes: y = g.

k—1 1+k
(Ez utobbi esetben tulajdonképpen a két egyenestdl mért tavolsag egyenld)
IL eset. ¢ Ne, = {O}. Legyen a derékszogli koordinatarendszer kdzéppontja az O

pont és az Ox tengely az e egyenes. Az egyenesek egyenletei: e 1y =0 ¢és

e,:y=mz (m=0) hael/(e2 ¢se :y=_0illetvee :z=0,hae Le,.
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A

k#+ \1+m?

13. abra 14. abra
A. Ha e X e,, akkor az M(z,y) pont tavolsagai az egyenesektél: d =|y| és

d, = M , tehat a L = k feltételnek kell teljesiilnie. (Lathato, hogy az

o1+ m? |y —ma |
N1+m’

y = mx -et tejesitd pont nincs rajta a mértani helyen) Ismét két eset targyaldsa

sziikséges:
— k —
m”+1 k—N1+m
—Y +mx km
y=k —m= o y=———u".
Jm® +1 kE+14+m’
Tehdt ha k = /1 4+ m’ , akkor a mértani hely az e,

Y —k—mx és y —k—mx egyenletli
k—A1+m? k+~1+m’

egyenesekbdl all a (0, 0) pont kivételével, ha pedig
k=+1+m’,akkoraz x =0 és y = ™ egyenletli

e ! / ,/
2 /\'
egyenesekbdl a (0, 0) pont kivételével.
B. Ha ¢ e, akkor a két egyenest tekinthetjik a 15. ébra
derékszogli koordinatarendszer tengelyeinek. Az M(z,y) pont tavolsagai az egyene-

sektdl: d =|y| és d, =|z|, tehat a mértani hely az y=kr és y=—hx
egyenesekbdl all a (0, 0) pont kivételével. (Ha az (1) és (2) egyenletekben m — oo,
akkor éppen a fenti egyenleteket kapjuk.)

Megjegyzés. A masodik esetben, ha k = 1-et helyettesitiink, akkor a két egyenes
altal meghatarozott szog belsd és kiilsd szogfelezojének egyenletéhez jutunk.

3. feladat. A P(a,b) (a,b € R") rogzitett ponton 4t hiizunk két valtozé egymasra
mer6leges d, €s d, egyenest. A d, egyenes az Oz tengelyt A-ban, miga d, egyenes

az Oy tengelyt B -ben metszi. Hatarozzuk meg a P pont AB egyenesre es
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vetiiletének mértani helyét.

Megoldas

Ha d & Oz, jeldljik m € R -gal a d, egye-
nes iranytényez6jét (m = 0, mert ellenkez6
esetben nem metszi az Oz tengelyt). A d, ----—>

.7 J e 1 r
iranytényezdje ——, a d, ¢és d, egyenesek
m

egyenletei: d:y=>b+m(x—a) és
dg:y:b—i(x—a). Tehat az A és B !
m B i
koordinatai: A[ma —b ,O] és B [0, ot mb} . 16. abra
m m

Az AB egyenes egyenlete:

AB:m(a+mb)x +m(ma—>b)y—(ma—>b)(a+mb)=0,

A P ponton athalado A B -re merdleges egyenes egyenlete:
d:m(ma—>b)x—m(a+mb)y—m(ma—>b)a+m(a+mb)b=0, tehat a két
a’ (ma —b) b*(a+ mb)

m(a2 +b2> ’ m(a2 +b2> .

egyenes M metszéspontjanak koordinatai: M [

2
—b o
Az = % egyenl0ségbll kifejezve az m-et és behelyettesitve az
m (a, +b )
b’ (a + mb) . " .o .
=— 5 egyenléségbe az ay + bx = ab Osszefliggeshez jutunk.
m (a +b

Ez egy egyenes egyenlete, tehat a mértani hely része egy egyenesnek. Meg kellene
vizsgalnunk, hogy az egyenes minden pontja hozzatartozik-e a mértani helyhez. Ehhez

2
. . —b
sziikséges megvizsgalni, hogy m R esetén az z= % és
m(a +b )
2
Y= M milyen értékeket vehet fel. Ez utobbi egyenléségek alapjan
m(a +b )
m = a’b - ab’ Ebbdl  kovetkezik, hogy barmely
aB—(aQ—i—b?)x (aQ—l—b?)y—b?" ’
3
rER\ {ﬁ} értéket felvehet az M abszcisszéja.
a
a’ b’

d L Or esetén a vetillet éppen az M [ ] pont, tehat a mértani hely

a’> +0° a® + 0’
az ay +bx = ab egyenletii egyenes. Ez tulajdonképpen a P, (a,0) és P (0,b)
pontokon atmend egyenes.

Megjegyzés. Kereshettiik volna a mértani helyet abban az esetben is, ha a,b € R:

és csak azokat a d, €s d, egyeneseket tekintjiik, amelyek a pozitiv féltengelyeket met-
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szik. Ebben az esetben az m € R kell teljesitse az alabbi egyenldtlenségeket: m < 0

b, 1 b 1 ) a b
vagy m>— ¢ 0<——<— vagy —— <0, mnen m € |—o0o,——|U|—,+00].
a m a m b a

Ha me[—oo,—%], akkor a (2) és (3) 0sszefiiggésekbol x €

a.‘} .
—.al| és
< )
a’ + b

3
y €0, aQb——l—bQ]’ ez pedig az (MOR) nyilt szakaszt hatarozza meg. m € [%,—i—oo]

esetén a (RJMO) nyilt szakaszhoz jutunk. Ha pedig a tengelyekkel parhuzamos
egyeneseket tekintjiik, akkor ebben az esetben is a vetiilet az M pont lesz. Tehat itt a
mértani hely a (PEPy> nyilt szakasz.

4. feladat. Hatdrozzuk meg azon pontok mértani helyét, amelyek (z,y)

koordinataira x + 2y < 2.
Megoldas. Rogzitett x, -re z, + 2y < 2 pontosan

A 4:42

N
\/
§\

x
akkor, ha y<1—?1,deaz M

xl
z, 1 Y pont a

d:x +2y =2 egyenesen van, tehat azokra az (z,,y)
parokra teljesiil az x, + 2y < 2 egyenl6tlenség,

amelyeknek megfelelé pontok a d, : z = z egyenesen

az M, pont alatt helyezkednek el. Az z, -et véltozatva

kiilonbozo félegyeneseket kapunk, amelyeknek egyesi-
tése a d egyenes altal meghatarozott alsé nyilt félsik.
Igy az = + 2y < 2 egyenlbtlenséget teljesito pontok az x + 2y = 2 egyenletli

17. dabra

egyenes altal meghatarozott felso nyilt félsikot alkotjak (a 17. abran a bevonalkazott

1€sz). 7

5. feladat. Hatarozzuk meg azon pontok y=2x

mértani helyét, amelyek (z,y) koordinataira
y<2,y>z+1lésa+y<5. ¢ v
Megoldas. Az ¢l6z6 feladathoz hasonloan /o

okoskodva kapjuk, hogy a mértani hely harom 2+ £ :

félsik metszete, éspedig az y = 2z egyenes altal U y=5-x
hatarolt alsé zart félsik, az y = x +1 egyenes / : !

altal hatarolt felsd zart félsik és az y=5—= / 9 1 SN

egyenes altal hatarolt also zart félsik metszete. Ez 18. dbra
az ABC  belsd D tartomanya az oldalaival egyiitt. (18. abra)

6. feladat. Hatarozzuk meg az 2° +y° kifejezés minimumat, ha y <2z,
y>r+1éx+y<5.
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Megoldas. Tulajdonképpen az 5. feladatban kapott D tartomany pontjai k6zott kell
keresni olyat, amely koordinatdira z* + y* minimélis. Tudjuk, hogy egy M(z,y) pont

tavolsaga az O ponttdl Jz° +1° , tehat az O -hoz legkdzelebb esé D -beli pontot
keressiik. Ez éppen az A csucs, tehat min (x2 + yQ) =1"+2"=5.

(z,y)€D

3.2. Linearis programozas

Valamennyi szervezetnek dontéseket kell hoznia eréforrasainak allokalasarol
és felhasznalasardl. Mivel ezek az er6forrasok csak korlatozottan allnak rendelkezésre,
a menedzsmentnek folyamatosan dontéseket kell hoznia felhasznalasukrol annak
érdekében, hogy a vallalkozas a céljait minél hamarabb elérhesse. Lehetséges célok
példaul a forgalom vagy a nyereség novelése, valamint a koltségek minimalizaldsa.
Ilyen stratégiai dontések hozatala linedris vagy nem-linedaris programozas segitségével
érhet6 el. A linedris €s nem-linearis programozas olyan matematikai technikak,
amelyek felhasznalhatok arra, hogy egy vallalat az er6forrasait céliranyosan hasznalja
fel. Tankonyviinkben csak linearis programozassal foglalkozunk.

Ahhoz, hogy egy dontési problémat optimalizalasi problémava lehessen
alakitani, kiilonb6zo feltételeknek kell teljesiilniiik:

e Kiilonb6z6é dontési alternativaknak kell 1étezniiik, amelyek a vallalat céljat
nagymértékben befolyasoljak és ezek matematikai valtozok  forméajaban
kifejezhetoknek kell lenniiik.

Az eréforrasoknak korlatozottan kell rendelkezésre allniuk.

Vilagosan meg kell tudni fogalmazni azt a vallalati célt, amely a dontési
alternativaktol fiigg és ezt is ki kell tudni fejezni a dontési valtozok matematikai
fiiggvényeként.

A fentieknek megfelelé optimalizalasi modellek harom alapveté komponensbdl allnak:

e A dontési valtozok olyan értékek, amelyeket a dontéshozd befolyasolni
tud. Ezek szamara keressiik az optimalis értékeket.

o A célfiiggvény a dontési valtozok egy fliggvénye, amelyet maximalizalni
vagy minimalizalni kell. (P1. a koltségek minimalizalasa, a nyereség maximalizalasa)

e A korlatok olyan feltételek, amelyek a megengedett valtozokombinacidok
halmazat behataroljak.

Feladat. Egy haziallat taplalékanak tartalmaznia kell négyféle tapanyagbol legalabb
0,2 kg, 04 kg, 1 kg és 4,2 kg mennyiséget. Két takarmanyféleség all
rendelkezésiinkre: 4 és B. 1 kg 4 takarmanyban rendre 0,1; 0; 0,1; 0,7 kg van az egyes
tapanyagokbol, 1 kg B takarmany ezekbdl 0; 0,2; 0,2; 0,6 kg-ot tartalmaz. Az A
takarmany egységara 2 millio lej/’kg, a B takarmanyé 3 millio lej/’kg. Hatdrozzuk meg a
gazdasagos takarmanykeverék osszetételét!

Megoldas. Mindenekel6tt a feladatot at kell irni matematikai valtozok segitségével:
A dontési valtozok az A4 és B takarmanyokbdl rendelt mennyiségek kg-ban. Legyen ez
z, és x,. Bkkor a célfiiggvény az dsszar: f(z ,z,) = 2z, + 3z,, amit minimalizalni

kell a kovetkez6 korlatozasi feltételek mellett:
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0,1z, >0,2; 0,2z, > 0,4; 0,1z + 0,22, > 1; 0,7z + 0,62, > 4,2; z,z, >0
A korlatozasi feltételek egyenértékiiek a kovetkezokkel:

T, > 2

T, > 2

r, + 2z, > 10

Tr, + 6z, > 42

Abrazoljuk az eldbbi feltételeket teljesité pontokat az z,0z, derékszogli koordinata-

rendszerben. (19. abra)
A

7 ~
N/ \\\\\\

3 SO
- SO
I8

X
RS
7
X
’7
77
/77
/
/ /
77 /
/ /
/
/
Vi /,
// /7
B 7y
a4 \
Q
:‘\‘S'

/«:Q
Q>

19. dbra 20. dbra
A 19. abran bevonalkazott rész a korlatozasi feltételeket teljesitd pontok halmaza. Ezt
a lehetséges megoldasok halmazanak nevezziikk. Ezek koziil kell kivalasztanunk azt,
amelyre a 2z, + 3z, értéke minimalis. Vezessiink be egy a € R paramétert és legyen

2z, + 3z, = a egy d, egyenes egyenlete. Az eldbbi egyenescsalad egyenesei par-

huzamosak egymassal és metszéspontjuk az Oy tengellyel a (0,a) pont. Ezen egye-

nesek koziil azt kell kivalasztanunk, amely metszi a lehetséges megoldasok tarto-
manyat €s a minimalis. Azaz a d = d, egyenest addig toljuk parhuzamosan felfele,

ameddig lesz kdz0s pontja a tartomannyal. Kénnyti belatni, hogy ez a k6zds pont a tar-
tomany hataran van, s6t ha a tartomanyt hatarol6é egyenesek egyikével sem parhuza-
mos a d egyenes, akkor valamely csucsban talalhato. Ha parhuzamos valamely hatar-
egyenessel €s ezt az egyenest érinti el6szor a parhuzamos eltolas soran, akkor ezen
egyenes minden pontjaban minimalis a célfiiggvény értéke, igy a végpontokban is.
Kovetkezésképpen elégséges kiszamolni a célfiiggvény értékét a végpontokban és
ezek kozil a legkisebb lesz a minimalis.

Hatarozzuk meg a tartomdny csucsainak koordinatait. Az egyenesek egyenleteibdl
alkotott rendszereket megoldva kapjuk, hogy az A, B ¢és C metszéspontok

koordinatai: A[Q,%], B [3,%) és (C'(6,2). A célfiiggvény értékei ezekben a

pontokban: f[2,£]z?-2+3-£=18, f[3,1]22-3+3-12§:16,5 és
3 3 2 2 2
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f(6,2)=2-6+3-2=18. Azonnali, hogy a B pont esetében van minimum. Tehat

az optimalis, ha 3 kg-ot vasarolunk az A4 takarmanybdl és 3,5 kg-ot a B takarmanybdl,
ez 16,5 millio lejbe keriil és tartalmaz 0,3 kg-ot az 1. tapanyagbol, 0,7 kg-ot a II.

tapanyagbol, 1 kg-ot a 1. tapanyagbdl és 4,2 kg-ot a IV. tdpanyagbol.
Feladatok

1. Egy ilizem kétféle olyan arut készit, amelyekhez az A, B és C gépsorok is
kellenek. Az elsé aru egy egységének elkészitéséhez az A gépsoron 5 ora, a B
gépsoron 2 ora, a C gépsoron 2 Ora kell; a masodik aru egy egységének
elkészités¢hez az A gépsoron 3 ora, a B gépsoron 3 ora, a C' gépsoron 7 oOra kell.
Az A gépnek 81 ora,a B gépnek 45 oraésa C' gépnek 89 ora szabad ideje van.

a) Hany egység arut készithetnek a rendelkezésre allo id6 alatt, ha az a cél,
hogy a lehetd legtobbet készitsenek.

b) Ha az elsé arunal egységenként 5 pénzegység, mig a masodiknal 9
pénzegység a nyereség, hatarozd meg a maximalis nyereséget biztositd gyartasi
stratégiat! Mennyi ekkor ez a maximalis nyereség?

2. A XI.E. osztaly teadélutanra késziil. A lanyok elhatarozzak, hogy szendvicseket
készitenek. A szendvicsek elkészitéséhez a kovetkezO nyersanyag gyllt Ossze:
120dkg wvaj, 100dkg sonka, 200 dkg sajt, 20db kemény tojas. Kenyeret barmikor
vasarolhatnak a szomszéd boltban. Kétféle szendvicset készitenek: sonkasat és
sajtosat. Egy sonkas szendvicshez 3dkg vajat, 3dkg sonkat, 2dkg sajtot, 1/4
tojast és egy szelet kenyeret hasznalnak fel. A sajtos szendvicshez 2 dkg vajra, 1dkg
sonkara, 5dkg sajtra és 1/2 tojasra és egy szelet kenyérre van sziikség. A

rendelkezésre allo nyersanyagbol hany darab sonkas és hany darab sajtos szendvicset
készitsenek ugy, hogy a lehet6 legtobben jollakjanak (a szendvicsek szama a lehetd
legnagyobb legyen)?

3. Az A és B tipust ruhdk elkészitéséhez a kovetkez6 munkamiiveletek sziikségesek:

Munkamiivelet A B
Szabas 3 perc 3 perc
Varras 1perc 4 perc
Hegesztés Iperc —

Egy miszakon belill a szabasra 6sszesen 420 perc, a varrasra Osszesen 440 perc, a
hegesztésre Osszesen 80 perc fordithatd. Az A tipusi ruha 60Pe (pénzegység)
haszonnal, a B tipusi 30Pe haszonnal jar. Az A tipust ruha termelési értéke
darabonként 450 Pe, a B tipust ruha termelési értéke darabonként 500 Pe.
Héany darabot termeljen a gyar egy miiszakban, ha

a) maximalis haszonra,

b) maximalis termelési értékre,

¢) maximalis haszon mellett maximalis darabszam elérésére torekszik?
Létezik-e olyan termelési program, amely mindharom kovetelményt egyszerre
kielégiti?
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3.3. Masodrendi gorbék

Az eddig tanulmanyozott mértani helyek egyenletei elsdfokuak voltak mindkét
valtozoban. Azaz egyenesek, szakaszok vagy ezek altal hatarolt tartomanyok voltak. A
tovabbiakban olyan mértani helyeket tanulmanyozunk, amelyek egyenletében

masodfoku tagok (z°, y° és zy) is megjelennek. Az ilyen gorbéket nevezziik
mdsodrendii gorbéknek.

3.3.1. A kor

Mar az altalanos iskolabdl tudjatok, hogy a kor azon pontok mértani helye a sikban,
amelyek egy adott ponttol egyenld tavolsagra vannak.

A kor egyenletei
Hatarozzuk meg a kor egyenletét. El6szor az origd kdzéppontl kor egyenletét hataroz-
zuk meg. Legyen a kor sugara r. Ekkor az M(z, y) pont pontosan akkor van rajta a
koron, ha origétél mért tavolsdga r, azaz Jz° +y° = r innen az origé kdzéppontii
r sugaru kor egyenlete:

C:z°+y’ =7r" (),
(Az ekvivalens atalakitasokbol kovetkezik, hogy minden (1) egyenletet teljesitd

koordinataju pont rajta van a koron)
A A

/,___ M(x,y)

21. abra 22. dabra

A
y
)’o_
23. dbra
[rjuk fel most egy tetszSleges O,(z,, y,) kozéppontu r sugart kor egyenletét. Az

M(z, y) pont pontosan akkor van rajta a kérdn, ha \/(m -z, +(y—y) =r,ez
pedig egyenértékii a

Cilg—g) +—y)=r"2),
egyenlettel, ez utobbi egyenlet az O, (z,, y,) kézéppontii v sugarii kér egyenlete
Megjegyzés. Tulajdonképpen a C (O,,r) kora C (O,r) kor (z,,y,) vektorral valo
parhuzamos eltolas altali képe (23. abra), innen pedig az (1) dsszefiiggésbol azonnal
kovetkezik, hogy a C (O,,r) egyenlete a (2) egyenlet.
Ha a (2) 0sszefiiggésben elvégezziik a négyzetre emeléseket és rendezziik, akkor az
@ +y —2zm -2y + (xi + 42— 7"2) =0 alaka masodfoka kétismeretlenes
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egyenletet kapjuk. Ezt az egyenletet az altalanos masodfoku kétismeretlenes
Ax® +2Bay + Oy* +2Dx +2Ey + F = 0 egyenlettel dsszevetve megallapithatjuk,

hogy az altalanos kétismeretlenes egyenlet csak akkor lehet kor egyenlete, ha
A=C =0 ¢é B=0.Ebben az esetben A-val vald végigosztas utan kapjuk, hogy
az egyenlet

3)
alaka. Ezt az egyenletet nevezzik a kor dltaldanos (descartesi) vagy

normdlegyenletének.
Vizsgaljuk meg, hogy az a, b, c € R szamok befolyasoljdk-e a kor Iétezését.

Egészitsik ki teljes  négyzetekre a  (3)  Osszefliggést. 3) <«
(+a) +(y+b) — (aQ +b° — c) = 0. Lathato, hogy:
1°ha a® +b” < ¢, akkor nem léteznek (z,y) € R” parok, amelyekre teljesiil

a (3) 0sszefiiggés, azt is szoktuk mondani, hogy ekkor képzetes koriink van;
2° ha a* +b” = c, akkor az egyenletet csak a P(—a, —b) pont elégiti ki,

ilyenkor nullkorrél vagy elfajult kérrol beszEliink;
3° ha a®+b>>c, akkor a (3) egyenlet a P(—a, —b) kdzéppontl

r =+/a’ + b> — ¢ sugari valédi kor egyenlete.
A kor paraméteres egyenletei

2 2
Ha az (1) egyenletben végigosztunk 7°-tel, akkor az [2] + [2] =1 egyenlethez
r r

jutunk. Mivel 3!y € [0, 27) gy, hogy T — cos © és L. sin ¢ (ez éppen az (z, y)
T r

pontot az origdval 6sszekotd egyenes Ox tengellyel bezart szoge), fennallnak a

C :{y: np @

Osszefiiggések, amiket a kor paraméteres egyenleteinek neveziink.
Ha kor kozéppontja az O, (7,,y,) , akkor a paraméteres egyenletek:

7 COS

)

| 0

0

Megjegyzés. Ha egy pont az (z,+7,y,) pontbol indulva egyenletes
szogsebességgel mozog a C(O,r) kordn, akkor >0 id6 milva az

(z, +7cose, y, + rsing) pontban lesz.

A kor belso illetve kiils6 tartomanya

A kor a sikot két diszjunkt tartomanyra bontja fel. A belsé pontok halmazat (az
ellipszis belsejét vagy belsé tartomanyat) Int(C )-vel és a kiilsé pontok halmazat (az
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ellipszis kiilsé tartomanyat) Ext(C)-vel jeloljuk (24. abra). Ha tekintjik az
[:R =R, flz,y) = (z—x,) +(y —y,)" —r’ kétvaltozos fliggvényt, akkor:

C = {(w, y) € R*|f(z, y) = 0} :,}“‘” //
flz, y) < 0} / & 10(C)
.

Ext(C) = {(ZB, y) € R? ‘f(x, y) > 0} :

Int(C ) = {(:c, y) € R?

% A

Egyenes és kor kolcsonos helyzetei 24. dbra

Egy egyenes ¢és egy kor harom kiilonboz6 kolcsonds helyzetben lehet: nincs
kozos pontjuk (25. abra), egy kozos pontjuk van, azaz érinti (26. abra) vagy két
kiilonb6z6 ko6z6s pontjuk van, azaz metszi (27. abra) (A metszéspontokat
megkaphatjuk a kor egyenletébdl ¢és az egyenes egyenletébdl allo rendszer
megoldasabol, ami tulajdonképpen egy masodfokil egyenlet megoldasahoz vezet
vissza, tehat innen is kovetkeztethetiink a metszéspontok lehetséges szamara.)

25. abra 26. abra 27. abra

Adott pontban huzott érinté és normalis egyenletei

Mielétt a korhoz huzott érintd egyenletét felirnank, tekintsiink egy
Az + By’ + Coy + Dr+ Ey + F =0 egyenletii gorbét és hatarozzuk meg az
(z,, y,) pontjdban hizott érintd egyenletét. Az egyenletbol y kifejezheté =

fiiggvényeként. Igy, ha az egyenlet bal oldalat, mint z fiiggvényét tekintjik és
derivaljuk, kapjuk: 2Ax +2Byy' + Oy +Cxy' + D+ Ey' =0, ahonnan
) 24z +cy+ D

2By+Czr+ E’

2Ax +cy, + D . — 2Ax +cy, + D
- R , tehat az érint6 egyenlete: Y0 R

2By, +Cr, + F T - 2By, +Cr, + F
2Arx +2Byy+C (J;ly + yﬁ:) +D (J; — x1> +F (y — yl) -2 (Axf + Byf + C’xly1> (6)
Mivel (z,, y,) a gorbe pontja, kovetkezik, hogy teljesiti az (1) dsszefiiggést.

r 2 2
Tehat Az + By, + Cry, = —Dz, — By, — F

tehat az (x, y,) pontban huzott érinté iranytényezdje
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Innen (6) < 2Az z + 2By y + C(:L"ly + y1x> + D(:c + :vl) + E(y + yl) +2F=0<
TY+yYx 48 5= 43 aF
2

Ez utobbi Osszefliggést nevezziikk az érinté duplazott egyenletének, mert a gorbe

Ty + Yz T +T Yy, +y
— T — . es y — 5

e

egyenletébdl az & — zx, y° — yy, ay —

helyettesitésekkel kapjuk.

Igy az (1) egyenletii kérhoz az (z,,y,) € C pontban hizott érinté n

egyenlete: +yy= r’ (8)
Ertelmezés. Egy gorbe adott pontjaban huzott érintére meréleges
egyenest a gorbe ezen pontjahoz tartozd normdalisanak nevezzik.

(28. abra) 28. abra
A (8) egyenletbdl azonnal irhatjuk, hogy az (1) egyenletii korhoz az

(z,,9,) € C pontban huzott normalis egyenlete yx — z,y = 0 (9)

Pont korre vonatkozo hatvanya

Feladat. Egy adott kort metsziink egy adott M ponton at hizott egyenessel.
Szamitsuk ki az M pont és a metszéspontok altal meghatéroaott szakaszok hosszanak
szorzatat. +

\4

29. abra 30. abra

Megoldas. Vegyiink fel egy koordinatarendszert ugy, hogy az origdja a kor O
kozéppontjaba keriiljon. Jeloljik az M és az A valamint B metszéspontok

koordinatait a kdvetkezéképpen: M (mo,yo), A(xl,yl) és B (xQ,yQ).
Mivelaz M, A és B pontok kollinearisak, irhatjuk, hogy
MA-MB, ha M € Ext(C)
MA-MB:‘W-W‘ — |- MA-MB, ha M € Int(C) .
0, ha M €C

MA-MB = (xl —:v0>(:172 —:UO>+ (yl —y0>(y2 —?Jg> =
=TT, Y Y, — BT, — BT, Y Y, — WY, T 1’3 + ?/s -
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T8, + Y, ~ B8 88, ~ Yy ~ %Yy + Ty T Y, F T Y~ —y) =
(xl _$0>($1 —|—x2> +<y1 _y(J)(yl + y2> +x§ + y(2) —xf _y12 -
m(m+0?)+xé +yr ==ty -
Ez utébbi egyenldségnél hasznaltuk, hogy az OA + OB vektor atmegy az AB huar

felez6pontjan, tehat mer6leges arra, M, A ¢és B kollinearisak, igy
EM.(OT‘H—@E) = m-(m+5§)20 valamint mivel A€C =

$12 + yf = 7. Tehat bebizonyitottuk, hogy MA-MB = :v; + y§ — 1%, ez pedig nem
fligg az egyenes megvalasztasatol, csak az M pont helyzetétol és a kor sugaratol. Ha

érintét huzunk az M pontbol a korhoz, akkor ez az érintd szakasz hosszanak
négyzete. Ezt az allandot az M pont C kérre vonatkozé hatvanydnak nevezzik.

OM? —r*, ha M € Ext(C)
Tehat p,, =1{r° —OM?, ha M eInt(C) .

0, ha M €C
Feladat. Hatarozzuk meg azon pontok mértani helyét, amelyeknek két adott korre
vonatkozé hatvanya egyenld. (Tekintsiik csak azt az esetet, ha mindkét korre nézve
kiils6 pont, vagy mindkét korre nézve belsé pontrol van szo.)

Megoldas. Vegyiink fel egy koordinatarendszert ugy, hogy az Oz tengely a két kor
kozéppontjat 0sszekotd egyenes legyen. Ekkor a korok kdzéppontjainak koordinatai:

0, (01, 0) és O, (02, 0) . Azon M (x,y) pontokat keressik, amelyekre
(:v — 01)2 + 97 — 7’12 = (x — 02)2 T 7‘22, ahol 7 ¢és 7, a korok sugarai. Az el6bbi
Osszefliiggésbol  pedig  kapjuk, hogy az M pont  koordinataira
o =0~ +1
2 (01 - 02)
nem koncentrikusak a korok.) Tehat a mértani hely egy Oy -nal parhuzamos egyenes,

2 2 2 2 __ —
2(01—02>x+7’1—7“2—01+02—0<:>x— (ha o, = o,, azaz ha

azaz egy olyan egyenes, amely merbleges az 0,0, egyenesre. Ezt az egyenest a két

kor hatvanytengelyének nevezzik.
A

\4

31. dabra
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Megjegyzések. 1. Ha a korok nem metszik egymast, akkor a hatvanytengely azon
pontok mértani helye, amelyekbdl a két korhéz huzhatd érinté szakaszok hossza
egyenlo.

2. Ha a korok két kiilonbozé pontban metszik egymast, akkor a hatvanytengely a
metszéspontok altal meghatarozott egyenes. (32. abra)

3. Ha a korok érintik egymast, akkor a hatvanytengely a kdzds érint6. (33. abra)

4. Ha a kordk sugarai egyenlok, akkor a hatvanytengely a kodzéppontok altal
meghatarozott szakasz felezomerdlegese. (34. abra)

5. Ha a korok koncentrikusak, akkor nincs hatvanytengelyiik.

A A

s M ]
Tl
ol > — >
N
33. dbra 34. dbra

Gyakorlatok és feladatok

1. A kor kovetkez6 egyenleteibdl hatarozd meg a kor kdzéppontjat és sugarat:
a)r’+y' —4x=0
b) 2’ +y’ +6y—-7=0
c)z’+y +22—10y+1=0
d) 32° +3y° —42 -6y —15=0
2. frd fel az M (—3,2) kozépponti és d = 8 atmérdjii kor egyenletét! Ird fel az
z, = 0 abszcisszaji pontjaiban huzhato érintdinek egyenletét!
3. Hatarozd meg az z° + 4* — 4z — 2y — 20 = 0 egyenletii kor kdzéppontjanak koor-
dinatait és sugarat! frd fel a korhoz az M (3,7) pontbol huzhaté érint6k egyenletét!
4. Hatérozd meg az ABC, koré irt kor egyenletét, ha a csicsok koordinatai:
A(-2,-1), B(0,-5) és C(6,3).
5. Hatdrozd meg azon kor egyenletét, amelynek kozéppontja M (6,7) és érintbje az
b5r — 12y — 24 = 0 egyenletii egyenes!
6. ird fel az 2> + > —42+2y—5=0 kor £ —2y+1=0 egyenesre merSleges
normalisanak egyenletét.
7. Egy M (3,—1) kozéppontu kor a 2z — 5y + 18 = 0 egyenletii egyenesen egy 6
hosszasagu hurt hataroz meg. ird fel a kor egyenletét!
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8. Egy O koézéppontt kor AB atmér6jének hossza 4a (a>0). M a kor egy
valtozo pon}ja.

a) Ird fel az AOM ¢és BOM haromszogek koré irt P illetve () kdzéppontu
korok egyenletét;

b) Bizonyitsd be, hogy a P és () pontok AB egyenestdl mért tdvolsagainak
szorzata allando és AP 1 BQ.

c) Hatarozd meg az AP és B(@) egyenesek metszéspontjanak mértani helyét!
9. Hatdrozd meg a d :zcosa+y=1¢s d,:x—ycosa =1 (a € R) egyenesek
metszéspontjanak mértani helyét.

3.3.2. Az ellipszis

Hatarozzuk meg azon pontok mértani helyét, amelyeknek két
adott ponttdl mért tavolsagainak dsszege allando és nagyobb,
mint ez a tavolsag.

Miel6tt szamolni kezdenénk, probaljuk elképzelni ezt a
mértani helyet. Rogzitsiik le ezt az Osszeget és vagjunk egy
ilyen hosszusagi madzagot. Ha lerdgzitjiik a két végét az adott
pontokba és kifeszitjilk a madzagot, akkor a ,kifeszitési” pont
tavolsagainak Osszege az adott pontoktol egyenld a madzag
hosszaval, azaz ez egy pontja a mértani helynek. igy ha egy
ceruzaval feszitjilk ki és minden ilyen ponton végightizzuk,
akkor kirajzolodik a mértani hely. (35. és 36. abrak)

Az igy kapott alakzatot nevezziik ellipszisnek.

Ertelmezés. Azon pontok mértani helyét, amelyeknek két
adott ponttdl mért tavolsagainak Osszege allando és nagyobb,
mint a pontok kozti tavolsag ellipszisnek nevezziik. Az adott
pontokat pedig az ellipszis fokuszainak vagy gyujtopontjainak.
A fokuszok altal meghatarozott egyenest fokalis tengelynek, a
fokuszok és az ellipszis egy tetszéleges pontja altal meghatarozott szakaszokat pedig
vezérsugaraknak nevezzik.

Megjegyzés. Ha a fokuszok egybeesnek, akkor tulajdonképpen egy pont koriil
forgatjuk a ceruzat és ekkor a mértani hely egy kor lesz, tehat a kor egy sajatos
ellipszis.

Hatarozzuk meg az ellipszis egyenletét.

35. abra

Az ellipszis egyenletei

Az ellipszis kanonikus egyenlete
Elészor egy olyan ellipszis egyenletét hatarozzuk meg, amelynek fokuszai az Oz
tengelyen helyezkednek el szimmetrikusan az origora. Tehat legyenek F(c, 0) és

F (—c, 0) a fokuszok és 2a az alland6 6sszeg (37. abra). Ekkor egy M(z, y) pont

pontosan akkor van rajta az ellipszisen, ha
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Ja—c +¢ +@ e+ =20 & Jz—cf +y* =2a—J(z + ) + ¢
S x—cf+y =4a®+(z+¢) +y° —4a(z+ )’ +y* (amennyiben
(r4c) +y° <4dd’ (1)

aJ(z+ ) +y =a’ +ac & b
(oo +47) = o+ 2] YN
af - ¢ \a R
(amennyiben a’ + ¢ > 0 (2)) & A\ A 7 L A4
(a2 —c2>x2 + a2y2 =a’ (a2 — 02) =
2 2 b B

z Yy
ste et

Koénnyen ellenérizhetd, hogy ha = és y
teljesitik az elobbi  feltételt, akkor
fennallnak az (1) és (2) egyenlbtlenségek is, tehat a (3) Osszefiiggés az ellipszis
egyenlete. Azonnal lathato, hogy az ellipszis Oy tengelyen levé B és B’ pontjai

37. abra

egyenld tavolsagra vannak a fokuszoktol és ez a tavolsag a. fgy ha b a B pont
ordinataja, akkor az OBF, -b6l b° =a’—¢*, innen az ellipszis egyenlete a

2 2

kévetkezévé alakul: E : — i—z —1 (4
a

Ez az ellipszis implicit vagy kanonikus egyenlete.
S6t az is belathato, hogy ha (z, y) € E , akkor (—=z,v),(z,—vy),(—z,—y) € E , tehat az

ellipszis szimmetrikus a tengelyekre és az origéra nézve. Az Oz tengelyen fekvé A
és A’ pontjaira 2a = AF + AF, = A’F2 + AF, = AA’, tehdt az A illetve A’

abszcisszaja a illetve —a . Azt mondjuk, hogy AA’ az ellipszis nagytengelye és BB’
az ellipszis kistengelye. 1gy a a fél nagytengely hossza, mig b a fél kistengely hossza.
O az ellipszis kozéppontja és a fokuszok kézépponttol mért ¢ tavolsagat nevezzik az
ellipszis linedris excentricitisanak, a linearis excentricitds és a fél nagytengely
hanyadosat pedig numerikus excentricitasnak nevezzik és e-vel jeloljik, tehat

2
e=—=,/1— [—] . Az ellipszis fokuszan atmend és a nagytengelyre meréleges hur
a a

félhosszlsagat az ellipszis paraméterének szokas nevezni. A p paramétert az ellipszis
2

(3) egyenletébdl x = +c helyettesitéssel kapjuk: p = b—
a

Az ellipszis cstiicsegyenlete

Ha az ellipszist parhuzamosan eltoljuk az (a, 0) vektorral, akkor az egyenlete a kovet-
_ 2 2 2 2 2, 2

—($ 2@) +y—2:1<:>y2: bx—bf <SE iy =2pr——2x (5).
a b a a

Ezt nevezziik az ellipszis csucsegyenletének.

kezdvé alakul:
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A
p 38.dbra: Az ellipszis adatai
X b F,, F, — fokuszok
O — szimmetria-kozéppont
. PT ) F F, —fokalis tengely
-a 0 v a . . .
BS , > FF, =2c — fokusztavolsag
™ AN\ R % 4 12 o .
N ¢ — linearis excentricitas
AA’ = 2a — nagytengely
v , M a— fél nagytengely
-b (B BB’ = 2b — kistengely
b — fél kistengely
’ N r,, r, — vezersugarak
2 (r,+n,=2a)
< > p — paraméter
2a

Az O (z,, y,) kozépponti koordinata-

tengelyekkel parhuzamos tengelyu ellipszis
kanonikus egyenlete Ve 7& (A
Ha az ellipszist pathuzamosan eltoljuk az (1:0, yo) h é ;Q

vektorral (39. abra), akkor az ellipszis egyenlete Ké /‘

2 2
E : (a: _f‘)) + (y _QyO) =1 (6) alaku lesz

a b 39. abra

Az origo kozéppontiu o szoggel elforgatott ellipszis egyenlete

Nézziik csak meg, mit jelent koordinatdk szempontjabol, 0

ha elforgatunk valamit « szoggel. A legegyszertibb, ha N A
felirjuk a pontok affixumait. Ekkor a X. osztalybol tudjuk,

hogy az z + 4y affixumt pont o szdggel vald pozitiv IAAQ“ ,
trigonometrikus iranyba torténd origd koriili forgatas "’ "
esetén az (x4 iy)(cosa +isina) affixumi pontba v

kerill. Tehat az (x, y) pont forgatds utani koordinatai

40. abra
(zrcosa—ysina, vsina+ycosa). Tehat ha az
ellipszisiinket ,,visszaforgatjuk” az eredetibe, akkor az (z,y) pontja az
(m cos(—a) — ysin(—a), zsin(—a) +y Cos(—a)) =

(xcosa+ ysina, —zrsina + ycosa) pontba keriil és erre felirva a kanonikus

egyenletet, kapjuk: N,



Fejezet tartalmail Tartalomjegyzélk

306 Mértani helyek

ez utébbi pedig az origd koriil o széggel

elforgatott ellipszis egyenlete \ <
Altalanos helyzetii ellipszis
egyenlete ;
Belathatd, hogy egy tetszoleges ellipszist T :
megkaphatunk egy origd kdzéppontl LS AR
koordinatatengelyeken  fekvé  kis-  ¢és L PR .
nagytengelyli ellipszisbol egy forgatassal és TR L :
egy parhuzamos eltolassal (lasd a 41. abrat). S 4 B
Legyen a forgatds szdge « ¢és az eltolas-
vektor az (z,,y,). Ekkor az ellipszis Ve 41. abra

egyenlete:

_ + _ . 2 _ _ g —
((a: xo)cosaGQ(y yo)sma> +< (a: xo)smab;i-(y ?/O)Cosa) “1

2

Az ellipszis paraméteres egyenletei
Ha megfigyeljik a (4) egyenletet, kijelenthetjiik, hogy J!¢ € [0, 27) ugy, hogy
— =cosg és = = sin ), innen
a b
L
az ellipszis paraméteres egyenletei

[0, 27) (9)

Ekkor az O, (xo, y0> kozéppontu  koordinatatengelyekkel parhuzamos tengelyii

ellipszis paraméteres egyenletei:
T =T, +acosp
y—y +bsing ©E10.2) (10

Az orig6 kdzéppontu « szdggel elforgatott ellipszis paraméteres egyenletei:
rcosa +ysina = acosp x = acosacosp — bsin asin
: : : (1D
—zrsina +ycosa =asingp Yy = asinacosy + bcosasin
Altalanos helyzetii (o szoggel elforgatott és (z,, y,) vektorral parhuzamosan eltolt)

ellipszis paraméteres egyenletei:

I’ (12)

sin « cos ¢ + b cos acsin ¢

Felvet6dik a kérdés, hogy az M(z, y) € E pont ismeretében megszerkeszthet6-¢ a ¢

szog?
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Tekintsiik a (4) egyenletli ellipszist.
Ekkor egy olyan ¢ szdget keresiink,

x LY .

amelyre - =cosp ¢€s 3 =sing.
Egyelére az  els6  negyedben
vizsgalodunk. Ehhez kellene egy x
befogdju és a atfogoju illetve egy y
befogdju és b atfogdju haromszog.
Szerkessziik meg az origd kdzéppontu
¢és kis illetve nagy féltengely sugari
koroket (1d. a 42. abrat). Vetitsiik az
M pontot a tengelyekre (M, és M,

a vetiiletek talppontjai). Legyenek D
illetve F az Oz -re hiizott mer6leges
¢s a nagy kor valamint az Oy -ra

huzott merdleges és a kis kor 42. abra

metszéspontjai.

Belathato, hogy ekkor az M OD ¢és M OFE derékszogli haromszogekbol

cos (M,0D<) = L ¢s cos (MyOE<I> :%. Mivel mindkét szog az els6 negyedben
a

2 2

van és $—2 + ‘Z—z =1, kovetkezik, hogy m (MyOE<z) = m(M,0D<) = ¢. Tehat
a
megszerkesztettiik a ¢ szoget. Hasonldan jarunk el a tobbi negyedben is.

Az ellipszis belso illetve kiils6 tartomanya

Az ellipszis a sikot két diszjunkt tartomanyra bontja fel. A belsé pontok halmazat (az
ellipszis belsejét vagy belsd tartomanyat) Int(E )-vel és a kiilsé pontok halmazdt (az
ellipszis kiilsd tartomanyat) Ext(E)-vel jeloljik (43. abra). Tekintsik az

2 2

f:R* - R, f(z,y) = x_z + ‘Z—2 — 1 kétvaltozos fiiggvényt. Ekkor felirhatjuk, hogy:
a
E = {(z ) e R |f(z. y) = 0} G e
Int(E) = {(a:, y) € R? ‘f(x, y) < O} - :

Ext(E ) = {(x, y) € R?

fz, 9)> 0} 7
43. abra
Egyenes és ellipszis kolcsonos helyzetei

Egy egyenes és egy ellipszis harom kiilonb6z6 kolcsonds helyzetben lehet: nincs
kozos pontjuk (44. abra), egy kozos pontjuk van, azaz érinti (45. &bra) vagy két
kiilonb6zé kozds pontjuk van, azaz metszi (46. 4bra) (A metszéspontokat
megkaphatjuk az ellipszis egyenletébdl és az egyenes egyenletébdl allo rendszer
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megoldasabol, ami tulajdonképpen egy masodfoki egyenlet megoldasdhoz vezet
vissza, tehat innen is kdvetkeztethetiink a metszéspontok lehetséges szamara.)

-

44. abra 45. abra 46. dbra

Adott pontban huzott érinté és normalis egyenlete
Duplazassal azonnal irhatjuk, hogy a (4) egyenletii ellipszishez

az (z,,y,) pontban hizott érint6 egyenlete: — —— (14)

(47. abra). A (13) egyenlet alapjan a normalis egyenlete:
TY YT 1 1

e s [

47. dbra

Gyakorlatok és feladatok

1. ird fel az ellipszis egyenletét az alabbi esetekben, majd abrazold is:
a) a fokuszok F (—1,0) és F, (1,0), a nagy féltengely a = 5;
b) az egyik fokusz F, (1,2), a kozéppont C'(1,4) és a nagy féltengely a = 10;
c) kozéppontja az origd, tengelyei a koordinatatengelyek és atmegy az

Aa
5

és A{—?), %] pontokon;
d) nagytengelye 26, fokuszai F, (14,0) és F, (—10,0).
2. ird fel a 162° + 25y° + 322 — 100y — 284 = 0 ellipszis kanonikus egyenletét.

3. Hatirozd meg a 4z +9y° = 676 egyenletii ellipszis T, =5 abszcisszaju

pontjahoz huzott érint6 egyenletét.
4. Bizonyitsd be, hogy ha M egy O kozéppontd, F, és F, fokuszu ellipszis

tetszbleges pontja, akkor MF, - MF, + MO® = a* +b*, ahol a illetve b a nagy

illetve kis féltengely hossza.

5. Bizonyitsd be, hogy az 6sszes olyan haromszog koziil, amelyeknek az egyik oldala
rogzitett s a keriiletlik allando, az egyenldszari haromszog teriilete a legnagyobb.

6. Bizonyitsd be, hogy az ellipszishez adott pontban huzott érintd €s normalis a
vezérsugarak altal meghatarozott szog kiilso illetve belso szogfelezoi. (Ezt az ellipszis
optikai tulajdonsagdanak is szoktak nevezni, mert ennek kovetkeztében az ellipszis
egyik fokuszdban elhelyezett fényforrasbol kiinduld tetszéleges fénysugar az
ellipszisrdl (elliptikus tiikorrél) torténd visszaverddés utan a madsik fokuszon fog
atmenni)
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3.3.3. A hiperbola

Ertelmezés. Azon pontok mértani helyét,
amelyeknek két adott ponttdl mért tavolsagai kiilonb-
ségének modulusa alland6 és kisebb mint a két pont
tavolsaga, hiperbolanak nevezzik. Az adott pontokat
pedig a hiperbola fokuszainak vagy gyujtopontjainak.
A fokuszok és a hiperbola egy tetszdleges pontja altal
meghatdrozott szakaszokat pedig vezérsugaraknak
nevezziik. A fokuszok altal meghatarozott egyenest
fokalis tengelynek is nevezziik

A hiperbola egyenletei
A hiperbola kanonikus egyenlete

Elészor egy olyan hiperbola egyenletét hatarozzuk meg, amelynek fokuszai az Oz
tengelyen helyezkednek el szimmetrikusan az origora. Ha F(c, 0) és F(—c, 0) a

fokuszok és 2a az allando kiilonbség (49. abra), akkor egy M(z, y) pont koordinatai
pontosan akkor teljesitik a kovetkez6 egyenldségeket, ha M a hiperbolan van:

‘\/(x—c)2+y2—\/(x+c)2+y2 =20 Jz—cf+y =2+ J(z+c) +y

S@—c+y =4 +@+c)+y £daz+c) +y <

2

taq(z +c) +y° :a2+xc<:>aZ((x+c)2+y2>:(a2+xc>2 =S

2 2
2 2 2 2 2 2 2 2
(c —a)x —ayza(c —a)c>—2—2y >=1.
a ¢ —a

Azonnal lathato, hogy a hiperbola Oz tengellyel valdo metszéspontjai A(a, 0) és
A'(—a, 0), ezeket a pontokat nevezziik a hiperbola

csticsainak. Az AA’ egyenest a hiperbola valos
tengelyének nevezzikk, AA' =2a a valés tengely
hossza. Ha megszerkesztjik az AA’ atloju ¢ 3
oldalhosszusagu rombuszt, akkor a rombusz maésik
atlojanak tartoegyenesét nevezzik a hiperbola
képzetes tengelyének. Ennek hossza 2b a képzetes
tengely hossza. Az 1is azonnal belathatd, hogy
b> =c* —a’, innen a hiperbola egyenlete a
kovetkezdvé alakul:

2 2
T

H:.Z 2 1 49. dbra

Ez a hiperbola implicit vagy kanonikus egyenlete.
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Belathatd, hogy ha (z, y) € E, akkor (z,—y), (—z,y), (—z,—y) €E , tehat a

hiperbola szimmetrikus a tengelyekre és az origora nézve. O a hiperbola kdzéppontja.
A fokuszok kozépponttdl mért c¢ tavolsagat nevezziik a hiperbola [linearis
excentricitasanak, a linearis excentricitds és a fél valos tengely hanyadosat pedig

2
numerikus excentricitisnak nevezzik ¢€s e-vel jeloljik, tehat e = - /1 + [é] LA
a

a

hiperbola fokuszan atmend ¢€s a valdstengelyre merdleges hur félhosszusagat a
hiperbola paraméterének szokas nevezni. A p paramétert a hiperbola (1) egyenletébdl

1 = +c helyettesitéssel kapjuk: p =b* /a.
A hiperbola explicit egyenlete

2
Az (1) egyenletbol y -t kifejezve kapjuk, hogy y = Jb—? 2* —1 (2)) az Ox tengely
a

2
folott és y = —4/b—2 2> —1 (2,) az Oz tengely alatt. A hiperbola (2) egyenleteit az
a

2
explicit egyenleteinek nevezziik. Eszrevehetd, hogy lim [1 /b—Z 7’ —1— ﬁx] =0,
e—oo |\ g a
2 2 2
lim[—4fb—2x2 -1 —1—235 =0, lim [Jb—sz -1 —|—éx =0 és lim [—Jb—QacQ —1 —éx] =0,
a=oc| g a a—=oo| \ @ a a0\ @ a

b : . , . .
tehat az y = +—x egyenletli egyenesek aszimptotikusan kozelednek a hiperbolahoz,
a

azaz a hiperbola  aszimptotdi. Az  aszimptotakat jellemezhetjik az
2 2
oy -
dL d,: T 0 (3) koz0os egyenlettel.
A
d> d, 50.abra: A hiperbola adatai
F,, F, — fokuszok
M O — szimmetria-kozéppont
B FF, =2c — fokusztavolsag
0 g ¢ — linearis excentricitas
P AA" = 2a — valdstengely
= > a — fél valostengely
Fp JAR i BB’ = 2b — képzetes tengely
b — fél képzetes tengely
4 B r,, r, — vezersugarak
’ (|, —n| =2a)
Je p — paraméter
P > d,, d,—aszimptotak
2
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A hiperbola cstcsegyenlete
Ha a hiperbolat az 51. abra szerint helyezziik el, azaz parhuzamosan eltoljuk a (—a, 0)

2 2
(x +a) TN

vektorral, akkor az egyenlete a kovetkezové alakul:

2 2
a b

2 2 2
2=2b$+bf oH y =2pr + 227 @)
a a a

Ezt nevezziik a hiperbola csucsegyenletének.

A

51. abra

B ANF

Az O (z,, y,) kozépponta koordinatatengelyekkel parhuzamos

tengelyu hiperbola kanonikus egyenlete
Ha a hiperbolat parhuzamosan eltoljuk az (z,, y,) vektorral (52. 4bra), akkor az igy

kapott hiperbola egyenlete

H : 1(5
a’ b ®)
alaku lesz
Az origo kozéppontia o szoggel elforgatott . 1 .
hiperbola egyenlete N S
\\\:\ <§\//
b2 ) — ]_ (6), j‘:\\\ //Y': ,
[ ‘\\\\
Altalanos helyzeti hiperbola egyenlete //T?S AN
Akarcsak az ellipszis esetében egy tetszéleges hiperbo- A N
lat megkaphatunk egy origd kdzéppontli koordinataten- ’ ' A

gelyeken fekvo valos €s képzetes tengelyli hiperbolabol
egy forgatassal és egy parhuzamos eltolassal (lasd az
53. é4brat). Legyen a forgatds szdge « ¢és az eltolas- 53. dbra
vektor az (7,,y,). Ekkor a hiperbola egyenlete:
2 2
((:1; = mo)cosoz 4F (y — yo)sina> (—(z = xo)sina 4= (y — yo)cosoz)

2

=1 (7)
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Az hiperbola paraméteres egyenletei

t —t
Ha bevezetjiik a koszinusz hiperbolikusz (ch: R — R, cht = %) és szinusz

t —t
e —c

hiperbolikusz (sh: R — R, sht = ) fiiggvényeket, akkor ch®t —sh*¢ =1,

r=acht

innen az = > 0 agon a hiperbola parametrikus egyenletei: bsht
y=bs

,teR (8) és

z = —acht

teR (9
y=bsht ’ R O)

azx<0égon|

Az O(w,, y,) kozépponti koordinatatengelyekkel parhuzamos tengelyti hiperbola

paraméteres egyenletei: [3/ — i t . (10)
Az origd kozépponti o szoggel elforgatott hiperbola paraméteres egyenletei:
rcosa+ysina = tacht =+ cosacht—bsinasht
. teER o | JteR (11)
—zsina +ycosa =asht

Altalanos helyzetii (@ szoggel elforgatott és (z,, y,) vektorral parhuzamosan eltolt)

hiperbola paraméteres egyenletei:
‘=2 tacosacht—bsinasht

12
ly:yozlzasinacht—i—bcosasht (12)

Megjegyzés. Természetesen nem kell feltétleniil az el6z6 paraméterezéshez

ragaszkodni, példaul az cos” ¢ = Yy € R azonossagbol kiindulva irhatjuk,

1+tg’ ¢
hogy a hiperbola masik paraméteres egyenletei: z = a

goe[o,%)\{g,%”}.

v e

A hiperbola belsé illetve kiils6 tartomanya
2 2
Ha tekintjik az f: R> — R, f(z,y) = %—2—2—1

kétvaltozos fliggvényt. Ekkor felirhatjuk, hogy:
H = {(x, y) € R*|f(z, y) = 0}

Int(H )= {(:B, y) € R |f(x, y) < 0}

fla, y)> 0]

es y=>btgy,
Cos ¢

QAR O Q
RORIRR RN RRRRRRRRY
\‘3::‘:‘:,::5?0 X RN
XY
NN

X QAOXRARIARD
‘s, e QOAROKRD
QAOARIAARNRY
QROIRRINRRD
RO

Ext(H )= {(x, y) € R?
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Egyenes és hiperbola kolcsonos helyzetei

A metszéspontokat megkaphatjuk a hiperbola  egyenletéb6l és az egyenes
egyenletébdl allo rendszer megoldasabol, ami tulajdonképpen egy masodfoku egyenlet
megoldasahoz vezet vissza, tehat egy egyenes ¢és egy hiperbola harom kiilonbozo
kolesonds helyzetben lehet: nincs kdzos pontjuk (55. abra), egy kozds pontjuk van,
azaz érinti (56. abra) vagy két kiilonb6z6 kozos pontjuk van, azaz metszi (57. abra)

YCOL L

55. abra 56. dabra 57. abra

Adott pontban huzott érinté és normalis egyenlete
Duplazassal azonnal irhatjuk, hogy az (1) egyenletti hiperbolahoz

T,z
az (x,,y,) pontban hizott érintd egyenlete: —5 — 12 =1 (13) 58. dbra

A (13) egyenlet alapjan irhatjuk, hogy a normalis

x x
egyenlete: a;;y + yb1_2 =1y, [a—12 + big] (14.)
Gyakorlatok és feladatok

1. Szamitsd ki a 92° — 169> = 144 egyenletii hiperbola féltengelyeit és fokuszait
majd ird fel az aszimptotak egyenletét.

2. ird fel a 92> —16y* + 90z + 32y — 367 =0 egyenletii hiperbola kanonikus
egyenletét és hatarozd meg a kdzéppont koordinatait.

3. Hatarozd meg annak a hiperbolanak az egyenletét, amelynek tengelyei egybeesnek
a koordinatatengelyekkel, valds tengelye 6 egység és atmegy a P (9,4) ponton.

4. Hatirozd meg az F (2,2) és F,(—2,—2) fokusza hiperbola egyenletét, ha a
képzetes tengely hossza 4 egység és ird fel az aszimptotainak és az z =3

abszcisszaju pontjaihoz huzott érintdinek egyenletét.
5. Hatérozd meg az F (4,0) és F,(—4,0) fokuszi hiperbola egyenletét, ha a valos

tengely hossza 6 egység ¢€s ird fel az aszimptotainak €s az x = —5 abszcisszaju
pontjaihoz hiizott érintdinek egyenletét.

2 2
6. ird fel az %—% =1 egyenletli hiperbola aszimptotdinak ¢€s az z = —4

abszcisszaju pontjaihoz huzott érintdinek egyenletét.
7. Bizonyitsd be, hogy ha M egy O kozéppontu, F és F, fokuszi ellipszis tetsz6-

leges pontja, akkor MO® — ME, - MF, = a’ — b, ahol a illetve b a tengelyek hossza.
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2 2

8. Szamitsd ki annak a haromszognek a teriiletét, amalyet az % — % =1 egyenletli

hiperbola két aszimptotaja a 9z 4+ 2y — 24 = 0 egyenletii egyenessel bezar.
9. Az zOy koordinatarendszer Oz tengelyén vegyiink fel két M és N pontot gy,

hogy abszcisszaik szorzata a’ legyen. Az M és N pontokon 4t meghtzzuk a b
a

. b . . . *
illetve —— iranytényezdjii egyeneseket, amelyek P -ben metszik egymast. (a,b € R |
a

adottak) Hatarozd meg a P pont mértani helyét.
10. Egy hiperbola sikjaban 1év6 P ponton at parhuzamosokat hiizunk a hiperbola
aszimptotaihoz, amelyek a hiperbolat M és N -ben metszik.

a) Hatarozd meg azon P pontok mértani helyét, amelyekre MN atmegy a
hiperbola kézéppontjan.

b) Hatarozd meg azon P pontok mértani helyét, amelyekre az MN egyenes
parhuzamos a hiperbola valamelyik tengelyével.
11. Bizonyitsd be, hogy a hiperbolahoz adott pontban huzott érintd és normalis az
illetd ponthoz tartozd vezérsugarak altal meghatarozott szog kiilsé illetve belsd
szogfelezodi. (A hiperbola optikai tulajdonsaga)

3.3.4. A parabola

A parabolat mar IX. osztalybdl ismeritek, mint a masodfoku
figgvény grafikus képét. A tovabbiakban mas szemszogbdl
kozelitjiik meg, mint egy adott v egyenestol és egy rajta kiviil fekvo
rogzitett F' ponttol egyenld tavolsagra levé pontok mértani helyét.

Az F pontot a parabola fokuszanak vagy gyujtopontjanak,
a v egyenest a parabola vezérvonalanak (direktrixének) vagy
vezéregyenesének, a fokuszbodl a vezéregyenesre bocsatott merdleges
egyenest a parabola tengelyének  nevezzilk. A fokusznak a
vezéregyenestdl mért p tavolsaga a parabola paramétere. 59. dbra

A parabola egyenletei A

A parabola kanonikus egyenlete

El6szor egy olyan koordinadtarendszerben hatarozzuk meg a
parabola egyenletét, amelyben az Oz tengely a parabola
tengelye, az origd pedig a fokuszbol a vezéregyenesre
bocsatott merdleges szakasz felezomerdlegese. Tehat a

P

M
F
fokusz F[g,O] ¢s a vezéregyenes egyenlete: v:x = — 5 \
i

(60. abra). Egy M(x, y) pont pontosan akkor van rajta a
60. dbra

v

parabolén, ha



Fejezet tartalmail Tartalomjegyzélk

Mértani helyek 315

2
’ p 2
Tr—=| + =
2] Y

parabola egyenlete: P : y° = 2pz (1).

2 2

vagyis ha xQ—px—F%—FyQ :a:Q—i-pa:—l—pI. Innen a

z+£
2

Ez a parabola implicit vagy kanonikus egyenlete. Belathato, hogy ha (z, y) €P ,

akkor (z,—y) € P, tehat az parabola szimmetrikus az Oz tengelyre nézve, azaz a
tengelyére nézve. Az origot (jelen esetben) a parabola csucspontjanak nevezzik. Az
Oy tengelyt a parabola csucsérintdjének nevezzik.

A parabola explicit egyenlete

Az (1) egyenletbdl y -t kifejezve, kapjuk: J  (2) az Oz tengely folott és
J_ (22) az Oz tengely alatt. A parabola (2) egyenleteit az explicit

egyenleteinek nevezzik.

Az O (z,, y,) kozépponti koordinatatengelyekkel parhuzamos

tengelyii parabola kanonikus egyenlete

Ha a parabolat parhuzamosan eltoljuk az (xo, yo) vektorral, akkor a parabola

egyenlete P : (y — (3) alaka lesz.

Az origo kozéppontu o szoggel elforgatott parabola egyenlete
(—zsina + ycosa)’ =2p(zcosa + ysina) (4)
Ha 90°-kal forgatjuk el a parabolat, akkor az 2> = 2py egyenleti paraboldhoz

2
jutunk, ez utdbbi egyenlet egyenértékli az y = ;— egyenlettel, amir6l mar IX.
D

osztalybdl tudjuk, hogy egy parabola egyenlete.

Altalanos helyzetii parabola egyenlete

Akarcsak az ellipszis €s hiperbola esetében egy tetszéleges parabolat megkaphatunk
egy origd csucspontu Oy csucsérintdjii parabolabdl egy forgatassal és egy
parhuzamos eltolassal. Legyen a forgatds szoge o ¢€s az eltolds-vektor az (x,,y,).
Ekkor a parabola egyenlete:

P :(—(x—xo)sina+(y—y0)cosoz)2 =2p((x—x0)cosa+( 0)sina) (5)

A parabola belso illetve kiils6 tartomanya
Ha tekintjiik az f: R* — R, f(z,9) = 3> — 2pz kétvaltozos

fiiggvényt. Ekkor felirhatjuk, hogy:
P ={(z v) e R*|f(a, y) = 0}

Int(P) = {(x, y) € R?|f(z, y) < o}

fz, y) > 0}

Ext(P) = {(x, y) € R?
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Egyenes és parabola kolcsonos helyzetei

A metszéspontokat megkaphatjuk a parabola egyenletébdl és az egyenes egyenletébdl
allo rendszer megoldasabol, ami tulajdonképpen egy masodfoki egyenlet
megoldasahoz vezet vissza, tehat egy egyenes és egy parabola harom kiilonbozo
kolesonds helyzetben lehet: nincs kdzos pontjuk (62. abra), egy kozds pontjuk van,
azaz érinti (63. abra) vagy két kiilonb6z6 kozos pontjuk van, azaz metszi (64. abra)

AL

62. abra 63. dbra 64. abra
Adott pontban hizott érinté és normalis egyenlete
Duplazassal azonnal irhatjuk, hogy az (1) egyenleti hiperboldhoz n
az (xl , yl) pontban huzott érintd egyenlete: (6)
A (6) egyenlet alapjan irhatjuk, hogy a normalis egyenlete: e

(.
65. dbra

Feladatok

1. ird fel annak a parabolanak az egyenletét, amelynek csucspontja az origoban van,
a) szimmetrikus az Oz tengelyre nézve és atmegy az A(—1,3) ponton

b) szimmetrikus az Oy tengelyre nézve és atmegy az B (4,—8) ponton
2. Hatirozd meg az 3* — 102> —2y —19 = 0 egyenleti parabola csucspontjanak
koordinatait, a paraméter nagysagat és tengelyének iranyat.
3. Hatdrozd meg az y’ =12z egyenletii parabola T, =2 abszcisszaju pontjain
atmend érintdinek egyenletét.
4. Hatarozd meg az 3° = 22 egyenletii parabola azon érintdinek egyenletét, amelyek
atmennek az A(—1,0) ponton. Milyen pontban metszi egymast a két érint6hoz tartozo

normalis? Szamitsd ki a két érint6 és a két normadlis altal meghatarozott négyszog
teriiletét.

5. Egy hid ive parabola alakt. Hatarozd meg ezen parabola paraméterét, ha a
fesztdvolsag 24 m ¢és az ivmagassag 6 m .

6. Hatarozd meg a 66. abran vazolt parabolikus tartészerkezet
a) felso és also parabolaivének egyenletét;
b) az AAZ és az 402 rudak hosszat.
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7. M és M’ egy parabola szimmetriatengelyre szimmetrikus pontjai. Hatirozd meg
az M pontban a paraboldhoz huzott érinté és az M’ -en a parabola tengelyével
parhuzamos egyenes metszéspontjanak mértani helyét.

8. Bizonyitsd be, hogy minden olyan parabola egyenlete, amelynek

szimmetriatengelye parhuzamos az Oy tengellyel y = ax” + bz + ¢ alaka. Hatdrozd

meg egy ilyen parabola cstcsat, fokuszat illetve vezéregyenesét.

9. Bizonyitsd be, hogy a parabola tetszéleges M pontjaban huzott érintd és normalis
az MF egyenes és az M -en at a parabola tengelyével huzott parhuzamos altal
meghatarozott szog kiilsé illetve belsé szogfelezéi. (Ezt a parabola optikai
tulajdonsdganak is szoktak nevezni, mert ennek kovetkeztében a parabola tengelyével
parhuzamos fénysugarak a parabolikus tiikorr6l a fokuszban verddnek vissza illetve a
fokuszban elhelyezett fényforrasbol kiinduld tetszéleges fénysugarat a parabolikus
tiikor a tengellyel parhuzamosan veri vissza.

3.4. Kapszeletek

A korrel, parabolaval, hiperbolaval ellipszissel gyakran talalkozhatunk a
természetben is.

Ha ferdén vagy vizszintesen eldobunk egy testet, akkor annak palyaja parabolaiv.
(67. abra) Az el6zbkben, ha az ellipszis, hiperbola, parabola paragrafusok utani
feladatokat megoldottatok belathattatok az optikai tulajdonsagaikat ezen gdrbéknek. A
csillagaszati alapismeretekhez tartoznak Kepler (1571-1630) torvényei. Az elso
torvényében megfogalmazta, hogy a bolygdk a Nap koriil ellipszispalyan keringnek,
¢s a Nap az ellipszispalya egyik fokuszaban van. (69. abra)

—>

v

Bolygo
%\ % \

67. abra 68. dabra
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Ma mar kozismert, hogy a mesterséges holdak, a szputnyikok, az tirhajok a Fold
koriil korpalyan vagy ellipszispalyan keringenek. Nagyobb inditasi sebességgel, a
Foldtdl tavoli égitestek kutatasara vissza nem térd szondakat kiildtek, ezek hiperbola
palyan haladnak.

Ma mar elemi fizikai ismeretnek szamit, hogy a fellétt rakétak, tirhajok palyéja az
inditd sebességtdl fiiggden:

e olyan ellipszis, amelynek a fellovés helyétdl tavolabbi fokuszpontja a Fold
kdzéppontja (69. abra)

e kor (70. abra)

e olyan ellipszis, amelynek a fellovés helyéhez kdzelebbi fokuszpontja a Fold
kdzéppontja (71. abra)

e hiperbola, amelynek egyik fokuszpontja a Fold kozéppontja (72. abra)

Ezek azt mutatjak, hogy a kor, az ellipszis, a parabola, hiperbola rokonsagban vannak

—_ -

7 N
/ 3
/ \ P
/ \ /7 N
I | 4 A
| I 4 >
/ \
\ / \
\ ;!
\ 7/
~N P 7
72. dabra
70. abra 71. abra

A testek mozgasat matematikai modszerekkel mar a XVI-XVIIL. szdzadban
kezdték vizsgalni, de a parabola, az ellipszis, a hiperbola fogalmat joval korabban, a
gorog matematikusok mar az oOkorban, az i.e. II. szazadban kialakitottadk. Tobb
matematikai probléma vizsgalatdnal rajottek, hogy ha egyenes korklp palastjat
kiilonboz6é helyzetti sikokkal elmetszik, akkor nevezetes gorbéket kapnak. Ezeket
ko6z6s néven kupszeleteknek nevezziik.

A kupszelet ellipszis, ha a metsz6sik a kap egyik alkotdjaval sem parhuzamos.
Ha a metsz6sik meréleges a kap tengelyére, akkor a sikmetszet egy kér, ez is
bizonyitja, hogy a kor egy sajatos ellipszis.

Ha a metszésik a kup egyetlen alkotdjaval parhuzamos, akkor a kupszelet
parabola.

73. dbra: Ellipszis 74. dbra: 75. abra:
Parabola Hiperbola
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Ha a kap cstcspontjara illeszkedd
metszdsikot veszink, akkor elfajult kupszeletet
kapunk, mégpedig ellipszis helyett pontot
(elfajult  ellipszis), parabola helyett egy
egyenest (elfajult parabola) és hiperbola
helyett két metsz6 egyenest (elfajult hiperbola).
Egy tetszOleges kupszelet egyenlete a

kovetkezd: Ax* + By’ +Cxy+Dx+Ey+F =0 76. dbra:
(A + B> +C? = 0), st az clébbi egyenlettel Elfajult kipszeletek
megadott Un. mdsodrendii algebrai gorbék mind kupszeletek (ide soroltuk az elfajult

kupszeleteket és az iireshalmazt is). Ez az egyenlet egy-két transzformacioval
visszavezetheto a kovetkezok valamelyikére:

Kor Ellipszis Hiperbola
2 2 2 2 2 2 2
a b a b
Parabola Két metsz6 egyenes Két parhuzamos egyenes
y* =2p @y 2 —a’=0
a b
Ket egybeesd egyenes Pont Ureshalmaz
— —=0 —+—=+1=0
b a b
° 6]
77. dbra:

Madsodrendt. gorbék

Az ellipszis, a hiperbola és a parabola k6z0s értelmezése, mint
mértani hely

Az el6zbek alapjan felmeriil a kérdés, hogy mint mértani hely van-e valami kozos a
kupszeletekben.
Feladat. Hatarozzuk meg azon pontok mértani helyét, amelyeknek egy rogzitett F'
ponttdl mért tavolsaganak és egy adott v egyenest6l mért tavolsaganak aranya egy
e € R’ 4llando.

Megoldas. Nyilvanvalo, hogy ha e = 1, akkor a mértani hely egy parabola.
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Lassuk mi torténik, ha e € (0,1) . Vegyiik fel a koordinatarendszer kézéppontjat az F

pontban és legyen az Oy tengely parhuzamos a v vezéregyenessel. Ekkor az

adataink: F(0,0), v:z=a, a€R é

MF
=e. Az M (=, ontra ez

T0M.0) (z,y) p

’$2+y2 _

pontosan  akkor igaz, ha e, ez pedig egyenértéki az

lz —al
ca |
i :
—¢ Y _ . .
FvIRS —v =1 egyenlettel, ami e <1 esetében egy
R Cicw B PO i
1-¢ 1—¢

ellipszis egyenlete, mert ekkor mindkét nevezd pozitiv és e >1 esetében egy
hiperbola, mert ekkor a két nevezd ellentétes eldjeli. e pedig az ellipszis vagy a
hiperbola excentricitasa.

3.5. Megoldott feladatok
1. Adott ABC, esetén hatarozzuk meg azon M sikbeli pontok mértani helyét,

MB AB
amelyekre —— = ——.

MC AC
Megoldas

Tekintsiik az xOy koordinatarendszert ugy, hogy az Oz tengely legyen a BC
egyenes és A € Oy legyen. A haromszdg cstcsainak koordinatai: A(0, a), B(b, 0) és

C(c, 0). Legyen M(z, y) a keresett pont. Ekkor az Aﬂj—g = j—g feltétel egyenértékii

e

2> +y* —2xb + b _a2—i—b2

az = 1) feltétellel, tehat = ,
J@—cf +y o +¢ M e N

ahonnan keresztbeszorzassal és rendezéssel (felhasznalva, A

hogy b =c (ellenkezd esetben a B és C pontok y

egybeesnének)) kapjuk, hogy (0,a)

(b+c)(2* +y°)+2(a* —bc)r—a’(b+c)=0 (2).
Itt két esetet sziikséges targyalni:
L. eset. b+ c =0 (ez akkor torténik meg, ha az ABC

egyenlGszaru, azaz AB = AC') N = >
A (2) Osszefiiggés a kovetkezoképpen alakul: (6. ')7 ol o0
2(a* +b°)z =0 < z=0.Ezpedigaz Oy, azaz az A- - asra
bol huzott magassag tartdegyenesének egyenlete. Az is vildgos, hogy ezen egyenes
AB
=1

minden M pontjara MB _AB
MC AC
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II. eset. b + ¢ = 0. Ebben az esetben a (2) 0sszefiiggést végigoszthatjuk b + c-vel és

2
az 2° +y° +2- ab+bc -z —a’ = 0 egyenlethez jutunk. Ez pedig az
c
be —a’ be—a’) be—a’)
2t —2- x4 +y=a’+ =
b+c b+ c Y b+c

2
‘ b_22 ‘ ‘ b—22
el R i el I

2 2
g ,O] kdzépponti R =, [a’ +[bc a
c b+c

kor egyenlete. Ha M(xz, y) egy tetszOleges pont ezen a kor6n, akkor a (3)

be —

2
alakba is irhat6, ami az F[ ] sugari

Osszefiiggésbol azonnali atalakitasokkal juthatunk az (1) 0sszefiiggéshez. Tehat a kor
minden pontja rajta van a mértani helyen. Tehat a mértani hely ebben az esetben az
2 2

F[bc —a ,O] kdzéppontlh R =, |a”° + [bc;a
b+c b+c

A fenti koordinatak elsd latdsra nem sokat mondanak a kor helyzetére azonkiviil,
hogy a kozéppontja az Ox tengelyen helyezkedik el és az R sugar éppen az A pont
tavolsaga az F kozépponttdl, tehat az A pont is rajta van a mértani helyen, ami a
feladatbeli 0sszefliggésbol is azonnal kikdvetkeztethetd. Ezért jo lenne megvizsgalni,
hogy valamilyen mas nevezetes pontoknak van-e kdze ehhez a korhoz. Nézziik meg,
hogy milyen pontokban metszi az Oz tengelyt. Ezek a pontok az

be —a’ _ ey be—a?\
b+c b+c

2
] sugaru kor.

2 22
be—a bz+a ] . 0| koordinatajt
C

b+c

, és

+ a2+[

pontok. Ezek igy onmagukban még mindig nem mondanak sokat, viszont ismerjik a

szogfelezé tételét, mely szerint a BAC belss illetve kiils8 szogfelezéje a BC
BD BE BA
DC EC AC
a D és E pontok hozzatartoznak a mértani
helyhez, igy ezek a kor Oz tengellyel valo
metszéspontjai, s6t mivel a koézéppont az
Oz tengelyen van, a kor atmérdje éppen a
DE.

Tehat ha a haromszog nem egyenldszara

(AB = A(C'), akkor a mértani hely a BAC
bels6 illetve kiilsé  szdgfelezdjének
talppontjai altal meghatarozott szakaszra,
mint atmérdre szerkesztett kor. Ezt a kort

79. Gbra: Apolléniusz kére nevezik Apolloniusz korének.

egyenest olyan D illetve £ pontokban metszi, amelyekre , tehat

F_B(b,0)
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Megjegyzések. 1° Belathatd, hogy egy nem egyenlészarti haromszognek harom
Apolloniusz kore van, egy egyenlészarunak csak kettd, mig egy egyenld oldalunak
egy sincs.

2° A mértani hely szintetikusan is megtalalhato.
2. Guritsunk egy r sugaru kort az Ox tengelyen. Hatarozzuk meg az eredetileg az
origdban levd pont mértani helyét.
Megoldas
Feltételezziik, hogy a gordiilés iranya az Ox tengely pozitiv irdnyaba mutat. Ha t6bb
helyzetben lerajzoljuk, akkor mértani helyként a 80. abran lathatoé gorbe rajzolodik ki.
[rjuk fel a gorbe egyenletét. Mivel gordiilésrdl van szo egyszeriibb lesz a gordiilési
sz0g filiggvényében felirni az
egyenletet. Nyilvanvald, hogy
ekkor paraméteres egyenleteket
kapunk. Legyen ¢ az M pont

altal  leirt sz0g  mértéke
(radianban kifejezve). Ekkor ha
A kor Oz tengellyel vett
érintési pontja, akkor az OA
tavolsag az a ¢ szog Aéltal

sarolt koriv hossza, azaz OA = ry, ahol r a kér sugara. Ahhoz, hogy az M’ pont
koordinatait meghatarozzuk, elégséges a ¢ szog szdgfiiggvényei segitségével, ahol
@, €10,2m) ugy, hogy ¢ =2kr+¢, (ez a ¢, egyértelmilen meghatarozott).
Tulajdonképpen az M pont koordinatait négy helyzetben kell vizsgalnunk:

A A
. - NC
P9 ' } Po
M| P )
v A M A -
81. abra A 82. dbra
A
== M
. va ) Y
E P10
| L
M A | " M .

83. dbra 84. dbra
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1. eset. ¢, €

0, g) (81. dbra) Ha C' a kor kdzéppontja és P az M’ AC egyenesre
es6 vetiilete, akkor

t =AM —PM' =rpo—rsing, =rp—rsing = r(p—singp) és
y=AC—PC =r—rcosy, =7r(l—cosy). (Hasznaltuk, hogy 2km a sin illetve
cos fliggvények periodusa)

2. eset. p € [g,w] (82. abra) Ebben az esetben

z=AM —PM' =rp—rsing, =rp—rsing = r(p—singp) és
y=AC+ PC = 7‘+r(—cos<p0): 7(1—cosep). (Itt cosp, <0)

3. eset. ¢ € m%] (83. abra) Ebben az esetben

r =AM + PM’ :rg0+r(—sing00>:r(<p—singo) és
y=AC+PC = 7’+7’(—cos<p0): 7(1—cosep). (Itt sing, <0 és cosyp, <0)

(84. abra) Ebben az esetben

4. eset. o € [%,2%
v =AM + PM’ :r<p+r(—sing00>:r(<p—sing0) és
y=AC—-PC=r—rcosp, =r(l—cosp).(Itt sing, <0)

Tehat minden esetben ugyanazokat a paraméteres egyenleteket kaptuk, azaz
kijelenthetjiik, hogy a mértani hely az

IL':T’(QD—SiHQD) I/\/‘\/\
7S0€R+ >

y=r(l—cosyp) | >

paraméteres egyenletekkel rendelkezd gorbe.
Ezt a gorbét nevezziik cikloisnak. A ciklois a
85. abran lathato.

3. Hatarozzuk meg egy hiperbola koézéppontjanak a hiperbola érintdire esd
vetiileteinek mértani helyét!

85. abra

2 2
Megoldas. Tekintsik az ;r_z_g;_z =1 egyenleti hiperbolat. Ennek paraméteres
a

cgyenletei: 7 =— ¢ y=>bigp, pe[02m)\ {131} . Az
cos D)
t
(xl, ?/1) = L,btg ¢, | pontban hiizott érintd egyenlete: T — 84 y—1=0.
cos @ a.cos g, b
- ,, " asin g,
Innen az origdbn atmend, erre merdleges egyenes egyenlete: y = — z. Ez

b
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utobbi két egyenes metszéspontja az origd érintére eso vetiilete. Az eldbbi egyenletek-

. b Py
bél sinp, = Y s cosp, = Tty
ax ax

nak nem lehet Oz -szel parhuzamos érintéje), innen pedig a sin’ o + cos’ o =1

(z = 0, mert az origd kdzéppontu hiperbola-

azonossag felhasznalasaval kapjuk, hogy a keresett mértani hely egyenlete
(:1:2 +y )2 =a’r’ —b’y*. Ha a =0, azaz, ha a hiperbola egyenl8szara, akkor a
mértani  hely az (z2 +y2>2 =12’ —y’ egyenleti Bernoulli féle lemniszkatanak

nevezett gorbe. (Javasoljuk ezen gorbe abrazolasat! (fektetett 8-as alaku))

3.6. Gyakorlatok és feladatok

1. Hatarozd meg azon kordk kdzéppontjainak mértani helyét a koordinatarendszer
sikjaban, amelyek athaladnak az (1, 5) és (—3, —1) pontokon.

2. Hatarozd meg azon pontok mértani helyét, amelyek egyenld tavolsagra vannak az
Yy = %x + 3 ésaz y = 2z — 5 egyenesektol.

3. Hatarozd meg azon korok kozéppontjainak mértani helyét, amelyek érintik az Ox
tengelyt és a 122 — 5y = 0 egyenletii egyenest.

4. Hatarozd meg azon korok kozéppontjainak mértani helyét, amelyek sugara 3 és
érintik az 2z — by = 0 egyenletli egyenest.

5. Egy haromszog két csucsa a (—6, 0) és (6, 0) koordinataju pontok, a harmadik
csucsa pedig az y = —3x + 5 egyenletli egyenesen mozog. Hatarozd meg a sulypont
mértani helyét.

6. Egy egyenldszari haromszog egyik szaranak végpontjai a (4, 2) és (1, 8)
koordinataju pontok. Mi a harmadik cstics mértani helye?

7. Hatarozd meg azon pontok mértani helyét, amelyeknek az (1, 0) ponttol mért
tavolsaguk négyzete egyenlé az x = 1 egyenletli egyenestdl mért tdvolsagukkal.

8. Hatarozd meg azon pontok mértani helyét, amelyekbdl az origd kozéppontu és 4
sugart valamint a (8,0) kozéppontu és 2 sugaru korok azonos szogben latszanak.

9. Hatarozd meg az origobol (4, 0) koordinataji ponton atmend egyenesekre
bocsatott merdlegesek talppontjainak mértani helyét.

10. Hatarozd meg azon pontok mértani helyét, amelyek a (3, 2) ponttol kétszer

akkora tavolsagra vannak, mint az Oy tengelytol.
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11. Az y° = z parabola valtozd M pontjaban hizott érinté az Oy tengelyt egy A
pontban metszi. Hatarozd meg az A M szakasz felezOpontjanak mértani helyét.

12. Adottak az t —y+1=0 és az z+y+1 =0 egyenletii
egyenesek. A P(1, 0) ponton athaladd egyenes a két adott

egyenest az M, ¢s M, pontokban metszi. Hatdrozd meg az

M M, szakasz felezpontjanak mértani helyét.

13. Adott derékszogii haromszdgbe a 86. dbran lathat6 médon
téglalapokat irunk. Mi a téglalapok kozéppontjainak mértani
helye?

1 ..
14. Hatarozd meg az y = — hiperboldban az y = —2z 86. dbra
x

egyenessel parhuzamos hurok felez6pontjanak mértani helyét.

15. Hatarozd meg azon sikbeli pontok mértani helyét, amelyeknek egy adott
derékszog szaraitol mért tavolsagainak dsszege allando.

16. Két egymasra merdleges egyenesen egy-egy pont mozog egyenletesen, azonos
sebességgel. A 0 idOpontban elfoglalt helyzetiik ismeretében, hatarozd meg a két
pontot 0sszekotd szakasz felezOpontjanak a mértani helyét.

17. Hatérozd meg az ABC sikjaban azon M pontok mértani helyét, amelyekre

MB* + MC* = 2MA”.

18. Milyen feltételek mellett lesz 0sszefutd az ellipszis harom normalisa?

19. Egy egyenldszara hiperbolaba beirunk egy haromszoget. Bizonyitsd be, hogy az
oldalakra valamelyik aszimptotdval valé metszéspontban allitott merdlegesek
Osszefutnak.

20. Egy valtozd egyenes az AOB OA és OB sziraita P illetve () pontokban
metszi ugy, hogy OP +0Q =k € R: allandé. A P és () pontokban az OA illetve
OB egyenesekre allitott merdlegesek M -ben metszik egymast. Hatarozd meg az M
pont mértani helyét.

21. Az ABC (BC) oldalan mozog egy M pont. N és P az M pont vetiiletei az
AB illetve AC oldalakra. Hatarozd meg az NP szakasz felezOpontjanak mértani
helyét.

22. Az OABC téglalap O pontjan at huzott d egyenes az AB illetve BC
egyeneseket az N illetve M pontokban metszi. A d egyenes OA -ra vonatkoztatott
szimmetrikusa AB -t @) -ban és BC -t P -ben metszi. Hatarozd meg a PN ¢és QM

egyenesek metszéspontjanak mértani helyét.
23. Hatarozd meg azon pontok mértani helyét, amelyek tavolsdgai egy adott

egyenlészara haromszog kongruens oldalaitol egyenlok egymassal és a harmadik
oldaltél mért tavolsag négyzetével!
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24. Hatarozd meg azon korok kézéppontjainak mértani helyét, amelyek &tmennek
egy rogzitett A ponton és ortogonalisak egy rogzitett korre (a metszéspontokban
hazott érinték merdlegesek egymasra).

25. Hatarozd meg azon pontok mértani helyét, amelyek két rogzitett korre
vonatkoztatott hatvanyainak aranya allando.

26. Az MN szakasz O kozéppontja rogzitett és MN forog O koriil az o sikban,
valamint A egy rogzitett pont ebben a sikban.
a) Ird fel az MNA, koré irt kor egyenletét.

b) Hatarozd meg az MN egyenes és az el6bbi korhoz A -ban hazott érintd
metszéspontjanak mértani helyét!

27. Hatarozd meg azon pontok mértani helyét, amelyeknek egy rogzitett korre
vonatkozd p hatvanyanak és ezen kor egy rogzitett atmérdjétél mért d tavolsaga

esetén p + d* allando!
28. Az ABC, haromszég BC oldalan mozgd M ponton keresztiil meghtizzuk az

AB és AC oldalakat érintd koroket. Hatarozd meg ezen korok masodik
metszéspontjanak mértani helyét.

29.A C ¢és C kordk az O pontban érintik egymést. Az O ponton keresztiil hizunk
két (OM (M € C )és ON (N € C)) egymasra merdleges hurt. Hatarozd meg:

a) az O pont MN egyenesre esd vetiiletének mértani helyét;
b) az MN szakasz felezGpontjanak mértani helyét;
c) az OMN , sulypontjanak mértani helyét.

30. Bizonyitsd be, hogy harom kor paronkénti hatvanytengelyei Osszefutnak vagy
parhuzamosak (ez utobbi akkor torténik meg, ha a kdrok kdzéppontjai kollinearisak).
Megjegyzés. Az Osszefutasi pontot a harom kor hatvanykozéppontjanak nevezzik.

31. Egy haromszdg csucsaiba, mint kozéppontokba koroket szerkesztiink, melyek
sugarai egyenesen aranyosak harom rogzitett pozitiv allandoval. Hatarozd meg a
korok hatvanykdzéppontjanak mértani helyét!

32. Egy origé kozéppontu rogzitett korhoz hazott valtozo érintd a tengelyeket az
M €Oz és N € Oy pontokban metszi. Az adott kor és az MN atméréju kor

hatvanytengelye Oz -et M’ -ben és Oy-t N'-ben metszi. Hatdrozd meg az M'N’
szakasz felezopontjanak mértani helyét!

33. Egy allandd hosszasagii MN szakasz végpontjai csiszkalnak két merdleges
egyenesen. Hatarozd meg azon P € MN pontok mértani helyét, amelyekre % =)
(AR’ rogzitett).

34. Egy viltozod érintd az M és M’ pontokban metszi egy rogzitett ellipszis
nagytengelyének A és A’ végpontjaiban hiizott érintéket. Hatirozd meg az MA’ és
M'A egyenesek metszéspontjanak mértani helyét!
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35. Hatarozd meg egy ellipszis egyik fokuszabol egy valtozd érintére huzott
mer6leges valamint az ellipszis kézéppontjat és az érintési pontot 0sszekotd egyenes
metszéspontjanak mértani helyét!

36. Ha az AB szakasz felezOpontja O, hatarozd meg azon M pontok mértani
helyét, amelyekre OM* = MA- MB.

37. Hatdrozd meg azon pontok mértani helyét, amelyekb6l merdleges érintok
huzhatok egy hiperbolahoz!

38. Egy parabola tengelyének és vezéregyenesének metszéspontja A. Szerkesztlink
egy A kozéppontl kort, amely érinti a parabolat. A parabola csticsan at hiizott valtozo
egyenes a kort N -ben €s a parabolat masodszor M -ben metszi. Hatarozd meg az N
¢s M pontokbol a korhoz illetve a parabolahoz huzott érintdk metszéspontjanak
mértani helyét.

39. Hatarozd meg azon pontok mértani helyét, amelyekbdl egy parabolahoz hiuzott
érintOk altal bezart szog allando!
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