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VIII. Fiiggvények tanulmanyozasa

8.1. A monotonitas vizsgalata, egyenlétlenségek
Tekintsiik az f:[a, b)) — R folytonos és (a, b) -n derivalhato fiiggvényt. A de-
f@—fy)

T -y
talyban az f fliggvény monotonitasat. Ha ez a tort minden z,y € (a, b) esetén pozitiv,

rivalt értelmezésében szerepld kifejezés elojelével vizsgaltuk a IX. osz-

akkor az f novekvo és ha a tort minden z,y € (a, b) esetén negativ, akkor az f fiigg-

vény csOkkend. A Lagrange tétel segitségével az elobbi tort értéke mindig helyettesit-
het6 a derivalt valamilyen behelyettesitési értékével, tehat ugy tiinik, hogy a fliggvény
monotonitasa szoros 0sszefiiggésben van a derivaltjanak eldjelével. Az biztos, hogy ha
a derivalt mindig pozitiv, akkor az f fiiggvény novekvo. A kérdés az, hogy a tulajdon-

sag forditva is igaz-e (ugyanis nem biztos, hogy minden (a, b) -beli érték elballithato
valamilyen intervallumon a Lagrange tételben szereplé c-ként). Egy novekvd f
f@—fy)

-y
a derivalt minden pontban pozitiv. Ez alapjan kijelenthetjiik a kdvetkezo tételt:

fiiggvény esetén az tort nem negativ, tehat a derivalt értelmezése alapjan

Tétel. Tekintsikk az f :[a, b] — R folytonos és (a, b) -n derivalhato fiiggvényt.

a) Ha f'(x)>0 minden € (a, b) esetén akkor f szigortan ndvekvd
figgvény az (a, b) -n.

b) Ha f'(2) >0 minden z € (a, b) esetén akkor f ndvekvé fiiggvény az
(a, b) intervallumon.

c) Ha f'()<0 minden z € (a, b) esetén akkor f szigortian csokkend
fiiggvény az (a, b) -n.

d) Ha f'() <0 minden z € (a, b) esetén akkor f csokkend fiiggvény az
(a, b) intervallumon.

A b) és d) allitasok forditottja is igaz. Az a) és c) allitdsok forditottja nem igaz, ezt a
tétel kovetkezménye utan fogjuk latni.

Bizonyitas. Igazoljuk az a) alpontot, a tobbi bizonyitasa hasonléan torténik.
Barhogyan adunk is meg az (a, b) intervallumbol két z;, < z, pontot, a Lagrange tétel

alapjan van olyan z;, < ¢ < z, pont, hogy teljesiiljon az

f<$2>_f<$1> = f/(c)-<x1 _xQ)
egyenléség. Ha f'(z)>0 minden z € (a,b) esetén, akkor f'(c)>0 és igy
z, —x, > 0-bdl kovetkezik, hogy f(z,)< f(z,). Mivel z, <z, az (a,b) két

tetsz6leges pontja volt, ezért f szigortian ndvekvo fiiggvény az (a, b) intervallumon.
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Kovetkezmény. Ha az f :[a, b)) — R folytonos és (a, b)-n derivalhato fiiggvény
derivaltja az (a, b)-n 0, akkor az f fiiggvény konstans.

Bizonyitas. Az el6bbi tétel alapjan f novekvd is és csokkend is, tehat z, < z,
esetén teljesiil az f(z) < f(z,) egyenlétlenség is ¢és az f(z)> f(z,)
egyenldtlenség is. Ez csak ugy lehetséges, ha f(z,)= f(z,), tehat a fiiggvény

konstans. Ez a tulajdonsag a Lagrange tételbol direkt titon is levezethetd.
Megjegyzés. A tételben is és a kovetkezményben is 1ényeges az, hogy a fiiggvény
egy intervallumon értelmezett. Ha példaul az f: (0, 1)U (2, 3) — R,

1, ha z€(0, 1)
T =1y haze 3)
figgvényt tekintjiik, lathatd, hogy az értelmezési tartomanynak minden pontjaban
derivalhato, f'(z)=0, V2 €(0,1)U(2, 3) de az f fiiggvény mégsem alland6 az
értelmezési tartomanyon. Ugyanakkor az f:[0,1]U[2,3] — R,
4z, ha z € (0, 1)

o= z, ha o 6(2, 3)

fliggvény derivaltja szigorian pozitiv és a fliggvény mégsem novekvo, mert

F)=4>2=f(2).

Szélséérték-pontok meghatarozasa. A Fermat tétel alapjan, ha a fiiggvény
derivalhato és szélséértéke van az intervallum belsejében, akkor ezen a helyen a
derivalt nulla. A szélséérték-pontok meghatarozasanal tehat a derivalt zérushelyeit kell
meghatdrozni. A kifejezésmod egyszerusitése céljabol a kdvetkezo értelmezést adjuk:

Ertelmezés. Az f:D— R  derivalhato  fiiggvény  esetén  az

S, = {x cintD | fl) = 0} halmaz elemeit f staciondrius pontjainak nevezziik.

A Fermat tétel alapjan a szélsOérték-pontok mindig stacionarius pontok. Az
f:R—=R, f)=2" fiiggvényre f'(0)=0, de az x = 0 pont nem szélsdérték-
pont, tehat az eldbbi allitas forditottja nem igaz. Adjunk egy sziikséges feltételt arra
vonatkozoan, hogy egy stacionarius pont szélsdérték-pont legyen. Ha f:(a, b) — R

derivalhato fiiggvény és f': (a, b) — R folytonos, z, egy stacionarius pont és az [’
fliggvénynek eléjelvaltssa van az ,-ban (f'(x)<0, ha =z¢€ (z, — 0, m,) ¢és
f'@)>0,haze (z,, z, +0),ahol 6 € ]Ri vagy forditva) akkor az f fiiggvénynek
az z, € (a, b) pontban szélséértéke van. Ha f'(2) <0, z € (z, — 6, z,) esetén, akkor
ezen az intervallumon az f fliggvény csokkend. Az f'(z) >0, z € (z,, z, +0)

feltétel alapjan f novekvd az (z,, z, + ) intervallumon. Az f folytonossaga alapjin
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f(z) > f(z,), Vo € (2, — 6,3, + 6) és igy ebben az esetben lokélis minimumpont az
z,. Ha z€(z,—6, z,) esetén f'(2)>0 és z€(z, z,+0) esetén f'(2) <0,
akkor a fiiggvény az (z,—0, z,) intervallumon ndvekszik, és az (=, z, +9)

intervallumon csokken, tehat z, lokalis maximumpont. Mindkét esetet a kovetkezd
tablazatban lathatjuk:

Maximumpont
z z — 6 Ty T, + 6
fr@ 4+ + 0o -
f@ N f(z,) N
Minimumpont
z 7, — 6 Ty T, +6
fw | e 0 +4+++++
f@ N f(%> A

Megoldott gyakorlatok és feladatok

1. Az f:(0, + ©0) — R, f(@)=1Inz fliggvényre f’(q:):l> 0 az I =(0, +o0)
intervallumon, ezért a fliggvény szigoruan névekvo az [ -n. ’

2. Az f:R\{0} =R, f)= a:—l—% fiiggvényre f'(z) = 1—32—12 = %, tehat

a stacionarius pontok z =—1 és x =1. Az alabbi tablazatban megvizsgaltuk a
derivalt elgjelét és ez alapjan meghataroztuk az f monotonitasi intervallumait.

z —0 -1 —1+46 Z, 1-6 1 +oo

fla | ++++ 0 S N R R e
f@ /! —2 N | S 2 N

Az f fliggvény az I = (—oo, —1] intervallumon ndvekvo, és az I, = [~1, 0)

intervallumon csokkend, mivel eldjel valtds van az = = —1 pontban, ezért helyi
maximumpont.
Az f fiiggvény az I, = (0,1] intervallumon csokkend, és az [, = [1, + 00)

intervallumon névekvd, mivel eléjel valtas van az x =1 pontban, ezért helyi
minimumpont

Az elébbiek alapjan f(z) >2,ha x>0, és f(zr) <—2,ha z < 0. Ezeket az
egyenlGtlenségeket mar IX. osztalyban is igazoltuk és a fliggvény monotonitasat is
vizsgalhattuk volna IX.-es moddszerrel. Bonyolultabb fliggvények esetén azonban
lehetséges, hogy csak a derivaltak hasznalata vezet eredményhez.
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3

3. Bizonyitsuk be, hogy x — % <sinz <z,haz>0.
Megoldas. Az f : (0,00) — R, f(z) = z —sinz fliggvényre F(2)=1—cosz >0,
Vx> 0, tehat a fliggvény névekvo a (0,00) intervallumon. Ebbél kdvetkezik, hogy
£0)< fi(z), Vo >0.Tehat 0 < z —sinz, Yz > 0 és igy az masodik egyenlot-
lenség igaz. Az els6 egyenltlenség igazolasahoz vizsgaljuk meg az f, : (0,00) — R,

3 2
L@)=z— % —sinz fiiggvényt. f,'(z) =1— % — cos z . Mivel nem tudjuk eldon-
teni, hogy ez a kifejezés milyen eldjelil, az fz, eldjelét is a derivaltja segitségével hata-
rozzuk meg. f, (z) =sinz — < 0 az clébbi egyenlétlenség alapjan, tehat az f,
fiiggvény csokkend (mert a derivaltja negativ). Ebbél kévetkezik, hogy £'(0) > £/ (z),
ha z>0.De f'(0) =0 ésigy £, () <0,ha z > 0, vagyis f, csokkend a (0,00)

intervallumon. Ez alapjan f,(z) < £,(0) = 0, tehat a kért egyenl6tlenséget igazoltuk.

4. Bizonyitsuk be, hogy l1112(72 +1)— ll]ﬂ2 3 < Ink < ll]ﬂ2 n— lln2 3+ In3 .
2 2 =t R 2 3

Megoldas. Az f(z) = ln_m’ r >0 fiiggvény az F = %an r, r>0 fliggvény
T

derivaltja. A F fliggvény teljesiti a Lagrange tétel feltételeit minden [k, k 4+ 1} alaku

intervallumon, ahol £ € {3, 4,5, 67...,71}, tehadt minden % € {3, 4,5, 6,...,n} esetén

létezik ¢ € (k,k: —|—1) ugy, hogy %ln2 (k —1—1)—%1112 k= ln_c Az f'(z)= 1_1211”77
c T
egyenléség alapjan f'(z) < 0 ha z > e ésigy %_:_11) < Ine < % . Ez alapjan:
c
1 1
M<lln2(lﬂ+l)—lln2k<ﬁ,
E+1 2 2 k

ha k > 3. Ezt az egyenldtlenséget hasznaljuk az 6sszeg also és fels6 becslésére:
“\Ink In3 ““Ink In3 1 9 9
= + < + = In"k—1In" (k-1
LT TRk T ik (k=1)
Az egyenlétlenség jobb oldalan megjelend Osszegben a tagok egyszeriisodnek, és
éppen a kért egyenldtlenség jobb oldaldhoz jutunk.

L5 (h+1) — 2 h] < SO 2E
2=
k

tehat a %Z [In® (k+1)—In® k] = %[an (n+1)—1In’3| egyenléség alapjan a
=3
bizonyitandé egyenlétlenség elsé része is igaz.

s
k=3
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. , 1—2°
5. Bizonyitsuk be, hogy az f:[0,00) = R, f(z)= arccos T 2arctg

T
fiiggvény konstans.
Bizonyitas. Kiszamitjuk az f fliggvény derivaltjat.
, -1 —2:1:(1—}—:1:2)—(1—302)230 2
f (‘/E) = 2 ’ 2)2 N 2
L[ 2° (1+2%) I+
1+2°
1 4z

:%.l—f—xz _1—|—x2
tehat f'(z) =0, Yz >0 esetén. Ebbdl kovetkezik, hogy a fiiggvény konstans a

(0,4 co) intervallumon. Mivel f(0)=0 ¢és a fliggvény folytonos az értelmezési

tartomanyon, kovetkezik, hogy f(z) =0 Vz > 0 esetén és igy
2

x
arccos > =2arctgzr,ha z>0.

6. Hatarozzuk meg az 6sszes olyan f: R — R derivalhato fiiggvényt, amelyre
f(x)=a-f(z), Vz €R.

a

Megoldas. Nullara redukéljuk és beszorozzuk e * -nel a kapott egyenléséget. gy az
fi(@)-e™ + f(z)- (—a)e™ =0

egyenldséghez jutunk, ahonnan kovetkezik, hogy a ¢g: R — R, g(z)=e¢ " f(z)

figgvény derivaltja identikusan nulla az R -en, tehat ez a fiiggvény konstans. Az

e “f(x) = c Osszefliggésbol kovetkezik, hogy f(z) =c-e", Vo € R.

7. irj az a oldaléli kocka koré minimalis térfogata szabalyos négyoldalu gulat gy,
23. ébrac hogy az alapja a kocka egyik lapjanak sikjaban legyen és a
/ kocka tobbi négy csucsa a gula oldalélein helyezkedjen el.
Megoldas. Mivel a gula szabalyos kell legyen, csak az
AC = h magassagot kell meghatarozzuk (l1asd a 23. abrat).

OTM:h+a,tehét
d h
2

Az dbra szerint AB = g, AO =a és

h
oM = % , €s a gula alapja 20M . Kovetkezik, hogy

20M )’ ’ ’
a gula térfogata V (h) = (20 )3(a +h) S (C;;; ) .

térfogat minimalis lesz, ha V' = 0. Az egyenlet:
3(a+h) h* —2h(a+h)

A

2
|
3 K

=0, 38 —2h(a+h)=0, h* —2ah =0,

és mivel h > 0, kapjuk, hogy h = 2a.
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Gyakorlatok
1. Tanulmanyozzuk a kovetkezo fiiggvények monotonitasat:
1
a) f:R\{0} - R, fwy=2——;

x
b) f:R*+ - R, fx)y=2z-lnx;
c) f:[0,27] = R, f(x)=sinz +cosz;

1
d f:R-R, f@®) =—5——.
) 1 d 2 +z+1
2. Vancaz f: R — (—z, s
22
3. Hatdrozd megaz f: R — R, f(z) = 22” — 6z fliggvény szélsdérték-pontjait!

, f(x) =arctgx fliiggvénynek szélséértéke?

4. Hatarozd megaz f: R — R, f(z)=¢* fiiggvény monotonitdsi intervallumait.
Monotonitas vizsgalat.
5. Bizonyitsd be, hogy ha az F' és G fiiggvények az [a, b] intervallumon derival-

hatok és minden z € [a, b] esetén F'(z) < G’ (x), valamint F(a) = G(a), akkor
F(z) <G(z), Yz €la, b].
6. Adottaz f,g: R\ {0} = R, f(x)=arctgz és g(x) = —arctgl fiiggvény.
T
Szamitsd ki f'(x)-et és ¢ (x)-et! Mit allithatsz az f ¢és ¢ fliggvények
monotonitasardl az [, = (—o0,0) és az I, = (0,4 oo) intervallumokon?

7. Bizonyitsd be, hogy haaz f: R — R fliggvényre

If @) —g@| < (z—y)
minden valdos = és y esetén, akkor f konstans fiiggvény!

8. Tegyiik fel, hogy a ¢g: R — R fiiggvény derivaltja korlatos (|g’ (a:)| < M).
Legyen ¢ > 0 rogzitettés f(x) =z +¢e-g(@), Vo € R esetén. Bizonyitsd be, hogy
ha ¢ elég kicsi, akkor f injektiv!

¢ ¢
9. Bizonyitsd be, hogy haa ¢, ¢, ..., ¢, valos szamokra c —i——l—i-g?...—l—% =0,
n

2 1—1 )
akkor a ¢ +ter+er + ... +c, 2" +cx" =0

egyenletnek van legalabb egy gyoke 0 és 1 kozott!
10. Bizonyitsd be, hogy haaz f: R, — R fiiggvény derivalhat6 és lim f'(z) =0,

T—+00

akkora g: R, — R, g = f(z+1)— f@), Yz >0 fiiggvényre lim g@) =0,
T—+00

11. Bizonyitsd be, hogy ha az f: R, — R fiiggvényre teljesiilnek a kovetkezd

feltételek:
a) f folytonos x > 0 esetén,

b) f' () létezik = > 0 esetén,
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c) f' monoton novekvo,

(z > 0) fuggvény novekvo!

akkorag:]R:HR,g(x):&
x

12. Igazoljuk a kovetkez6 egyenlGtlenségeket:
a)e" >1+z,hax=0;
2

b) x—%<ln(1+x)<x,hax>0;

13. Igazoljuk, hogy zx <sinz <z,ha0 <z <g.
™

14. Egy | magassagu szobrot egy h magassagl talapzatra helyeztek el. A szobortol
milyen tavolsagra kell megallnunk, ha maximalis szog alatt szeretnénk latni a szobrot?
15. Egy kup alaku tet6szerkezet ald el szeretnénk rejteni egy henger alaki hordot.
Mekkora lehet a hordd térfogatanak maximalis térfogata, ha a tetd alkotoi az alappal
45° -0s szoget zarnak be és az alapkorének sugara R ?

16. Jeloljik f(z)-szel az R alapkorii és = alkotdji kup térfogatanak és a beleirhato
gomb térfogatanak aranyat. Hatarozd meg az f(z) minimumat!

17. Egy a xb méretli kartonlap négy sarkabodl kivagunk egy-egy x oldalti négyzetet
¢és a keletkezett négy téglalapot feltiirjiik ugy, hogy egy hasab alaki dobozt kapjunk.
Hatarozd meg az z értékét ugy, hogy a keletkezett doboz térfogata maximalis legyen!
18. Egy R sugart korlapbol kivagunk egy o kozépponti szdgnek megfeleld
korcikket és a maradékbol egy tolcsért készitiink (veszteségmentesen). Mekkora «
esetén lesz a tdlcsér térfogata maximalis?

19. Egy tolink d tavolsdgra és n-d magassagra levd céltablara 16viink ijjal.
Legalabb mekkora kell legyen a nyilveszo kezddsebessége ahhoz, hogy elérje a célt,
ha a l1égellenallast nem vessziik figyelembe?

20. Két parhuzamoson kotott R, és R, ellenallasu vezetéken Osszesen I erdsségii
aram halad at. Milyen Osszefliggés 4ll az ellenallasok és a rajtuk athaladdo aram-
erdsségek kozt, ha a rendszerben a Joule-Lenz effektusnak kdszonhetd hoveszteség
minimalis? (Az R ellenallason az I aram altal generalt hdveszteség R-1°)

8.2. A derivalhatésag tanulmanyozasa a Lagrange tétel segitségével

A Lagrange tételbodl kovetkezik az alabbi tétel:
Tétel. Ha az f:(z,—¢c,z, +¢) — R fiiggvény folytonos és derivalhato az

(z, — ¢, x0+5)\{x0} halmazon és létezik a ahj% f'(r) hatarérték, akkor az f

fliggvény =, -beli derivéltja 1étezik és egyenld a lim f'(x) hatarértékkel.

Bizonyitas. Legyen 1 € (z, —¢,1, +¢) egy tetszéleges pont. Az [z, | vagy [z, z,]
intervallumon alkalmazhat6 a Lagrange tétel (mert a végpontban nem sziikséges a
fl@)—f (%)

T — I,

derivalhatosag), tehat létezik olyan ¢, € (z, z,), amelyre f'(c,) = . Ha
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r — x,, akkor c, € (z, 7)) alapjan az el6bbi egyenldség bal oldaldn szerepld
kifejezésnek letezik hatarértéke ¢s ez a hatarértek lim f '(z), tehat a jobb oldalon 4llé

kifejezésnek is van hatarértéke és ez is lim f/(z). Ez azt jelenti, hogy a fiiggvény

T— T

derivéalhato x,-ban és a derivaltja z, -ban lim f'(z).

T—T)

2 +r+12<0
Alkalmazasok. 1. Tanulminyozzuk az f:R — R, f(z)=1 | 0
e’, x>
fliggvény derivalhatosagat.
Megoldas. A fiiggvény folytonos és derivalhato az R \ {0} halmazon, mert elemi
figgvényként viselkedik ennek a halmaznak minden pontja koriil. Tehat elégséges

megvizsgalni a folytonossdgot ¢és derivalhatosagot az 1z, =0 pontban.
lim flx)y=¢"=1 és lim f(r)=1= f(0), tehat a fiiggvény folytonos O -ban.
2>0 al?()
2c+1, x <0

. 0 tehat a lim f'(z) =¢’ =1 és

[ R €T > z—0
>0

Masrészt irhatjuk, hogy f'(z) =

hn(} f'(z) =1 egyenldségek alapjan létezik a lim f'(z) hatarérték és lim f'(z) = 1.
z<0 =Ty T,

Az el8bbi tétel értelmében f derivalhat6 nullaban és f/(0) = 1.

Megjegyzés. Lattuk, hogy ha egy intervallumon értelmezett fiiggvény derivalhato,
akkor a derivaltja Darboux tulajdonsagu. Ugyanakkor ha egy fiiggvénynek elséfaju
szakadasi pontja van, akkor nem Darboux tulajdonsagi. Emiatt ha az

f: (xO —&,z, + 5) — R fiiggvény folytonos és derivalhaté az (mo —&,7, + 5) \{z, }
halmazon és a derivalt jobboldali hatarértéke nem egyenlé a derivalt baloldali
hatarértékével, akkor a fliggvény nem derivalhat6 az z, pontban.

2. Hatarozzuk meg az a,b paraméterek értékét gy, hogy az f:R — R,

' +ar+2, <0
flz)= fliggvény derivalhato legyen.
b—l—ln(1+m4), z>0
Megoldas. A folytonossag feltétele: hrr(} flz)= lin% f(z) = f(0). Ebbdl kovetkezik,
>0 <0

hogy b = 2. Az elGbbi tétel és megjegyzés értelmében a derivalhatosag feltétele:
lim f'(z) = lim f'(z),
2':0 ;ZO

tehat ¢ = 0.
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Gyakorlatok

Tanulmanyozd a kovetkez6 fiiggvények derivalhatosagat:
In(z+1)—z, >0

R—-R, flx) = ;
l.f - f() 2747 Z’SO

sin x

, x>0
" 4+1, <0
e’, <0

R—-R, flz)=1 ;
3. [ R— fi@) 2 +ar+b, x>0

arctgzr, =<0
:R—R = ;

4. f — R, f(z) sin z, z>0’

max{x,x2,x3}, z<0

5. [{R—=R, f(z)= 1 ;
min{1+x,—,e"}, x>0
x

a-arctgz—kb, x <3
6.f:R*>R,f(x):‘ 3 ;

ba + 1, >3
", re€R\Q
R—-R, flx)= .
7 f f(z) S 1eQ

8.3. Konvex és konkav fiiggvények

Ebben a paragrafusban [ intervallum. A X. osztaly szamara irt tankonyvben a
kovetkezo értelmezést adtuk:
Ertelmezés. 1. Az f:] — R fluggvény pontosan akkor konvex, ha barmely

z,, , € I (z, < ,) ésbarmely X € [0, 1] esetén

f(Aﬂﬁ +(1- )\)272) < /\f(%) +(1- )‘)f(xz)
2. Az f:1 — R fiiggvény pontosan akkor konkav, ha barmely z,, z, € I (z, < z,)
és barmely A € [0, 1] esetén

Fz +Q=N)zy) > M (2) + (1= X) f(z,).
Megjegyzés. Szemléletesen ez azt jelenti, hogy a konvex fiiggvények grafikus
képének minden htirja a hozza tartoz6 iv folott helyezkedik el és konkav fiiggvények
esetén az iv van a hur f6lott. Ebbol kovetkezik, hogy tetszdleges n oldalu sokszog
esetén, ha a csticsok egy konvex fliggvény grafikus képén helyezkednek el, akkor a
sokszdg valamilyen A, \,,\;,...,A, stlyokhoz tartozé tomegkdzéppontja szintén a

mn

sokszdget burkol6 iv f616tt helyezkedik el. Konkav sokszdg esetén a tomegkdzéppont



Fejezet tartalm* Tartalomjegyzéll

Fiuggvények tanulmanyozasa 159

az iv alatt helyezkedik el. Ezeket a tulajdonsdgokat a Jensen egyenlOtlenség
tartalmazza:

Tétel (Jensen) Az f:1 — R fiiggvény akkor és csakis akkor konvex az [ -n, ha
minden z,, z,, ... , 1, € I ésbarmilyen A\, A, ..., A, €[0, 1], Z)‘k =1 esetén
k=1

[ka <Z>\f z,)
Megjegyzés. 1. Ha \ =)\, = .. =)\ =

n
E :xk

2. Az el6bbi tétel indukciéval is 1gazolhat0.
Ha az [ konvex fliggvény az [a, b] intervallumon derivalhat6, akkor a fiiggvény

akkor az eldbbi egyenlitlenség a

)

1
n
f

kovetkezo alakban irhato: f|—

k=

grafikus képének barmely pontjdba huzott érintdje a grafikus kép alatt van. Konkév
fiiggvények esetén az érintd mindig a grafikus kép felett van. Ebbdl lathato, hogy
konvexitasnak (konkavitasnak) derivalhato fiiggvények esetén adhatunk mas értel-
mezést (jellemzést) is. Latni fogjuk, hogy az elsdrendli derivalt még nem elégséges,
ezért kétszeresen derivalhato fiiggvényekkel foglalkozunk. Ebben a paragrafusban
megvizsgaljuk, hogy mi az Osszefiiggés a fliggvény konvexitasa (konkavitasa) és
folytonossaga kozt és kétszer folytonosan derivalhato fliiggvények esetén megadjuk a
konvexitas jellemzési tételét a fliggvény masodik derivaltja segitségével.

Ertelmezés. Az f:1 — R filiggvény z, € I pontbeli kiilonbséghanyados-

f@ — (=)

T — x,

fiiggvényének nevezzik a K, : I\ {z,} - R, K, (z) = fliggvényt.

Tétel. Egy nem elfajuld intervallumon értelmezett valds fiiggvény pontosan akkor
konvex, ha minden kiilonbséghanyados-fiiggvénye novekvo.

Bizonyitas. Legyen [ C D intervallum (D a fiiggvény értelmezési tartomanya) és
az a € I egy tetszOlegesen rogzitett pont. Tételezziik fel elészor, hogy f konvex

fiiggvény. Be kell latnunk, hogy minden a € I esetén K, ndvekvd vagyis, hogy

minden z,, z, € I \ {a}, z, < z, esetén

(1) Ku (‘/L‘l) < Ka (l‘?)
Az a, z,, z, szamok elhelyezkedését illetden harom eset lehetséges:
a)a<z <z,; b))z <z,<a; c)z, <a<u,.

Mivel &, €(a,2,) 3A€(0,1) fGgy, hogy o =A-a+(1-A) -z, lgy az f

konvexitasabol egyszert atalakitasok soran a kdvetkezoket kapjuk:
K. (n) = f(z)—f@ - M@ +1=X)f(z,)— f@ _

T, —a T —a
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oyl @) amw Jm)mf@ S f@ e
T —a a—x, T, —a Ty — @

vagyis az a) esetben igaz az egyenlétlenség. Teljesen analdég modon igazolhato a b)
esetben is. A c¢) eset vizsgalata visszavezethetd az elébbi két esetre. Felhasznalva,
hogy (1) fennall az a) és b) esetben, valamint a kiilonbséghanyados-fiiggvényekre
trivialisan érvényes
a kovetkezoket kapjuk:
K,(z)=K, <K, (1,)=K, (,)<K, (=K, (,)

vagyis az (1) egyenlétlenség fennall a ¢) esetben is. Tételiink elsé részét ezzel
igazoltuk.

Tételiink masodik részének igazolasdhoz induljunk ki abbol, hogy f mindenik
kiilonbséghanyados-fiiggvénye novekvd és rogzitsiik tetszélegesen az =z, x, € I,

z, < z, pontokat. Legyen tovdbba z € (2, z,) tetszélegesen rogzitett és értelmezziik

T — 2, , )\6(0, 1) szémot.igyg::)\ggl+(1_)\)x2 6s 1— )\ — T, —x

T, — T,

al\=

T — Iy
Felhasznalva ezeket az egyenlOségeket és a kiilonbséghanyados-fiiggvények
(2) -es tulajdonsagat, egyszerti atalakitasokkal kapjuk, hogy
z,)— f@ T )— fx)
Kz(xl):Kzl(:L"):ﬂl) fw _ _fw)=f .
T =X 1=z — =)

Masrészt

T, —T (1—)\)({172—:171)
A K, fiiggvény monoton ndvekvd, ezért az elébbi egyenldségekbdl az adodik, hogy

flz)—f@ <f(x2)—f(x)
1=XN)(z,—z) " Az —1)

vagyis
fOz +Q=Nz,) = f@ <Af(z)+ (1= f(z,)
ez éppen azt jelenti, hogy az f fliggvény konvex.
Tétel. Ha az f:I — R fiiggvény konvex (I = (a,b)), akkor minden z, € [

pontban létezik az f jobb- és baloldali derivaltja és f folytonos az (a,b)
intervallumon.
Bizonyitas. A K, fliggvény ndvekvd az =z, jobb és bal oldalan, tehat Iétezik a

lim K, (z) és a lim K, (z) hatarérték. Ha a < 2, <, <b, az elébbi tétel alapjan
T 0 T 0
<3y >3

K, ()= K, () < K, (z,) = K, () barmely z, <z < z, esetén. Ebbél kovetkezik,
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hogy f'(z,) < fj’(xl) < f(z,) < fj/ (z,). Igy az intervallum belsé pontjaban a szélsd
derivaltak nem lehetnek végtelenek, tehat minden belsé pontban a fiiggvény jobbrol is
¢és balrdl is folytonos. Ebbdl kovetkezik, hogy a fliggvény a konvexitasi tartomany
belsé pontjaiban folytonos.

A bizonyitasbol az is kitlinik, hogy ha a fliggvény derivalhato és konvex, akkor a
derivaltja novekvd. Ebbol kovetkezik a kétszer derivalhatdo konvex fiiggvények
jellemzési tétele:

Tétel. 1. Az f: ] — R kétszer derivalhato fliggvény pontosan akkor konvex, ha a
masodrendii derivaltja nem negativ.

2. Az f: I — R kétszer folytonosan derivalhato fliggvény pontosan akkor konkav,
ha a masodrendii derivaltja nem pozitiv.

Bizonyitas. Ha a masodrendi derivalt nem negativ, akkor az elsérendii derivalt
novekvo fliggvény. Ha z, < z < x,, akkor alkalmazzuk a Lagrange tételt az [z ,z] és

[z, 7,] halmazokon, tehat létezik ¢, < = < ¢, ugy, hogy

f(@) — f(z) = f'(e,) < f'(c,) = f(z,) — f(x) .
x—x, T, —T

Ebbdl az egyenldtlenségbdl kovetkezik, hogy

(2, —2,)f(z) < (% - z)f(f‘ﬁ) + (1: - 271>f($2)
és ez az egyenl6tlenség a konvexitas értelmezésében szerepld egyenldtlenség az
z=(1- )z, + Az, jeloléssel.
Ha f kétszer folytonosan derivalhatdo és konvex akkor az elébbi tétel bizonyitasa
alapjan a derivaltja novekvo és igy a masodrendii derivalt pozitiv.

Ez a tétel lehetdvé teszi a konvexitas egyszerli vizsgalatat nagyon sok elemi fiiggvény
esetén. Lathato, hogy kétszer folytonosan derivalhato fiiggvény a konvexitasat csakis a
masodrendii derivalt zérushelyeiben valtoztathatja meg. A kdnnyebb leiras érdekében
a kovetkezo értelmezést adjuk:

Ertelmezés. Haaz f: (z, —&,2, +¢) — R fliggvény az (z, —¢,7,) intervallumon

0

konvex ¢és az (z,,7, + ¢€) intervallumon konkéav vagy forditva, akkor az z, pontot az

f fuggvény inflexios (vagy athajlasi) pontjanak nevezzik.

Mivel Darboux tulajdonsdgu fliggvény csak a zérushelyeiben valthat eljelt, igaz a
kovetkezo tétel:

Tétel. Ha az f:(a,b) » R fiiggvény kétszer derivilhato és z, € (a,b) egy

inflexios pontja f -nek, akkor f”(z,)=0.

Megjegyzés. Ha a fiiggvény masodrendii derivaltja nem létezik vagy nem folytonos
az értelmezési tartomanyon, akkor a fiiggvénynek lehet olyan athajlasi pontja is,
amelyben a méasodrendi derivalt nem 0.
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A masodrendii derivalt és a széls6értékek kapcsolata
A szélséérték-pontok vizsgalatakor lattuk, hogy a stacionarius pontok kozt lehetnek
olyan pontok is, amelyek nem sz¢lséérték-pontok. A szemlélet azt sugallja, hogy ha egy
stacionarius pont a konvexitasi tartomany belsejében van, akkor az biztosan sz¢ls6érték-
pont (hasonldan a konkav fliggvények esetében is). Erre vonatkozik a kdvetkezd tétel:
Tétel. 1. Haaz f:(a, b) —» R fiiggvény kétszer derivalhatd, a € (a,b) egy staciona-
rius pontja és f” (a) > 0, akkor az x, = a pontban lokalis (helyi) minimumpont van.
2. Ha az f:(a, b)) — R fuggvény kétszer derivalhatd, a € (a,b) egy stacionarius
pontja és f” (o) < 0, akkor az z, = a pontban lokalis (helyi) maximumpont van.
Példak

1. Mivel (sinz)’ = —sinz <0 minden z €[0,7], ezért az f(z) =sing
fliggvény ezen az intervallumon konkav.

2. Az f:[-L1] =R, f@»=2a", ($4)” =122" >0 a [~1,1] intervallumon
konvex fliggvény.

3.Az f:R = R, f) = 22" — 62 fiiggvény esetében f'(z) = 62> —6,
f"x) =12z . A fuggvénynek ott lehet szélséértéke, ahol f’(x) = 0. Esetiinkben
62° —6=0,azaz z = 1 vagy = = —1. A fiiggvény az I, = (—o0, —1) intervallu-
mon névekvd, mert f'(x) > 0. Az I, = (—1, 1) intervallumon f csdkkend, mert
@) <0;az I, = (1, + o) intervallumon ismét monoton ndvekvd, mert @ >0.

Ugyanakkor f”(x) < 0,ha z <0 és f”(z)> 0, ha z > 0. Tablzatba foglalva:

x| —o0 —1 0 1 +00
o ++++ 0 _—— —6 o 0 4+ +
ffaoy| —-———— 12 ———— 0 F+++ 12 ++++
f@ konkav 4 konkav 0 konvex —4 Konvex
Mazx Inflexids pont Min

Gyakorlatok és feladatok
1. Tanulmanyozd a kdvetkez6 fliggvények konvexitasat és konkavitasat!
T

a) f:R—R, f(x)y=cosz; b) f:[—E,E]HR,f(x):tgm;

c) f:R-R, far=e¢"; d) f:R—>R, f(x)=arctgza;
e) [R-R,fa=2"—2;f) f:R—-R, f(x)=212"—32" +42° - 32.
2. Tanulméanyozd a kovetkezd fiiggvények konvexitasi €s konkavitasi szakaszait és

hatarozd meg az inflexios pontjait (a fiiggvények a maximalis értelmezési

tartomanyukon értelmezettek):
3

a) f(m)=3z"—12"; b) f(x):% (a>0); ¢€) f@=z+a3;
a X
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d fary=+1+2"; €) f(x)=x+sinz; f) f(z):1n(1—|—$2);
g) faw=1+%¥z; h) f(x)=x+sinz; i) fw=2z" (n>1);
) f@=e; k) faw=zlnz; 1) f(;];):ln_x_
T

3. Bizonyitsd be, hogy haaz f:(a, b) — R folytonos fiiggvényre

c+y) _ f@+ f(y)
5=
4. Bizonyitsd be, hogy ha f konvex az (a, b) intervallumon és a <z, <z, <, <b,
f($2)_f($l> f(xs)_f($1> f(%)_f(xz)

< < .

Ty — T3 — I T3 — Ly

minden z, y € (a, b) esetén, akkor f konvex.

akkor

8.4. Fiiggvények abrazolasa

8.4.1. Aszimptotak
A nem korlatos sikgorbék (amelyek nem helyezhetok el egy téglalapban)
esetében feltevodik az a kérdés, hogy a gorbe nem korlatos agai nem kozelednek-e
(bizonyos értelemben) minden hataron tul egy egyeneshez? Ha ilyen egyenes 1étezik
akkor ezt az egyenest a gorbe (a grafikus kép) aszimptotdjanak nevezziik.
Az aszimptotakat harom csoportba osztjuk:
1. fiiggdleges aszimptotak (az Oy tengellyel parhuzamos aszimptotak);

2. vizszintes aszimptotak (az Oz tengellyel parhuzamos aszimptotak);
3. ferde aszimptotak (egyik tengellyel sem parhuzamos aszimptotak).

1. Fiiggdleges aszimptotak

Az x = o figglleges egyeneshez minden hataron tul akkor kozeledhet a grafikus kép,
ha a-ban a fiiggvény jobb- vagy baloldali hatarértéke oo vagy —oo . Ezt a kovetkezo
értelmezésben rogzitjiik:

Ertelmezés. Ha valamely (a € R) pontban az f: D — R fliggvénynek vagy a

baloldali vagy a jobboldali hatarértéke végtelen, akkor az x =a egyenes
(parhuzamos az Oy tengellyel) a fliggvény grafikonjanak fiiggdleges aszimptotdja.

Megjegyzés. Ha f értelmezett és folytonos az a pontban akkor
lim f(x) =lim f () = f(a),

a<a a
tehat a fiiggvény grafikonjanak az © = a pontban nincs fiiggdleges aszimptotaja (a
folytonossagi pontokban nincs fliggbleges aszimptota).
Példak
1. Az f: [—g,%] — R, f@ =tgr fliggvény eseteben limtgr = +oo ¢&s
z,/—
2

. , T, 7T " . .
lim = —oo, tehataz = = Y ¢saz r = 3 egyenesek fliggdleges aszimptotak.
N\ ——

2
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Ha a tangens fiiggvényt a maximalis értelmezési tartomanyon vizsgaljuk, végtelen sok

fliggbleges aszimptotat lathatunk és ezek az = = (2k + 1)% egyenletli egyenesek.

2. Az f:(0,00) = R, f) =Inz figgvénynek az Oy tengely fliggdleges

aszimptotaja, mivel li{% Inz = —o0.
A
y 1y
log x
I tgx T

2 0] 2 >

X O 1 x'

24. abra 25. abra

3. Az f) = 1 figgvénynek az Oy tengely fiiggéleges aszimptotaja, mivel
x

.1 o1
lim— = —o0, lim— = +00.
z/0 N0 )/IL

v

26. abra
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2. Vizszintes aszimptotak
Az elobbi abran az is lathato, hogy a grafikus kép kozeledik az y = 0 egyenletii

egyeneshez, amikor + — +o0o. Az y = 0 egyenletli egyenest a fiiggvény vizszintes

aszimptotajanak nevezziik. Ervényes a kovetkez6 értelmezés:
Ertelmezés. Az y = a egyenletil egyenest az [ : (a,00) — R fliggvény vizszintes

aszimptotdjanak nevezzik a +oo felé, ha lim f(z) =a. Az y=a egyenleti
egyenest az f: (—oo0,a) — R fliggvény vizszintes aszimptotdjanak nevezzik a —oo
felé, ha lim f(z)=a.

3. Ferde aszimptotak

Az y =mz +n egyenletli egyenes és a grafikus kép z, abszcisszaju pontjai kozti

, tehat a grafikus kép akkor tart az y = mz 4+ n egyenleti

tavolsag |f (z)) — mz, —n
egyeneshez, ha az eldbbi kifejezés hatarértéke z, — oo esetén 0. Ez indokolja az

alabbi értelmezést:
Ertelmezés. Az y=mz+n egyenest az f:(a, o0) — R fliggvény ferde

aszimptotdjanak nevezziikk a +oo -ben, ha
(1) lim [f @) —(mz+n)=0.
Hasonléan, ha a fiiggvény értelmezési tartomanya tartalmaz egy (—oo, a) alaku

félegyenest, akkor az y = mz +n egyenest ferde aszimptotanak nevezzik a —oo
felé, ha

(2) lim [f(2) —(mz +n)]=0.
o L fw ) . -n
Az (1) hatarérték felirhatdé lim z|———m|=0 alakban, mivel lim — =0.
T—+00 T =+
Tehat +oo felé a ferde aszimptota paramétereit az
m = lim f@ és n = lim [f(z) — mz]

T—+00 €T T—+00
egyenléségekbdl szamithatjuk ki, ha az elébbi hatarértékek 1éteznek. m az aszimptota
iranytényezdje és n az aszimptota ordinataja az origdban.
Tehat a grafikon +oo-be mutatd agahoz hlzott aszimptotanak a
meghatarozasara a kovetkezd szabalyt kapjuk:

a) Kiszamitjuk a m — lim 1%
T—+00 €T

hatarértéket.

b) Ha m véges akkor kiszamitjuk a n = lim [f (z) — mz] hatarértéket.

T—+00
c) Ha n is véges akkor az y = ma + n egyenes a +oo -be aszimptota.
Hasonlo6 eljarassal grafikus kép —oo -be mutatd agahoz htizott aszimptota is
meghatirozhat6. Az y=m'z +n’ egyenletii egyenes pontosan akkor ferde

aszimptotaa —oo felé, ha m’ = lim f@ és n' = lim [f(x)—m’x .

T——00 T T——00
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Megjegyzések. 1. Ha két hatarérték koziil az egyik nem létezik vagy végtelen
akkor nincs ferde aszimptotaja.
2. Az értelmezésekbdl kovetkezik, hogy ha egy fiiggvénynek +oo-ben (vagy —oo -
ben) ferde aszimptotaja van, akkor nincs vizszintes aszimptotaja €s forditva.

s142 1 . .
Példak. 1. Hatarozzuk meg az f: R\ {0} =R, f(z) =z +— fiiggvény aszimptotait.

T

Megoldas. Az 2z =0 pontban fiiggbleges aszimptota van, mert

f(—i—O):li{r&l:—i—oo és f(— O)—hml:—oo.Mivel m = lim [l—i-lz):l és
AN T

z/0 T—+00

T—+00 €T

1 .
n = lim [iE +——1- x] =0, az y = x egyenletll egyenes ferde aszimptota oo -

ben. A —oo-ben m’ = lim M:1 és n' = lim [m—l—l—x]:o, tehat y = z
Tr——00 x Tr——0C '.Z'

(az elso szogfelezd) a —oo -ben is ferde aszimptota.

1 .
Ha a fiiggvényt tanulmanyozzuk az f'(z) =1— — derivalt segitségével, akkor
x

a kovetkezd tablazatbol latjuk a valtozasat:

L o0 —1 0 1 400
ffa | ++++ 0o ———- | 0 H+++
fo [ 0 9 \ | N o2 s

Max Min

1
flfay=0,haz ,==+1. f"(@)=—>0,haz>0. f"(@)<0,haz<0.
' X

Egy kozelito grafikus kép a 27. abran lathato.
2.Az f:R — R, f(z)=2" fiiggvénynek nincs semmilyen aszimptotija. f
2
folytonos az R-en, tehat nincs fiiggdleges aszimptota. lim — = +4oco ¢és
z—+o00
lim 2* = 400, tehat nincs sem vizszintes sem ferde aszimptota oo -ben.
T—+00

Hasonloan belathatd, hogy nincs aszimptota —oo -ben sem.
3. Hatdrozzuk megaz f: R — R, f(x) =2’ +1 fliggvény aszimptotait.

Megoldas. A oo felé m— lim Y1 /1+—
1~>+oo

r—+00

n = lim

T—+00

1
Nt +1— x] = lim ————=10, tehat az els6 szogfelez6 az
ot o 41+

aszimptota. A —oo -ben
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= i YL 12l /1+——hm— 1+ L=,
T——00 T T——00 Eanants S/ i X
n' hm( T +1+£E) hm—:O,
T——00 T——00 x +1 +(L’
tehat y = —x az aszimptota egyenlete a —oo -ben.
87 N

v

27. dbra

Gyakorlatok
1. Hatarozd meg a kovetkezd fiiggvények grafikus képeinek az aszimptotdit (a
fiiggvényeket a maximalis értelmezési tartomanyukon értelmezziik):

- 1 1 41
a)f(a:):%; b) S = c)f(:wzx; ;
1—2° ,
d) f) = itz ; e) f)= m;v ; f) famy=¢e";
; . |
g [ =In(1-2"); h) f@=ae’s @) f@ =zt
T
j) fa =" +2 +x; k) fa)=R2" 2" ; l)f(:L’)ZE/a:_Q;

m)f@):w,/lfx; n)f(:c>=—“2“jj31; O)f(x)ze%;
p) f:(_ooa —1}U[1, +OO)—>R, f =~1" —1;
qQ f@=3z—-17"(x+1).

8.4.2. Grafikus abrazolas
Korabbi tanulmanyaitok soran lattatok, hogy az f: D — R (D CR) fiiggvény

grafikonjaa G = {(m, f (x)) |z € D} halmaza ¢és a grafikus kép ennek a halmaznak a

sikbeli abrazolasa.
Ebben a paragrafusban a matematikai analizis eszkozeivel tanulmanyozzuk a
fiiggvényt. Ez a kovetkezo 1épések elvégzését jelenti:



Fejezet tartalm* Tartalomjegyzéll

168 Fiiggvények tanulmanyozasa

I. meghatarozzuk (ha nincs megadva) a maximalis értelmezési tartomanyt;

II. meghatarozzuk a tengelymetszeteket;

ITI. meghatarozzuk az aszimptotakat;

IV. az [’ derivélt segitségével tanulmanyozzuk a fiiggvény monotonitisat és
meghatarozzuk a szélséérték-pontokat;

IV. az f” derivalt segitségével tanulmanyozzuk a fiiggvény konvexitasat és
meghatarozzuk az athajlasi pontokat;

V. az eldbbi adatok alapjan elkészitjiik a fliggvény valtozasi tablazatat;

VI. megrajzoljuk a grafikus képet.

Ezeknek a Iépéseknek a betartdsa nem kotelez6, fontos az, hogy a tanulmanyozas
minél atfogobb legyen. Hasznosak lehetnek az alabbi pontositasok.

Erdemes megvizsgélni, hogy a fiiggvény rendelkezik-¢ valamilyen jellegzetes
tulajdonsaggal (paros, paratlan, periodikus).

A folytonossag vizsgalatanal kiszamithatjuk a szakadasi pontokban a jobb és bal
oldali hatarértéket.

A derivalhatésag tanulmanyozasakor a derivalt szakadasi pontjaiban
kiszamitjuk a derivalt jobb és baloldali hatarértékét. A derivalt szakadasi pontjai koziil
néhany kiilonosen fontos kategoriat megemlitiink:

1. Szogpontok. Az 1, € (a, b) pontotaz f:(a, b)) — R fiiggvény (vagy a grafi-

kus kép) szogpontjdnak nevezziik, ha z,-ban a jobb és a baloldali érint6k valamilyen

0 -tol kiilonbozd szoget zarnak be. Ez azt jelenti, hogy 1étezik a jobb és a bal oldali
derivalt, nem egyenlok egymassal és nem mind a ketté végtelen (1asd a 28. abrat).
2. Visszatérési pontok. Az 1, € (a, b) pontot az f:(a, b) — R fiiggvény
(vagy a grafikus kép) visszatérési pontjanak nevezziik, ha a fiiggvény nem derivalhato
z,-ban de a jobb és a baloldali érintdk 0°-os szoget zarnak be. Ez azt jelenti, hogy
1étezik a jobb és a bal olﬂali derivalt, az egyik +oo és a masik —oo (lasd 29. abrat).

¥ y :

28. . # 29.

abra > : > abra
/ X )4 X

Példak —
1. Abrazoljuk az f (z) = z* fiiggvényt.

I. D=R, f:R—=R.
II. A grafikus kép a koordinatatengelyeket a (0, 0) pontban metszi.

f(—2) = (—2)* = —2° = —f (x), tehat a fiiggvény paratlan. (A grafikus kép
szimmetrikus az origora nézve)
III. Filiggbleges aszimptota nincs, mivel f folytonos az egész R -en.

lim f (@) = (—00)® = —00; lim f(@) = (+00)’ = +o0,

T——00 r—+00
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tehat nincs vizszintes aszimptota. Ferde aszimptota sincs, mert
. T . x
lim It ):+oo, lim It ):—i—oo.
T—+00 s T——00

IV. fl(x)=32">0, Vo €R, és egyenléség az z =0 esetén. Ebbdl

kovetkezik, hogy a fiiggvény az R -en novekvo.
V. f"(x) = 6z, tehat a fliggvény konkav a (—o0,0) intervallumon és konvex a

(0,00) intervallumon, tehat az = = 0 pont inflexios pont.

VI. Az elébbi adatok alapjan a valtozasi tablazat a kovetkezd:

z |—o0 0 +00
J @ ++++ 0 ++++
[ @ —_—— 0 ++++
f@ /! 0 /
konkav konvex
A tablazat alapjan a grafikus kép koriilbeliil a 30. abranak megfeleld gorbe.
Y
1 ..................

> 30. abra

2. Abrazoljukaz f: R —» R, f(z)=¢ " fiiggvényt.

Megoldas. A grafikus kép az Oz tengelyt nem metszi, mert az exponencialis
fiiggvény csak szigoruan pozitiv értékeket vesz fel. A lirin e’ =™ =0
egyenldségek alapjan az Ox tengely mindkét iranyban vizszintes aszimptota. A
grafikus kép az Oy tengelyt a (O, 1) pontban metszi. f'(z)= —2ze ™", tehdt az
x =0 pont az egyetlen stacionarius pont. Ez egyben helyi maximum is, mert a
derivalt eléjele pozitivrol negativra valtozik. f”(z) = 2" (2:U2 —1), tehat az

V2

inflexios pontok z,, = iT. (Ezekben a pontokban a masodrendii derivalt eldjele

megvaltozik.) Az eddigi adatok alapjan a kovetkez6 tablazathoz jutunk:
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T -0 —ﬂ 0 ﬁ +00
2 2
f @ +4+++ 0 -
ffa | ++++ 0 - 0 ++4+
f @ / ;i / LN \
2 2 .
A fliggvény konvex a [—oo, — g] és [%, + oo] intervallumokon és konkav
2 2.
a [—i, g] intervallumon. A fiiggvény paros ( f (—x) = f(x)) és ezért a grafikus

kép szimmetrikus az Oy tengelyre nézve. A grafikon a jellegzetes Gauss-féle
A

,,haranggorbe ¥

v

2

3. Abrazoljukaz f: R — R, f(z) = 2sinz — sin 2z fiiggvényt!
Megoldas. Az f(mr—x)=—f(m+x) egyenlség alapjan a fuggvény grafikus
képe az © = w pontra nézve szimmetrikus. Ugyanakkor a fiiggvény periodikus és a

foperiodusa T = 27, tehat elégsé a [O, 2%} intervallumon tanulmanyozni és

abrazolni. f(z) =2sinz —2sinzcosz = 2sinz (1 — cos ), tehat
f'@@=2(1—cosz)(2cosz +1).

: S , 27 .,
Igy a vizsgalt intervallumban csak az £ = 0 és z = Y a stacionarius pontok.
f" @) =2sinz(4cosz —1)=0,
., 1, 1
tehat a masodrendi derivalt az =0, =7, © =27 — arccosz és r = arccosz

pontokban valt eléjelt. Az eddigi adatok szerint az alabbi tdblazatot készithetjiik:
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z| 0 arccos(1/4) 27 /3 T
fla|o + 4+ + 0 -
@0 +4+++ 0 - 0
fa 1o /! Max N 0
konvex | konkav

A tablazat alapjan a grafikus kép a kovetkezo:

v

32. abra

X

4. Abrazoljukaz f: R\ {—1, 1} =R, f(®)=— n fiiggvényt.
:I;‘ J—

Megoldas. A grafikus kép a tengelyeket csak az origdbban metszi. A

1 .
lim f@) = lim f@) = lim—1 =0 egyenl6ségek alapjan az Oz tengely
T——00 T—+00 T—00

T
vizszintes aszimptota mindkét iranyban. A fiiggvény paratlan, tehat a grafikus kép

szimmetrikus az origoéra nézve. Tovabba /lviml ;E = —00, /lviml 5 =400, (és
ST wae el
ez alapjan lim—; = —o00, lim—; =+400), tehat az z=1 ¢és z=—1
=1 ot —1] =1t —1]
<l z>1
egyenleti egyenesek fiiggbleges aszimptotak (mindkét oldalukrol). Mivel
2
fla@= —% < 0 minden megengedett = esetén, a fliggvény csokkend.
z —1
" 2z (x2 + 3) : :
1" (@) = ————=~, tehat az alabbi tdblazatban lathatjuk a fiiggvény valtozasat:
(2" —1)

z |00 -1 0 1 400
fol| ——— ] e | ———-
@ —— 0 ++++ 0 ———— |  ++++ 0
fa@ o N —oof4+00 N\, 0 \, —oo|+4o0 N 0

konkav ‘ konvex ‘ konkav ‘ konvex
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A tablazat alapjan a {—1, 0, 1} halmaz elemei athajlasi pontok (nem mindegyik gyoke

a masodrendl derivaltnak!) és a grafikus kép a 33. abran lathato.

yk
-1 O >
-
33. dbra
5. Abrazoljukaz f :R - R, , f(m) =a", a=1, a > 0 fiiggvényt!
oo, ha a>1 0, ha a >1
I. D=R, lim a" = , lim a" = .
a—+00 0,ha 0<a<1l s o0, ha 0 <a <1

f(0)=1, tehat a grafikus kép az Oy tengelyt a (O, 1) pontban metszi. Mivel

f @) =a" >0 agrafikus kép nem metszi az Oz tengelyt.

II. Az Oz tengely vizszintes aszimptota: y = 0, a —oo -ben, ha a > 1 és 400 -ben,
ha 0 <a <1.

H. f'x)=a"lna>0, ha a>1,¢ f@ <0, ha 0<a<1, tehit a fiiggvény
szigortian monoton és nincs szélséérték pontja.

IV. /") =a"(Ina)’ > 0 minden z € R esetén, tehat a fiiggvény konvex.

V. Az értéktablazat a > 1 esetén.

L] o0 0 +00
f @ ++++ ++++ ++4++ ++++ +++4++
£ () ++++ ++++ ++H++ ++++ FH+++
faw |0 /! 1 Va +00
konvex

Az értéktablazat 0 < a < 1 esetén.

Z ] = 0 —+00
f/(x) - - - - - ——-—-—- ———— — -
£ @) ++++ ++++ FH++ F+++ A+t
f@ | +oo AN 1 . 0

konvex



Fejezet tartalm* Tartalomjegyzéll
Fiuggvények tanulmanyozasa 173
A grafikus kép a 34. abran lathato.
yﬂ
y:ax’ a<‘f’o‘ y_a > a>1 34
. dabra
O X

6. Az el6bbi példaban vizsgaltuk az exponencialis fiiggvényt. A grafikonbol és az
értéktablazatbol is lathatd, hogy a fiiggvény injektiv, f(R)= (0, + o0) ezért az
f*R— R: figgvény sziirjektiv. Mivel injektiv is és szilirjektiv is a fliggvény
bijektiv, tehat van inverz fiiggvénye. Az inverz fliggvény folytonos és derivalhato is
(az altalanos tételek alapjan) €s a grafikus képe az eredeti fliggvény szimmetrikusa az
elsé szdgfelezére nézve, tehdt a f': (0, +o00) = R, f'(x)=log, z fliggvény
grafikus képe az alabbi dbran lathato. A tulajdonsagok vizsgalata nem sziikséges, mert
az exponencidlis fiiggvény esetén ezeket elvégeztik. A konnyebb memoralas

érdekében elkészitettiik a valtozasi tablazatot.
0 < a <1 esetén

a > 1 esetén
z]0 1 +00 zlo 1 +00
7@ | T T ' ++4++ +4+++
———- faql ++++
" ++++ +4+++ o
@ || T @ || o
fa | |-00 / 0 / 4o f@ |40 v 0 —o0
konvex konkav
di
!
\ flx)=logx, a>1
\
4
A
35. abra [e) “‘ x=
\\‘_f(x):logdx, a<l
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7. Abrazoljuk az f: R — (—g, g], f @) = arctgz figgvényt!

Megoldas. D=R= (—oo7 + oo) , lim f(@) = —Z; lim f) = —g,

T—+00 2 T——00
m™ o, s , . . , / .
f(0)=0. y=—— és y=— vizszintes aszimptotak. f'(zx) = > > 0 minden
2 2 1+z
r € R esetén, tehat a fiiggvény szigorian ndvekvd. f”(z) = — ( 2)2 , tehat
1+=z

r =0 az egyetlen inflexiés pont (mivel f”(z)>0, ha 2<0 é f"(@) <0, ha
x > 0). Az eddigiek alapjan a kdvetkez6 tablazatot készithetjiik:

z | —o0 0 +00
f@ ++++ ++++ A+t A
J" @ ++++ 0 S
T fs
@ | —= -
f 5 / 0 /! 5
konvex | konkav
A tablazat alapjan az alabbi grafikus képet rajzolhatjuk.
yﬂ
I
T £ SO
36.
9 > abra
x
.......................... _£
2

S.mewaZﬂRﬁR,ﬂw:ig;:mx@mmzmmmmm

fliggvényt!

Megoldas. A fiiggvény az egész R-en értelmezett és folytonos, a

koordinatatengelyeket  az (0, 0) pontban  metszi. lim f(x) = +o0,
T—+00

lim f(z)=—o00, lim M =400 és lim M = —oo0, tehat a fliggvénynek

T—+00 z—+o00 z——00
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nincs  aszimptotdja. f'(z) = % >0, tehat f szigorGan ndvekvo.
) = % = f@) <0,haz>0¢s f (@) >0,ha <0, tehat a kovetkezd
tablazatot készithetjiik:
z | —o0 0 +00
1@ ++++++++++++++++ R+
'@ +++++++ 0 e
f@ | —0 / 0 / 400

konkav | konvex

A fliggvény grafikus képe az alabbi abran lathato:

y=shx

v

37. abra

9. Az elébbi sh:R — R fiiggvény bijektiv, tehdt van inverze sh™': R — R.
Hatarozzuk meg az inverz fliggvényét és abrazoljuk.
et _ 67f

Megoldas. Megoldjuk az sht = =z egyenletet. Az e' = u valtozdcserét

1 . .
alkalmazzuk u —— = 2z, tehat « = v ++/2* +1. Mivel u = ¢' csak pozitiv lehet
u

kapjuk, hogy €' =z ++/2° +1, ahonnan ¢t =sh 'z =1In (a: + A1+ 27 ), tehat az
inverz fiiggvény

shflx:f(x):ln(x—i— z’ +1).
Ennek a grafikus képét elkészithetjiik a fliggvény tanulmanyozasaval vagy az f és az

' grafikus képe kozti szimmetria segitségével. A szamitasokat nem részletezziik,

mert az elébbi megjegyzés és az elobbi példa értelmében nem sziikségesek a grafikus
kép megrajzolasahoz. A fiiggvény valtozasat a kdvetkezd tablazat tartalmazza.
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z | —o0 0 +00
f @ tH+++++++ A+t At
'@ I o
f@ |~ / 0 / e
konvex | konkav

A grafikus kép az alabbi abran lathato.

y

y *
.
R
.

38. abra

v

10. Abrazoljuk az f(z) =2z +4++/z’ —1 fiiggvényt a maximalis értelmezési
tartomanyan.
Megoldas. I. Hatirozzuk meg a maximalis értelmezési tartoméanyt. z° —1 >0

vagyis D:(—oo, —1}U[1, —i—oo). A fiiggvény grafikus képe nem metszi a

koordinatatengelyeket és a fliggvény nem paros, nem paratlan és nem periodikus.
II. Fligg6leges aszimptota nincs, mert folytonos a D halmazon.

-1 -1
lim f(z)= lim (\/xQ—l—i-x): lim = =0.
T——00 T——00 T——00 [xQ _ 1 —x +oo

Tehat az y = 0 vizszintes aszimptota —oo -ben.

1
lim f(@) =400, m = lim f@ = lim [1+1/1——2] =2,
T—+00 T—+00 €T T—+00 €T

- -1 -1
n= lim (f(@) —mz)= lim (\/xz—l—z):lim = =0.
T——400 (f ) T—+00 eotoo ([? ] +z +o0

Tehat az y = 22 egyenes a 400 -ben ferde aszimptota.

T
II. f'(») =1+ ——
Vo' —1

x = +1 pontokban nem derivalhato.

, ha z € (—oo, —1)U(1, +oo) és a fliggvény az
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(=) =f(-1-0)= lim f'(z) = —o0; j}’ (1) = f'(1+0) =lim f' (@) = +o0.
z——1 z—1
z<—1 z>1

Tehat az x = £1 pontokban végtelen a baloldali, illetve jobboldali derivalt (az
Oy tengellyel parhuzamos bal-, illetve jobboldali fél-érint6).

flfx)<0, ha x<—1 é f'(x)>0, ha z>1, tehat a fiiggvény a (—oo, —1)

intervallumon csdkkend és az (1, + oo) intervallumon novekvo.
1
(m2 — 1) r° —1
tehat a fliggvény konkav az értelmezési tartomanyan.
IV. Az cldbbiek alapjan a kovetkezo valtozasi tablazatot készithetjiik:

@) =— <O,x€(—oo,—1)u(17+oo>,

s [ —1 M 1 400
TRCON T —— = i VT it
ffa | a-emeeea oo - I
f@ o N . / +00

konkav konkav

A tablazat alapjan a grafikus kép a kdvetkezo:

39. dabra

v
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Gyakorlatok és feladatok

Vizsgald meg a kovetkez6 fiiggvények valtozasat és abrazold oket (a maximalis
értelmezési tartomanyukon)!

1
1. f=(z+1(z-1); 2.f@w=x+=; 3. fx)=— 1;
T r —
4. fr)=12"—32" +2; 5.f(x):\/§+x/5—m;6.f(x):$—_3;
o' 44
7. fw)=(z—1)e"; 8. f:[O, 27r]—>]R, f @) =2cosx —cos2z;
9. fmy=3¥Yr — Yz +1; 10. f:[O, 27r]—>R,f(x):sinx‘sin2x;

11. f:[—g,g]—ﬂl%, fx) =tgx+sinz;

12. f:[O, 277]—>R, f @) =sin'  + cos” z;

2

13. f@) =Inz—arctgr; 14. f(@) = (z—17(z+2) ; 15. f@) =

b

2’ 41
16. f(x) = arctg2z; 17. f) = 4f ; 18. f@) =lzl(z+2);
T
2_
19. f) =" —1; 20. f(m) = 2' — 224 20; 21. fa) = L BT
T
22. f(xr)=sinz + cosz; 23. fwy=z—Inz; 24. f(x) =z —sinx;
3
25. f() = 3(z —1)*(z +1); 26. f(a:)zgapr3 .
T—x

27. Melyik nagyobbaz A =e€" vagya B =7"?

28. Melyik nagyobb az A = sin 2002 vagy a B = sin 2001?

29. Hany valos gyoke van az = 4+ e" = 0 egyenletnek? Hatarozz meg egy egységnyi
hosszisagl intervallumot, amely tartalmazza az egyenlet minden gyokét!

30. Hany valoés gyoke van az x1gax =1 egyenletnek? Hatarozz meg egy egységnyi

hosszisagu intervallumot, amely tartalmazza az egyenlet minden gyokét!

31. Hany valds gyoke van az z° = cos z egyenletnek? Hatdrozz meg egy I C [—1, 1]
intervallumot, amely tartalmazza az egyenlet minden gyokét!

32. Hatarozd meg az a, b paramétereket ugy, hogy az y = ax + b egyenleti
egyenes érintse a g(z) =212’ — 32> +2 fliggvény grafikus képét az z, = —1
abszcisszaju pontban.

33. Hogyan kell a b és c¢ egyiitthatokat megvalasztanunk, hogyha azt akarjuk az
f @) = 2* + br + ¢ fliggvény grafikonja érintse a g (z) = ¢” fiiggvény grafikonjat az
x = 0 pontban?
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34. Hatirozd meg az f(x)=2z—asinz fliggvény minimumat a [O, 7r/2}

intervallumon az a paraméter fliggvényében.
35. Milyen a alapszamok esetén lehet olyan szamot talalni, amely egyenld sajat a
alapt logaritmusaval?

2 2
36. Az pel +’Z—2 =1 egyenleti ellipszisbe irjal be maximalis teriileti, az ellipszis
tengelyeivel parhuzamos oldalt téglalapot (0 < b < a).
37. Hatirozd meg az M (p, p) pont és az y° = 2px parabola pontjai kozotti

legrévidebb tavolsagot.

38. Hatirozd meg az A(2, 0) pont és a z* + > =1 kor pontjai kdzotti legkisebb és

legnagyobb tavolsagot.
2 2
39. Hatarozd meg az x_2 + z—z =1 (0<b<a) ellipszis B(O, b) pontjan athalado
a
leghosszabb hurjat.

40. Készitsd el a kovetkezd fiiggvények grafikus képét! (a masodrendii derivalt is
sziikséges)

l—z Inz
a) f (r) = arccos ; b) f () = —; c) f(x)=¢e?
)/ 1-22 )/ Jz )/

c a2
“sin z;

2 . .
d) f(x):arcsinH—xZ; e) far=3z—2"; ) fa=Y® Y2’ +1;
T

4 3

T T
T 3 h) fay=1-z+ .
1+ 2)’ )/ 3+

g) f(»=

41. Hatirozd meg az f (r) = max {2 |z, |1+ :L'|} fliggvény maximumat.

42. Bizonyitsd be a kovetkez6 egyenl6tlenségeket:
a) |asinx +bcosx| <o+ ; b) |31: —x3| <2,halz|<2.

43. Hatarozd meg az alabbi fiiggvények szeélsoértékeit:
2 n

a) fx) = [1 +x+ % + o+ x—' e ",(n természetes szam);
! n!

1 2
b) fary=2°(1—12x)s3.
44. Bizonyitsd be az alabbi egyenl6tlenségeket és magyarazd meg a geometriai
jelentéstiket:
z Y Tty
) et (2y):

b) zlnz+ylny > (z+y)ln

x;y,hax>0ésy>0.
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8.5. A kupszeletek grafikus abrazolasa
8.5.1. A kor

Ha a kor kozéppontja C(a,b) és sugara r, az egyenlete
(K) @ —a? +(y—b) =r".
Kifejezziik az y valtozot = fliggvényében:
(y—b) =r* —@—a?, y, =b+.Jr’ —(z—a), igy a kor a kovetkezd
két folytonos fiiggvénnyel hozhato Gsszefliggésbe:
f(@)=b+~r" —@—a? é f(z)=b—+r’—(x—a)?, e két fiiggvény
grafikonja egyiitt alkotja a (K) kért: K =G, UG, .

Tanulményozzuk az f,(z) = b+ r’ —(x —a)* fiiggvényt!

I. A maximalis értelmezési tartomany az 7° —(x—a)® >0 egyenlStlenség
megolddsa. Az (z—a)? <71’ egyenldtlenség ekvivalens a |z—al<r,
egyenlétlenséggel, tehat —r <z —a < r ésigy a megoldas D =[a —r,a + 7.

II. A fliggvény derivaltja f{z)= w0 _ (@-d)
2Jr? — (z — a)? Jrt — @ —ay?

fuggvény novekvé az [a—r,a] intervallumon és csokkend az [a,a + 7]

intervallumon. A masodrendii derivaltbol lathato, hogy a fiiggvény konkav.

ITII. Mivel az értelmezési tartomany korlatos és a fliggvény is korlatos, nincsenek

aszimptotak.

IV. A fiiggvény valtozasi tablazata

, tehat a

T a—r a a-+r
f],(w) ’Jroc + O - 7:>o|
ol - - = - -
f(z) b b+ N\ b

Tehat a grafikus kép a kovetkez6 (a 41. dbran az f, grafikus képe lathato)

h

yﬂ y‘

40.

b : [ S—
abra \ / dbra

Megjegyzés. A kor egyenlete, (K) (z—a)> 4 (y—b) =1 a két valtozé (z és y)

v

kozott egy relacio, de ez a relacio nem fiiggvény (a hozzarendelés nem egyértelmii).
Altalaban, ha f:D, x D, — R egy fiiggvény, akkor az f(z,y) =0 egyenletet a
megoldasok altal meghatarozott gorbe implicit egyenletének nevezziik.
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Ha a kor egyenletét valamelyik valtozora megoldjuk (példaul y - ra), az

Yo, =bEtr’ —(z—a),
kifejezéshez jutunk, tehat az

fila—ra+r]—=Dbb+r], f(z)=b+r’—(@—a) és
fila—ra+r]—=[b—mrb], f@)=b—r'—@—a)’.

folytonos fiiggvények adjak a megoldast. Mindkét fiiggvény derivalhaté az
(a—r,a+r) nyilt intervallumon, z=a—7r ¢é 2z =a-+r pontokban nem
derivalhatoak, mert a jobb- illetve baloldali derivalt értéke nem véges (van fiiggdleges

érinté (a — r)-ben és (a + r) -ben).

8.5.2. Az ellipszis

Az ellipszis egyenlete () % 4 z_j —1,ahol a,b>0.
a

Az el6bbi gondolatmenet alapjan; — iﬁ./(f _ 22 ,tehat az
a
£ i [-a,a] — [0,b], fi(z)= ﬁxlaQ — 1’ €s
a
A e —
fi :[—a,a]—>[—b,0], f;(m):__ az_xz :
a
folytonos fliggvényeket kell dbrazolni. (£ = G, U G, ). Ezeknek a fuggvényeknek a
grafikus képe a 42. abran lathato:

A A

8.5.3. A hiperbola 42 dbra
A hiperbola egyenlete
2 2
(H) I_Z_z_QzLahol a,b>0.
a

Kifejezziik az y valtozot = fliggvényében:
Y= :N:E\/ac2 —a®.
a
Tehat a hiperbola a kovetkezo két folytonos fliggvény grafikus képének egyesitése:
fi i (—o00,—alUla,+o0) = R, f(z)= U v’ —a’ és
a
b
f i (—o0,—a]Ula,+0) = R, f(z)=——~z"—a’.
a

Tanulmanyozzuk az f flggvényt és abrazoljuk grafikusan (az f, grafikus képe az f,
grafikus képének az Oz szerinti szimmetrikusa, az abran szaggatott vonallal jel6ltiik be).
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f(@) o ) L
m = lim =~ = lim & L= lim & = )
T——00 €T T——00 €T T——00 €T a
. . b 2 2 b
n= lim [f(z) —mz|= lim |—V2* —a’ +—2z|=0,
T——00 z——00| g a

tehat (—oo) - ben a ferde aszimptota egyenlete , — — L
a

(+00)-ben m = lim 1) = 2, n =0, igy a ferde aszimptota egyenlete ; = ﬁ;,;
a a

T—+00
IL ' (z)= b__ % nem értelmezett az z = £ a pontokban, negativ ha z < 0
az® —a’
. " . —a . / a . .
és pozitivha z > 0. lim f'(z) = — = —o0, lim f(2) = — = +o00, tehat —a - nél
b lim f/() = % = —oo, i (0) =

a baloldali derivalt f'(—a—) = —oc, a- nal a jobboldali derivalt f'(a+) = +o0.
ITI. Az el6bbick alapjan az értéktablazat a kovetkezo:

z —0 —a /I a +o0
(@) - - N 111 7 + +
f@) | +oo N 0 /11 0 /! +oo

A 43. abran lathat6 a fiiggvények grafikus képe (tehat a hipergpla)

<D
gt

43.

abra i

2.3.4. A parabola
(P) y* = 2px, tételezziik fel, hogy p > 0.
Kifejezziik az y valtozot x fliggvényében:
Yy = /2pz .
£ :10,400) = [0,+09), £(x) = V2pz » f, :[0,400) — (—00,0], f(x) = —y2pz -
Az f fiiggvény valtozasa az alabbi tablazatbol olvashato ki és a grafikus kép a 44.
abran lathato (a szaggatott vonal az f, grafikus képét abrazolja):

T 0 “+00
£ (2) lio +
£ (@) -
fi(@) 0 /! +00
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yAL
O —
-
44. dabra
Gyakorlatok

1. Bizonyitsd be, hogy a K : z° +y° =1 kor nem lehet egyetlen fiiggvénynek sem

a grafikus képe, de lehet két kiilonb6z0 fiiggvény grafikus képének az egyesitése.
2 2

2. Szamitsd ki azon haromszog keriiletét, amelyet az % — % — 1= 0 hiperbola két

aszimptotaja a 9z + 2y — 25 = 0 egyenessel bezar.
3. Rajzold meg az alabbi fiiggvények grafikus képét:

a) f:D—R, flx)y=+z+1;

b) f:D— R, f(:z:)z% 1+2z)5—2x);

c) f:D—R, f(x):%\/x2—2x—3.

4. Az f(z)= e képlettel értelmezett fiiggvény (f:R — R) grafikus képét

Gauss-féle gorbének nevezik. Hatarozd meg azokat a pontokat, amelyben az O
kdzéppontl, egységsugari kor metszi ezt a gorbét. Bizonyitsd be, hogy a két gorbe
Oy tengelyen fekvo k6zos pontjaban kozos az érintdjiik.

5. Ird fel részletesebben és abrazold az me +y'T|y|

=1 egyenletet teljesitd (;p,y)
ponthalmazt.

6. Rajzold meg az f:R =R, f(z)=

2
:v__l‘ képlettel értelmezett fliggvény
4
grafikus képét.

8.6. Egyenletek vizsgalata
8.6.1. A gyokok szétvalasztasa grafikus modszerrel

Ha az f(z) = 0 alaka egyenlet gyokeinek (valds gyokok) pontos értékét nem

tudjuk meghatarozni (nincs modszer vagy eljaras), akkor egy fontos 1épésnek
tekinthet6 az, hogy megmondjuk hany valos gydke van az egyenletnek, és mindegyik
gyokre meghatdrozunk egy elég kis intervallumot, amelyben a gyok talalhato. Az
ilyen jellegli szamitasokat, a gy6kok szétvailasztasanak (szepardlasanak) nevezzik.
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Az f(x)=0 alaka egyenletek esetében, ha az f fliggvény folytonos és
derivalhato, tanulmanyozzuk a fliggvényt és abrazoljuk grafikusan. Ahol a grafikus
kép metszi az Oz tengelyt, ott vannak az egyenlet gyokei. A gyokoket kozelitdleg a
grafikus kép alapjan olvashatjuk le, az intervallumokat pedig, amelyekben a gyokok
vannak, probalgatassal (probaszamitas) allapitjuk meg a kovetkezd példaban
bemutatott modszerrel.

Példak

1. Valasszuk szét az f(z) = 2° — 32° — 92 + 10 = 0 egyenlet valos gyokeit!

I. f'(x) = 32" — 62 —9 (derivaltuk az f(z) fiiggvényt). f'(z) =0, ha 2, = —1 és
z, = 3. Vizsgaljuk a fliggvényt az elsérendii derivalt segitségével.

T —00 -1 3 +o00
f'(z) + 0 - 0 +
f(z) —00 /! 15 AV -17 / +00

A tablazatbol leolvashatd, hogy a fliggvény az | — (700771) intervallumon

szigoran ndvekvd, negativ és pozitiv értékeket is felvesz (f(—1)>0 ¢és
lim f(z) = —oco). Igy pontosan egy gyok létezik az I, intervallumban. Az

I, =(-1,3) intervallumon a fliggvény szigorGan csokkend, f(—1)=15>0 ¢és
f(8)=—17 < 0, tehat (mivel f folytonos) pontosan egy z, € (—1,3) = I, létezik

ugy, hogy f(z,)=0.Az I, = (3,00)— ban is f(3)=—17 <0, lim f(z) = + o0,

T—+00

tehat /, - ban is pontosan egy gyok van. Tehat az egyenletnek harom valos gydke van
¢s ezekre g, ¢ (_oo,_ 1); z, € (=1,3); 7, € (3,+00). Ezt a fliggvény grafikus
képérol is leolvashatjuk, ha ezt elkészitjilk. Ha a gyokoket pontosabban lokalizalni
szeretnénk, akkor a becsléseket végzink. z, € (—3,—2), mivel f(—2)=8>0,
f(=3)=-17<0. =z, €(0,1), mivel f(0)=10>0, f1)=-1<0. =z, €(4,5),
mivel f(4)=-10<0, f(5)=15>0. vt

A 45. abran a fliggvény grafikus képe lathato.

45. dabra

2. Hany megoldasa van a sinz = g egyenletnek?
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Megoldas. Abrazoljuk az f és a g fiiggvény grafikus képét és megvizsgaljuk,
hogy a két grafikus kép hany pontban metszi egymadst (és milyen intervallumba

keriilnek a metszéspontok abszcisszai). Az abrardl leolvashatjuk, hogy a () = <
2

egyenes harom helyen metszi az f(z) =sinz grafikus képét: , o [_W _ l},
1 ? 2

,1'2 :O éS Ise[gﬂr]. y“ (L
&ﬁ\
Y
sinx h
\ oy A .
AW \ X
\i \ 46. dbra

3. (Paramétertdl fiiggd egyenlet targyalasa)
Targyaljuk a P(x) =0 egyenletet, ahol P(z) =2 —az’ +a, a valds
paraméter. (Az egyenletet targyalni azt jelenti, hogy meghatarozni a valos gyokok

szamat, ha az a paraméter valtozik.)
3

Megoldas. Fejezziik ki az a paramétert az egyenletb6l a = — T (Mivel
:l;’ Ju—
P1)=1=0 és P(-1)=—-1=0 sem az z =1, sem az nem gyoke az eredeti
egyenletnek egyetlen o esetén sem). A tovabbiakban tanulmanyozzuk az
3
flz)= 2:1: 1 fliggvényt és a g(z) = a allando fiiggvényt:
e
2’ (2° =3
f/($)=<—2>:0¢>$1 =0, o3 ::I:\/§
(+* =1)
B e —/3 -1 0 1 V3 +00
f'(@) + 0 - | -0 - | - 0 4
f@) | o / 3J2§ NN N LN ? o foo
Az x==1 egyenesek fliggdleges aszimptotak, ugyanakkor m = lim @ =1Ln=0,
T——00
tehat az elsd szogfelez6 ferde aszimptota a +oo felé. Az m = lim f@) =Ln=0
z—+00
egyenldségekbdl kovetkezik, hogy az y = x egyenletli egyenes a —oo felé is ferde

aszimptota. A derivalt eldjelébol kovetkezik, hogy ;s maximumpont €s

5 B
’ 2

N

43 38 ] minimumpont. A 47. abra a grafikus képet mutatja.
T2
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Y
Has] . A
47 A s
abra : '
O »\ X,

A grafikus képrol leolvashatd, hogy az f ﬁiggvén:y grafikus képe hany pontban

metszi a g(z) = a fiiggvény grafikus képét, ha az a értéke valtozik. Ezt tablazattal
mutatjuk be:

a értékei A gyokok szama és elhelyezkedése
a<—¥ z, 6(—00,—\/5), z, 6(—\/5,—1), z, €(0,1)
:7¥ z, =1, = —/3, 7, € (0,1)
f¥<a<0 z, € (0,1)
a=0 T =2, =2, =0
0<a<¥ z, € (=1,0)
:% x, =z, =3, z, € (—1,0)
a>¥ xl6(—1,0),x2€(1,\/§),x36(\/§,oo)

8.6.2. A gyokok szétvalasztasa a Rolle-tétel alapjan (A Rolle-sorozat)

Az f(r) =0 egyenlet két egymasutin kovetkezé gydke kozott az f'(x) = 0
egyenletnek van legalabb egy gyoke. Szimbolikusan, ha f(z,) = f(z,) = 0 (ahol z,
és x, két egymas utan kovetkezd gyok), akkor Rolle tétele alapjan létezik
¢ € (xl,xQ) gy, hogy f/(c,) =0.Haaz f fiiggvény derivalhato, legyen o és 3 az

f(r) =0 egyenlet két egymdasutan kdvetkezd valos gydke. hany gyoke lehet az
eredeti f(z) =0 egyenletnek o és 3 kozott? Ha az f(z) = 0 egyenletnek o és (8
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kozott lenne legalabb két gyoke, z, < z,, akkor Rolle tételét alkalmazva az [z,,x, ]
intervallumon [ -re, létezne c € (z,,1z,) Ugy, hogy f'(c)=0, a<c<f és
f'(a) = f'(c) = f'(B). Ez ellentmond annak, hogy « és (3 az f'(z) =0 egyenlet
két egymasutan kovetkezd gyoke. Tehat az o és [ kozott az f(x) = 0 egyenletnek
legfeljebb egy gyoke van. Ha f(«)- f(5) <0, akkor pontosan egy gyodk van,
ellenkezé esetben nincs gyok. Tehat ha az f/(z) = 0 egyenlet valos gyokeit ki tudjuk
szamitani és ezek novekvd sorrendbe rendezve a <z, <z, <.. <z, <b, akkor

elkészithetjiik a kovetkezo tablazatot:
x | a Ty Ly Z, b

f@ | lmf@  f@)  f@) - f)  lmf@

x,/'b

Haaz (a,z,), (%,,%,),...,(z,,b) intervallumok valamelyikének a végpontjaiban

az f figgvény értékei kiillonbozo eldjeliek (a fliggvénynek eldjelvaltasa van), akkor
az f(r) =0 egyenletnek van ebben az intervallumban egy és csakis egy gyoke, ha

pedig a fiiggvény értékei azonos eldjeliiek, akkor az egyenletnek nincs gydke abban
az intervallumban.
Mivel a fenti intervallumok lefedik az f fiiggvény értelmezési tartomanyat

(f:(a,b) = R), az f(z) =0 egyenlet gyokeit szétvalasztottuk. A tablazat masodik
sorat nevezziik Rolle-sorozatnak.
Példak
1. Adott az f(z) = 32" —4a® —122” +10 = 0 egyenlet. Valasszuk szét az egyenlet gyokeit!
Megoldas. f'(z) = 12:v(x2 -z —2) =0<2=-1 =0, z=2. A Rolle-sorozat a kdvetkezo:
z | —x -1 0 2 +00
f@) | +e +5 +10 22 +00

A (—o0,—1) intervallum végpontjaiban az f figgvény értékei azonos eldjeliiek, tehat

nincs itt gyoke. (—1,0)-ban ugyanaz az eset, (0,2)-ben el6jelvaltas van, tehat létezik

z, €(0,2), amelyre f(z,) =0. Hasonléan létezik z, € (2,+00) Ggy, hogy f(z,)=0.

Tehat az egyenletnek két valos gyoke van. Mivel f(1)=-3<0,f(3)=37>0,

kovetkezik, hogy z, € (1,2) és z, € (2,3), tehat az intervallumokat az I, = (1,2) ¢és

I, = (2,3) intervallumokra sziikitettiik le.

2. (Paraméteres egyenlet targyalasa az a € R valds paraméter szerint.)

Targyaljuk az a valos paraméter szerint a kdvetkezd egyenlet valds gyokeit:
f(z)=3z" —42® —122° +a=0.

Megoldas. Az f'(z)=0 egyenlet gydkei 2 = -1,z =0 é x =2, a Rolle-

sorozat a kdvetkezo

(lim f(z) = +oo, lim f(z)= +o0):
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r | - -1 0 2 400
f@) | 40 a-5 a a—32 4o

A masodik sorban szerepld kifejezések eldjele érdekel benniinket. Ezt az alabbi

tablazatok adjak:
a | —00 5 400 , a | —00 32 400
a—> | — 0 + es a— 32 | — 0 +

A kifejezések zérushelyei a, =0, a, =5, a; = 32. A kovetkez6 eseteket kell

targyalnunk: ¢ <0, a=0,0<a <5, a=55<a<32,1=32 a>32.
A targyalast az alabbi tablazatban foglaljuk 6ssze:

lal =z —00 -1 0 2 400 Kovetkeztetések a valos
f@) | +00 a—5 a a—32 +00 gyOkokre
a<0 + — — — + xle(_ooﬂ_]‘)’ $2€(27OO)
W0 . - 0 B N z, € (—o0,—1), z, =2, =0,
z, € (2,00)
—o0,—1), =, € (—1,0),
0<a<b i B i B i 1'16( 00, )’$2€( a)
z, €(0,2), z, € (2,00)
Vs N 0 N B N r,=x,=-1, z, €(0,2),
z, € (2,00)
D<a<32 + + + - + 7, €(0,2), z, € (2,00)
a=32 + + + 0 + T =1, =2
a> 32 + + + + + nincs valés gyok
Gyakorlatok

1. Vilaszd szét az 7° — 32> — 97 + 8 = 0 egyenlet valds gyokeit.
2. Valaszd szét a kovetkez6 egyenletek valos gyokeit:
a) 2’ —42” +72-12=0; b) 2° — 52" — 502 +10=0;
c) vz’ -2z =9 -2, d) |x4—1|:x—|—2.
3. Targyald az m valos paraméter szerint a kovetkezo egyenlet valos gyokeit:
flo)y=2"-32"-92+m=0.
4. A grafikus modszer alkalmazasaval valaszd szét a kovetkezo egyenletek valos
gyokeit:

a) 2° = 317, b) ' =cosz; c) sinz = 2°;

d)lgz+2=0; e) lgz =sinz; f) tgxr+2—-1=0.
5. Targyald az o € R paraméter szerint a kovetkezd egyenletek valos gyokeit:

a) 2’ —arx+1=0; b)ar’—2—0a=0; c)e' =x+a;

d) nz=xz+a; e) sinz +cosz =a; f) s -V +a=0;

g) v —22° +a=0; h)arctgz = az .

Tovabb |
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