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V. Derivalhato fiiggvények

5.1. A derivalt fogalmahoz vezeté feladatok
1. A sebesség értelmezése

Legyen az M egy egyenes vonalll egyenletes mozgast végz0 pont. Ez azt
jelenti, hogy a mozgas palyaja egyenes és az egyenld idokozokben megtett utak
egymassal egyenldk (a megtett Gt aranyos az id6vel).

A mozgas v sebességét megkapjuk, ha megmérjiik bizonyos szamu ¢
idéegység alatt megtett Ut s hosszat, és ezt elosztjuk az s Ut megtételéhez sziikséges

¢ idével: v = ;

Mivel a mozg6 pont sebessége minden iddszakban egyenld v -vel, azt mondjuk,
hogy e mozgas sebessége barmely iddpillanatban éppen v -vel egyenld.

Tegyiik fel most, hogy az M pont adott irdnyba egyenes vonal, de nem
egyenletes mozgast végez vagyis, hogy az egyenl6 idokozokben megtett utak altalaban
nem egyenlok egymassal (a megtett it nem aranyos az idovel). Mit értiink tehat ebben
az esetben a mozgo pont sebességén egy adott idopontban (a ¢ idépillanatban)?

Ha s(t)-vel jeloljik a ¢ 1d6 alatt megtett utat, akkor a ¢, és ¢ idopontok kozott

megtett ut hossza As = s(t)—s(t,). Ezt az utat a test At =¢—¢, id§ alatt teszi
meg. Tehat ezen az utszakaszon az atlagos kdzepes sebesség
_As s(t)—s(t,)
FTAL it
Ha ennek a kifejezésnek van hatarértéke, amikor ¢ — ¢,, akkor azt mondjuk, hogy ez
a hatarérték a test sebessége a ¢, id6pontban. Ezt a sebességet v(to)-val jeloljiik.
Tehat

ha ez a hatarérték létezik.
Megjegyzés. Barmilyen mennyiség valtozasi sebességét ehhez hasonldan
értelmezzikk. Ha f: D — R egy M mennyiség id6beli valtozasat leiro fliggvény (a
valtozoja a t -1d0), akkor az M valtozasanak sebessége a ¢, idopillanatban a
t)— f (1
Uy (to) = lim Af = lim—f( )= (k)
At—0 At t—ty t— to

hatarérték, ha ez 1étezik.
2. Az érinto probléma

Tekintsiik az f:[0, 7] — R, f(x) =sinz fuggvényt. Jeloljik m(x)-szel az
M, [7r V2

Z,?J és M(z,sin z) pontokon athalado egyenes iranytényezojét.
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Van-e a «, fiiggvénynek hatarértéke, ha A
0
T — —? ]
M(x, sinx
Az M M hir irdnytangensét vizsgaljuk: Mg,_/_ﬁ 4
. . T S
sinz — sin — . >
x _
4 17. dbra

Tehat meg kell vizsgalnunk, hogy 1étezik-e az

. LT

sin z — sin —

m = lim m(z) = lim
™ ™

T
ZHZ ZHZ T — Z
hatarérték. Alakitsuk at a kifejezést:
T T s
- T —— T+ — T r——
sinx —sin—  2sin 4 Cos 4 T+ — sin 4
4 _ 2 2 _ cos
T [ 9 T
r—— Tr—— T ——
4 4 4
2
T
"
. . T T . 4
Sin xr — sin — T+ — sin
Tehat a hatarérték: hn%—w = lim cos 4. lim %r =
IHI €T — — JIHZ lHZ €T — —
4 4
2
. T
. 2 A
:cosz-limsmt:1-cos£:£,aholt: 4 ést—>0,hax—>z.
4 t=0 ¢ 4 2 4

Mivel a harok egyre jobban kozelednek az M, [z, sin g] ponton athaladd6 m = g
iranytényez0jli egyeneshez azt mondjuk, hogy ez az egyenes az f grafikus képéhez
huzott érinté az M, pontban. Tehat az érintd egyenlete
V2 2 [ 7r]
y——=—\x——|.
2 2 4
Altalaban, ha f: D — R egy fiiggvény és z, € D egy torlodasi pontja D -nek, akkor
f(z) = f(=))

T —x,

az z, ponton athaladé hurok iranytényez6i m(z) =

létezik a lim &L= F(@0)

T T —x,

alakuak, tehat ha

hatarérték, akkor azt mondjuk, hogy a fiiggvény grafikus

képének van érintdje x, abszcissz4ju pontban és az érintd irdnytényezdje az elobbi
hatarérték.
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Megjegyzés. A kor esetén az érint6t Ggy értelmeztilk, mint egy egyenes, amely
pontosan egy pontba metszi a kort. Ez az értelmezés altaldban nem hasznalhato.
Példaul az f: R — R, f(z) = |z| fuggvény grafikus képét az origdn athalado Gsszes
egyenes egy pontban metszi, mégsem mondanank azt, hogy ezek érintik a grafikus
képet (lasd a 18. abrat).

Y

18. abra

..

------

5.2. A derivalt értelmezése

Az  elébbi  problémak  mindegyikében lim M
T, T — 1;0

alaku

hatarértékekehez juttunk. Ez motivalja a kovetkez6 fogalom bevezetését.
Ertelmezés. Legyen 7, € D a D halmaz egy torlodasi pontja. Azt mondjuk, hogy

az f:D— R flggvénynek az =z, pontban van derivaltia, ha Ilétezik a

i f@—f(z,)

T T — a:(J

hatarérték. Ezt a hatarértéket nevezziik a fiiggvény z, pontbeli

derivaltianak (vagy differencialhanyadosanak) és igy jeloljiik:
f’(xo):limf(x)_ﬂ%) Af

= lim —.
z—1) T — T, Az—0 Ax

A
y /
M(x, f(x))
fx) Sx) 19. dbra
/
>

O Xy X X

Ertelmezés. Az f: D — R fliggvényt derivalhatonak nevezziik az z, helyen, ha

az f'(z,) = lim L@ = F (%)

Ty r—Z,

hatarérték 1étezik és véges.
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Megjegyzés. Ha létezik az f'(z,) véges szam akkor minden € > 0 szdmhoz van

f($)_f($°)—f/($0)

olyan 6 > 0, hogy ha 0 <|$—x0| < 6 akkor
T —1,

<e.

—_ J— / N
Ezta lim|f(x) [ () = () (@ %)I = 0 alakban is irhatjuk.

T €T — xO

Ertelmezés. 1. Ha az f fiiggvény az E C D halmaz minden pontjaban
derivalhato, akkor azt mondjuk, hogy az f fliggvény az E halmazon derivalhato
fiiggvény.
2. Aztaz f': E — R fiiggvényt, amely minden z € E esetén f'(z,)-val egyenld
az f fliggvény derivalt fiiggvényének nevezziik (vagy roviden derivaltjanak) és f’ -tal
vagy Z—f -el jeloljik. (Leibniz jelolése)
x

A derivalt geometriai jelentése. A bevezeté problémak alapjan azt mondjuki,
hogy az f fiiggvény grafikus képének az M, (xo, f (mo)) pontjaban létezik érintéje,
ha létezik az f fiiggvénynek az x, pontjaban a derivaltja (differencialhanyadosa). Az
érinté iranytangense f'(z,) = m, tehat az érint6 egyenlete

y—fa)=1"(z) (z—=).
Példak. 1. Vizsgaljukaz f: R — R, f(z) = 2” fliggvény derivalhatosagat.

Megoldas. Rogzitsink egy x, € R pontot és tekintsik az z,-ban a kovetkezd
hatarértéket:

@) —Jlzx T—x,)(r+z
limf—f(o):hm( o) 0>:lim(x+x0):2xo.
=1 T — xo T3 T — m() =)

Tehat az f fiiggvény az z, pontban derivalhato és f'(z,) = 2z,. Az z, € R
pont semmilyen kiilonleges tulajdonsagat nem hasznaltuk fel, ezért a fiiggvény
minden z € R pontban derivalhato és a derivalt fiiggvény

ffrR—=R, flx)=2z.
Az eredmény szemléletesen azt jelenti, hogy az y = 2” parabolanak minden pontjaban
van érintdje. Az M, (xo, xj) pontbeli érintd egyenlete y — z; = 2z, (z — z,) vagy

y=2z,-T—7,.
2. Tanulmanyozzuk az f:R —R, f@ =2", ahol neN fiiggvény
derivalhatosagat.
Megoldas. Rogzitsiink egy z, € R pontot.
hmf(m)_f(x())zl ‘Z‘H_ ) [nlxnlk k] n—1

—% =1lim =n-z, ,

T €r — xo T—=Ty o — "EO T &
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n—1-k _k n—1

mert lim z r, =z, , ha ke {l,2,3,....,n—1} és az Osszegnek n tagja van.

Tehat a fiiggvény minden z, € R pontban derivalhatd és f'(z,)=n-z;". fgy a
vizsgalt fliggvény derivalt fliggvénye (vagy egyszerlien a derivaltja):

ff"R=R, ffamy=n-2"",VzeR.
Kovetkezmény. Az f:R — R, f@) =c, ahol c€ R, egy adott allando
fiiggvény derivaltja minden z, € R pontban f(z,)=0.
3. Tanulmanyozzuk az f: R — R, f(x) = |2| fliggvény derivalhatosagat!
Megoldas. Rogzitsiink elészor egy z, > 0 szamot. Ha |x — x0| < 2—0 akkor z is
ol —|z,| . @

., . . @ —f(z . . - ,
pozitiv (z > 0) és igy lim / (z) = lim lim 220 — 1. Tehat
T T — I, oI L — T, = — T,

f'(z,)=1, ha =z,>0. Ha =z,<0 akkor az el8z0khdz hasonléan

. (x)— [z .
hm—f f< 0>:hm
T, T —x, =Ty — T, T=r po— X

1, haz>0
) — )
5 <0.Ha g, =0 akkor 2= (@) _lal _
T — 1, x -1, ha 2 <0

ot 7 TN et PO f(z,)=-1 ha

. Ebbol leolvashato,

hogy az z, = 0 pontban nem létezik az f derivaltja. Tehat az f fliggvény az R
halmazon derivalhato.

5.3. Derivalhat¢ fiiggvények folytonossaga

Tétel. Ha az f: D — R fiuggvény derivalhaté az z, € D pontban, akkor ez a
fiiggvény folytonos az x, pontban.
Bizonyitas. Az értelmezés alapjan x, torlodasi pontja D -nek és

f'(zy) = f(x)_—f(%) + a(z), ahol lim o (z) = 0, tehat
T — 7, —
f@ = f(z,)

= f'(z,) —a @) ésigy
T — 7,

f@ = f(z,)+ f () (z —z) —a@(z—x,).
Ebbdl kapjuk, hogy lim f(2) = f (;ro), ami azt jelenti, hogy f folytonos az z, € D
pontban.
5.4. Jobb- és baloldali derivalt

A jobb- és baloldali hatarértékhez hasonldéan értelmezhetjiik egy fliggvény jobb-
illetve baloldali derivaltjat is.
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Ertelmezés. 1. Ha 1, € D torlodsi pontja a (oo, 7, ) N D halmaznak és létezik

a lim —f(x) _ f(%)

T—Ty €T — $0

<1

hatarérték, akkor ezt az f figgvény baloldali derivaltianak

nevezziik az x, pontban és f (z,)-val vagy f’(z, — 0)-val jeldljiik. Tehat

oy e o) g T @ F ()
1 () = f' (5, = 0) = lim p——

<1
2. Ha =z,€D torlodasi pontja a (xo, —|—oo)ﬂD halmaznak és létezik a

lim f@ = f(z,)

T3 €T — :1;0

z>1)

hatarérték, akkor ezt az f fliggvény jobboldali derivaltianak

nevezziik z, pontban és fj/ (%)—Val vagy f' (xo + 0) -val jeloljik. Tehat

@)= f (2, +0) = hmf(“")_—f(%).
1:;,0 =%

Megjegyzés. Ha =z, torlodasi pontja a (—oo, %) ND ¢és (:1:0, + oo) NnD

halmazoknak, az f: D — R fliggvény pontosan akkor derivalhat6 az z, pontban, ha
!/ /

b (%) =/ (xo)

Gyakorlatok

1. Derivalhatok-e az alabbi fiiggvények a megadott pontokban?
a) f@) =x-lzl,az x, = 0 pontban;
b) f() =1Inlzl,az 2, =1 és z, = —1 pontokban;

c) f)= ‘(w —1*(z+1)’|,az 1, = —1 és x, = 1 pontokban;

.2

sin” z
d) f(a)=—————— az z, = —1 és z, = 1 pontokban;
)/ e +z+1 ’ ’ P

1—$2, ha |21 <1
z x, =1 és x, = —1 pontokban;

e (r) = a
)/ {1—|x|,ha lz| > 1

f) f(z) = arccos(4z —1) az z, = i pontban;

In(z* +1), 2>0
)= az x, = 0 pontban;
g =) z’ + 5z, z <0 ’ P
Jr+1, z>-1
h) f(z) =1, 11 az x, = —1 pontban;
, T<-1

z—1
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3 -1 zz>0
i) f(z)= az x, = 0 pontban.

sin z, x <0
2. a) Hatarozd meg az a,b paraméterek értékét ugy, hogy az f:(0,00) — R,

In* z, T € (O,e] )
flz)= fliggvény derivalhat6 legyen e -ben.

ar’ +br+c, z>e
b) Hatarozd meg az a,b paraméterek értékét ugy, hogy az f:[-1,1]— R,

sinx

, ze€|—10
flxy=4 7 { ) figgvény derivalhato legyen 0 -ban, majd bizonyitsd

2t +ar+0b, z 6[0,1

be, hogy az igy meghatarozott a,b értékekre |f(z)| <1, Vz € [-11].

5.5. A gyokfiiggvény derivaltja
Tekintsiik az f : (O, + oo) — R, fw=vz,necN fliggvényt. 7, > 0 esetén
lim—w_m = lim \l/f_@ - =
Tz p — z, z— T (W) _ (W)
lim Vo —yfn =
=1 (Q/— _ %)(n/xn—l 4 xnﬁxo 4.4z xg—l)
1 1 1o

1
- nfn—1 nf»n—1 nfn—1 - nfn—1 - ;
T, +iz, +..+3x nyY T,

Az f tehat minden z > 0 pontban derivalhato és

L

L 1 1
n/_(L‘/:[fE"] - —.pn = —
( ) n n'n[xn—l

Gyakorlatok. Hatarozd meg a kovetkezd fiiggvények maximalis derivalhatosagi

tartomanyat és szamitsd ki a derivaltjat:
2

1. f) =z, 2. f@) =a%; 3. fa)=2"Vr;
4. f@)=Q2z+1)(¥r +3VT +1).

5.6. Az exponencialis fiiggvény derivaltja
Vizsgaljukmegaz f: R — R, f(x)=4a", a >0, a =1 fiiggvény derivalhatosagat.
T iy T—Ty t_
im L =% — g lima—1 =a" -lima—1 =a" -lna.
Ty — z, T, o — z, t—0 t

T

Tehat (a ), = a’ -Ina . Sajatos esetben (e’ )I =e".
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5.7. A logaritmus fiiggvény derivaltja
Legyen f: (O, +oo> — R, fw=1Inz és z, >0.

r—
Inz—1 IH[H OJ 1 1 . l( 1
T T — :EU =1 0 gjo :E(J t—0 t :EU

Ly

1 1 .
tehat (In x)l =—,Vz>0. Ebbdl és a log, z = ln_a: egyenléségbdl kovetkezik,
17 na

1

z-lna

hogy (log, x)/ =

5.8. A szinusz és a koszinusz fiiggvény derivaltja
1. Szamitsuk kiaz f: R — R, f(z) =sinz fliggvény derivaltjat!
Rogzitett z, € R esetén

. T — T, T+ . T — T
. . 2sin coS sin
. SInr —sInzx, . 2 . 2 T+ x,
lim —— = lim = lim | ——F—cos =
T T €T — :EU T—I) €T — xo T 0 2
2
. T—T,
sin
. 2 . T+
= lim ——F—- lim cos———— =1 cos 7, = cos z,
T—1) 0 T—1
2

mert a koszinusz fiiggvény minden z, € R pontban folytonos. Tehat a szinusz
fliggvény minden pontban derivalhato és

(sinz) = cosz.
2. Szédmitsuk ki az f:R — R, f) =cosz fiiggvény derivaltjat! Rogzitett
7, € R esetén:
T + T, sin £~ %

COST — COS T —2sin
lim ———% = lim 2 2 _
ZHIO l‘ J— ‘Z‘O IHI(J ‘Z‘ —_— m‘o
. T —x,
4z sin
= lim sin 0. lim——2 = —gin z, , tehat
T—1I) T—1 z '1“0
2
! .
(cosz) = —sinzx.

5.9. Miveletek derivalhato fiiggvényekkel

Eppen ugy, mint a folytonossag vizsgalata esetén, azt varjuk, hogy a szamolas
szempontjabol hasznos megallapitani, mit mondhatunk az Osszeg, szorzat, stb.
differencialhatdsagarol (derivalhatosagrol).
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1. Az osszeg derivaltja
Tegyiik fel, hogy az f,¢g: D — R fiiggvények derivalhatok a D tartomany

z, € D torlodasi pontjdban. Derivalhatd-e az f 4 g fliggvény az x, pontban és ha
igen, akkor hogyan szamithatjuk ki derivaltjat? A feltevés szerint 1étezik

@ —flz @ —gl(z
limf—ﬂo) = f'(z,) és limg—g(U> =g'(z,). Az (f + g)-hez tartozo
T €T — xo T T — xo
hényados 9@ —(F+9)(z) _f@+g@—f(z)-g(x) _
T —z, T —z,
_ f@ = f(z,) N 9@ —g(z,)
T —x, r—x,
¢s ebbdl
. +g9)@—(f+g)z
hm(f 9) (f 9)( 0>:f’(z0)+g'($0),
T—T €T — x()
azaz f + g derivalhat6 és a derivaltja az f és ¢ derivaltjainak &sszegével egyenld.
Rovid jelolés:
(f+9)'=f+4g"
Gyakorlatok
1. Szamitsd ki a kovetkezo fiiggvények derivaltjat:
a) z+z’°; b) z + 3; c)(x2+x—1)2.
2. Szamitsd ki a kdvetkez6 fiiggvények derivaltjat és allapitsd meg a derivalhatosagi
tartomanyt:

a) f(r) =sinz +cosz; b) f(x) =cosz —tgz;c) f(z)=ctgz +5";
@) f()=log, o [ Ll

pe) fla)=a’ +4a” 19 fla) =" +—— =
T x
3. Haaz f, f, £, ..., f, fuggvények (n € N*) az z, pontban derivalhatok, akkor

derivalhato-e az f +f,+f + ... +f = Z /. fuggvény az z, pontban? Ha
k=1
igen, mi a derivaltja?
4. Bizonyitsd be, hogy ha f ¢és ¢ derivalhatdo az z,-ban akkor f—g is az, és

/
(f—9) (xo) = f/<$o) - gl(%)‘
5. Ha f és g egyike sem derivalhatd az z,-ban, kovetkezik-e ebbdl, hogy f + g
sem derivalhaté az z,-ban?

2. Szorzat derivaltja
Tegyiik fel, hogy az f,g: D — R figgvények derivalhatok a D tartomany

z, € D torlodasi pontjdban. Derivalhato-e az f - ¢g fliggvény az z,, pontban?
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A feltevés szerint létezik a lim f(x)_—f(%) = f'(=,) és
T—Iy x —_ ‘%’0
li LD =9() _ (z,) hatarérték. Az
T r—x,
F@g@ = f(a)9() _ F@g@—flz)g@+ fla,)g @ F(n,)gx)
T —x, T — 1,
_ f($)—f<930>_g(x)+f(%>. f@ = f(a)
T —x, T — 1,

egyenlOség alapjan

i 9@ = (fg) ()

T—T) x€r — ZL‘U

= ') 9(z0) + f () 9" (z,).

Tehat ha az f és g fliggvény az z, pontban derivalhaté akkor az f- g fliggvény is

derivalhat6 ebben a pontban és a derivaltja (fg), (zo) = f" () g(zy) + [ (z) 9" (2,).
Rovid jeldléssel (f-g) = f g+ f-g .

Kovetkezmény. Haaz f: D — R fiiggvény derivalhato a D tartomany z, € D
torlédasi pontjaban, akkor a (¢- f): D — R fiiggvény (c-allando) is derivalhato az
x, € D pontban és

(C'f)/ (z9) =c- f'(z)-

Gyakorlatok és feladatok
1. Derivalhatok-e a kovetkez6 R -en értelmezett fliggvények? Ha igen szamitsd ki a
derivaltjukat is.

a) f@) =(z+1)(22° +1); b) f@) =lzf;
c) far= 32"+ —1)(a’ 4z +5); d) f@ =z —|zl+2.

2. Szamitsd ki a kovetkezo fiiggvények derivaltjat és allapitsd meg a derivalhatosagi

tartomanyt!
a) f(z)=3z-Inz; b) f(z) =2"-¢"; c) f(:v):l-sinx;
d) f(z) =¥z -3"; e) f(z)=5"-cosz; ﬂf(x)zlfl?'(lgﬂf)'ﬁ;
g) f(x):l-lnx—kﬁx‘g-tgx; h) f(x)zﬁx-ctgm—f—lnél.
z* Y7

3. Haaz f, f,, f, fiiggvények az z, pontban derivalhatok, akkor az ff,f, szorzat
derivalhato-e az z,, pontban? Ha igen, mi a derivaltja?
4. Ha f, f, ..., [, fuggvények derivalhato fiiggvények az x, pontban, akkor
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L f, = H f, derivalhato fiiggvény-e és mennyi a derivéltja?
k=1
5. Szamitsd ki a kovetkez6 fiiggvények derivaltjat:
a) f(z)=10z-Inz-e"; b) f(z)=7Jz -sinz-tgx;
c) f(z) =¥z -log, z-cosz-5".
6. a) Bizonyitsd be, hogy haa P € R[X] polinom gyokei az z,,x,,...,x, paronként
1 1 P'(z)

kiilonb6z6 valos szamok, akkor 1 + +nt—=
rT—x, T, r—x P(z)

n

2

VreR\ {1‘1,5172,...,1‘”} )
1
+ 4.+
1+z 1+ 1+z
P(X)= X" — X +1 polinom gydkei.
7. Haaz f és gnem derivalhat6 az z, pontban kdvetkezik-e ebbdl, hogy f-g sem
derivalhat6 az z,, pontban?

b) Szamitsd ki az Osszeget, ha z,,x,,...,z, a

n

3. Hanyados derivaltja

Vizsgaljuk meg az ! fiiggvény derivalhatosagat az <z, pontban ha
g

f,9: D — R derivalhatok az z, € D pontban és g(xo) = (0 (x, torlodasi pontja a
D -nek)!

Az ! = f-l miatt elegendd az 1 derivalhatosagat vizsgalni ha ¢ derivalhato
g g g
az z, pontban és g(z,) = 0.
11
i 9@ g(:z:o):hmg(z)g(:vo)'[ 1 ]:g;(:ro)’
aonp— 1, n g — 1, 9(zy) 9@ 9 (z,)
1 1 / 9 (z,) . f 1
Tehat az — is derivalhatd és [—(:1:0 )] =-—Z-"L gy az & = f-— egyenléség
g g 9 (=) g g
alapjan az ! fiiggvény is derivalhato az z, pontban és
g
s / ) / . . '
H ) =13 ) =1 ) =2t 1) )

1 f@) g (m) _ flw)-g(e) ~ )9/ (n)
o(w) o) 7 (=)
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1 _fa-1d

Ervényes tehat a kovetkezd derivalasi szabaly: [—] -
g 9

Példak. 1. Az fg:R—R, f)=22"—1 é g =z +2 fliggvények

derivalhatok minden z € R pontban és g(z) >0, Ve R. Ezért ! minden
9

pontban derivalhato és
[23;3 —x]/ _ (6:1:2 —1)(:64 +2) - (2133 - 213)(42173) ~ —22° 432" +122° -2

gt +2 (z* + 2)2 a (z* + 1)2

2. Az f:R\ {g + kﬂ'} — R, f@=tgr= Sy fliggvény az értelmezési
COS T

tartomany minden pontjaban derivalhatd és egyenld

-val ugyanis

Cos 7,
. / . .
sin CcoSx-cosx —sing-(—sing 1 T
(tgx),:[ ]: > ( ) _ —,cx=—+kr (k€Z).
Ccos ¥ cos” T cos” T 2

Hasonloan az f (z) = ctgx fuggvény esetén, ahol x = kn (k € Z)

!/ . .
/ COS T —SINT-SINT — COST.COST 1
(Ctg]}) - . - . 9 - T . 9
SN T SN T Sl T

Gyakorlatok

1. Szamitsd ki az alabbi fiiggvények derivaltjat (a megadott pontban), hatdrozd meg
a fiiggvény maximalis értelmezési tartomanyat és maximalis derivalhatosagi

tartomanyat:
2r—3 .
a) f(r)=—5———, 1, =1; b) f(x)=—,neN, g, =2;
- —x+1 z"
©—z+1 T
) /@) ol ) f@ T+
T Yr +1 x
e =7, =0; (x) = ; () = —;
) f(z) R f) f& o 12 g) /& T
z’ Inz + 2 4sinz
h) f(x) = ——; i) f(e) =———  J) f(2) = ———;
) 14z ) () Inz—=z i) f() 3cosz +1
e’ —1 tgx +sinx log. x
k) f(z) = 1) f(z) = 22T ) f(g) = 8

e’ +1 cos T + 2 Clog,z—1°
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4. Osszetett fiiggvény derivaltja

A sin2z vagy sin’z fliggvények Osszetett fiiggvények. Az f (z) = sin (2z)
vagy f(x) = (sinz)’ =sin®z fliggvény Osszetevéi (komponensei) kiilon
derivalhatok. Altaldban hogyan szamolhatjuk ki az (fog)@ = flg)] figgvény
derivaltjat (az z,, pontban) az f és g derivaltjanak segitségével?

o F@) = (o)) [ Fle@) = flo(®)) 9@ —g(m)|
=T T —x, T gx)—g (xo) T —x,

i fa—f(u,) i g@ —g(z,)

u—uy u — U’O =) €T — xo

ahol v = g (), u, = g(z,). Ha z — z, akkor u — u, = g(z, ), tehat

lim f(g(a:))—f(g(:l:o)) = f(g9(x,))- 9’ (z,).

T xr — xo

Roviden:

(fo g)/ @ =f'(g@) g @ .

2 1
Példak. 1. Az f(x) =12° = Yz fliggvény az z° és 2° Osszetevésébdl szarmazik.
! /

2 2 9 1
:l$3,tehé‘[ f/(.fE'): 3 :zx?’l:zx 3,
3 3 3

1

($2 )/ =2z és [:U3

Altalaban, ha m, n € N* akkor

2.Ha f) =+z" 4+ 2z +1, akkor

1 B! 2 +1
fl@ = (e +e+1)2 Qo) = s

pNEEEEY

3. Ha f(z) = sin™ 2, akkor f’'(2) = 50sin™ z-cosz .

4. Ha f(z) = cos (:1:“ + :1:), akkor f’(x) = 4 cos® (333 + ZL’) . (cos (333 + ZL’))/ =

= —4cos’ (:B3 + x)sin (:173 + :17) (3:172 + 1) = —4(31:2 + 1)0083 (:173 + x) sin (1‘3 + :B)
5. Ha f(2) = (sinz)’ = sin’ z, akkor f’(z) = 3sin’ zcosz.

6. Ha f(2) = sin 2z, akkor f'(z) = 2cos2z.

7. Ha f(@) = (22" —52* +6) , akkor f'(2) = 8(2¢" — 5z +6) (82° —10z).

1
8. Ha f()=+a" —2* = (a2 —x2>5, akkor
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1
f’(m):%(cf—ﬁyE (—2z) = ,ha z € (—a,a).

—
Ja? — 2
9. Ha f(x) = sin’ 5z, akkor f’(z) = 3sin’ 5x-5cos 5z = 15sin’ 51 - cos 5z .
Gyakorlatok

I. Hatarozd meg a kovetkezd fliggvények derivalasi tartomanyat és szamitsd ki a
derivaltjukat:

1) f(x)=¢€"sin2z; 2) f@)=2"-sin’z+e" -cosz; 3) f(x) = costx;
4) f) = ezsj_n;il 5) f(x)=2"-Inz; 6) f(wy=¢e"-Inz;
7) f(:v):ﬁ; 8) f(@)=x2"cosz+2’sinz; 9) f(x)==zsinz;
10)f(ac):sinaccosx;11)f(x):w' 12) f@ = t87 ;

2?—x+1 " 41

) 0 .6 -1 .
13) f) = (2" +2)';14) fa = 2L EEOS T gy py =it 507
sin“x+cos x—1

16) f(m)=¢"*; 17) fm =In (2:53 - 4:52); 18) f) = ftgz;
19) f) =5""; 20) f () =log,, (8352 — 2x3>; 21) f(x) = cos(2z —1);
22) f@) =cos’3r; 23) f)=]Ig <2x3 — 4x2); 24) f(m)=z-tg’z;

1

25) f(z) =sinvaz; 26) f(z)=Ycosz —sinz ; 27) f(x) =3";

28) f@) = ;0 29) f) = (m2 + 5z — 8)100 .2°; 30) f(z) = [ Y1
cos 2z
31) f(@) =1Insinz; 32) f(z)= ln523x) ; 33) f(z) = tg’ (2" + 2');
34) f(z) = ezﬁ; 35) f(z) = \/1 ( 43+ = ,
og, (z' + =
II.

1. Bizonyitsd be, hogy az f) =cJl+2°, xeR fiiggvényre igaz az
)
1+2°

2. Vezess le egy derivalasi szabalyt a h(z) = f(z)’" fiiggvényre, ahol f: D — R:

és g: D — R derivalhato fliggvények. Ennek a segitségével szamitsd ki a kovetkezo

X

@ = egyenloség.

fiiggvények derivaltjat:
a) f(z) =a"; b) f(z) = (2" +1)""; c) flz)=2a"".
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3. Bizonyitsd be, hogy ha az f; : D — R fliggvények derivalhatok i, j = 1,3, akkor
a

@) fule) fu()
A@) = |fu(2) ful@) ful@)|. YoeD
@) fule) fu()
fliggvény is derivalhato és
M@ i) fi@| @ @ REN @) f@ g
A@)=|fa(@) @) fu@|+6 @) ) @]+ ) @) @
f@) f@) fu@)] [h@) @) @] (L@ e @)

4. Szamitsd ki a kovetkez6 fiiggvények derivaltjat:

8

z—1
d) f(x)=1Inlnz; e) f(m’):(x2+1)sin(2x—|—1);
f) fa)=e""; g) fw==z-lnz; h) f=(z+1)e";
i) fa)=¢"Inz; i) fa=2"sin’z; k) fa) = (e +1)°;
1) fao)=¢"cos’z; m); f(x) = (sinz + cosz)’

2+ Inzx r—r+1
n) f(@ = T ;o) f(m:’/—lnx ;
p) f) =e™"; q) f(x):(sin3x+7)7;

1) f@) =sinsinsinz; 8) f@) = (2" —z+ 2)100.
5. Szamitsd ki az f(z) = 2", x > 0 fliggvény derivaltjat, ha « irracionalis szam!

6. Hatarozd meg a kovetkezd fiiggvények grafikus képéhez a megadott pontban
huzott érintd egyenletét:

a) famy=2"+z+1, ML, 3); b) f (@ = cos2z, M(m, 1);
c) fawry=Inz, M,(3, In3); d) faxr=-¢€", M,(0,1);
7. f=1"—-3z—6. frd fel az érintd egyenletét a grafikus kép z, = —1
abszcisszaju pontjaban'.
8. f(x) =2’ . Mi az érintd egyenlete az 7, € R pontban?
9. fw)==z(z—1)(z+2)(x +3). Miaz z, = 1-ben hiizott érint6 egyenlete?
10. f() = (z —2)° (z + 3) . Mi az érint egyenlete az z, = 2 pontban?

' A tovabbiakban, ha félreértésre nem ad okot, egyszeriien az T, pontban hiizott érintérol
beszéliink.
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11. f@) = (x —3)J7 —z,az z, = 3 pontban ird fel az érint6 egyenletét!
12. f@) =+/5+2°,az y, = 3 ordinataju pontokban ird fel az érinték egyenletét!
13. Az f@) =+1+2" fiiggvény grafikus képén hatdrozzuk meg azt a pontot,

amelyben a grafikus képhez huzott érintd parhuzamos az y = g + 1 egyenessel.

14. Az f(@) = (1—z)(1+ ) fiiggvény grafikus képének melyik pontjaban huzott
érint6 halad 4t a (—1, 0) ponton?

15. Vane az f@=2"+4x+8 é g@ =21z +8x+4 figgvények
grafikonjanak egy kozos érintdje?

16. Hatarozd meg annak az egyenesnek az egyenletét, amely az
f) =x2' —22° +2° + x — 2 fliggvény grafikonjat két helyen érinti.

17) Adottaz f: R\ {%} - R, f(x)= c;a: +§ fiiggvény. Hatarozd meg az a € R

paraméter értékét ugy, hogy az z, pontban a grafikus képhez huzott érinté az Oy

tengellyel 45° -os szdget zarjon be.
x

z+1

és

18) Hatarozd meg az m és az n paraméter értékét Ggy, hogy az f(z) =
g(r) = ma® + nx + 1 fliggvények 2 abszcissz4jl pontban érintsék egymast.

5. Az inverz fiiggvény derivaltja
A folytonos fiiggvények tulajdonsagai alapjan ha I C R intervallum és az

f:I— R fiiggvény folytonos, akkor f(I) is intervallum. Az f:1 — f(I)
fliggvény sziirjektiv, tehat ha az f fiiggvény injektiv is, akkor létezik az f ' : J — I
inverz fiiggvény, ahol J = f(I). A folytonos fiiggvények tulajdonsagaibol az is

kovetkezik, hogy az inverz fiiggvény folytonos. A kovetkezo tétel az inverz fiiggvény
derivalhatosagat biztositja, ha f derivalhato és a derivaltja sehol sem 0.

Tétel. Ha [ és J intervallumok és f: I — J bijektiv, valamint f derivalhat6 az

z, pontban és f ’(xo) = 0, akkor f~' derivalhat6 az y, = f (%) pontban és igaz az

alabbi egyenléség:
/ 1
) (%)) = w7
(0 () = 7
-1 ol .
Bizonyitas. limf () =/ (%) = lim—2 % ,1 , ahol az
ne Y=y, = fla) = fly)  f(z)

f ' (y) = x valtozdcserét hajtottuk végre a hatarértékben. Ebbél kovetkezik, hogy

[ derivalhato y, = f(z,)-ban és igaz a tételben szerepld egyenl8ség.
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Kovetkezmény. Ha f derivdlhato I-n és f'(z)=0, V z €1, akkor f'

derivalhato J = f(I)-n és ( f*l)' (f@) = ﬁ V€ I. Ezt az 6sszefliggést ugy
x

is megkaphatjuk, ha az (f ) f’1>(x) = f(f ' (@) = = egyenléséget derivaljuk. Igy az

eredményt elére is megmondhatjuk.

Példak

1. Az f: —E, g — [—1, 1}, f@) =sinz figgvény szigortan ndvekvo a

—z, z] intervallumon, tehat van  inverze fte [—1, 1} — —z, z],
2 2 2

f ' () = arcsin z. Az inverz fiiggvény derivélési szabalyat alkalmazva:

1 1 1
cos (arcsinz) \/1 — sin”® (arcsin z) Vi-z

2. Az f:[0, 7] = [-1, 1], fx)=cosz fiiggvény szigortian csokkené és inverze

(arcsinz) =

=,ha z € (-1 1).

[~ = arccos : [-1, 1] — [0, 7], tehat

-1 r r 1 . 1 . 1
(f (;r)) = (arccos 1)’ = — =— = — ,
—Sin (arccos r) J1 = cos® (arccos z) N

ha z € (-1 1).

3. Az f: [—g, g] — R, f()=tgx flggvény szigorGan ndvekvd, inverze

" :R— [—g, g), f (@) = arctgz , tehat
1 ) 1 1
arctgr) = = cos” (arctgr) = = .
(arctg) 1 (arctg) 1+ tg® (arctgz) 1+ 2°
cos” (arctg z)
Gyakorlatok

Szamitsd ki a kovetkez6 fliggvények derivaltjat és hatarozd meg a derivalhatdsagi
tartomanyt:

a) f(z) =z Yz Yz b) f(x)—x—%arcthx—i-garctgg;
c) f(xz) = arcsin L +23$ ; d) f(z) = arCCOSl—Q ;
e) f(z) = bz arcsin 3z ; f) L:aurccos (x2 + 1);

NE]
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g) f(z) = ng arctg 2‘% L.

i) f(z) = arcsin(cos ).

h) f(z) = (2" +1)arctgz ;

5.10. A fiiggvény differencialja
Ertelmezés. Az f: D — R fliggvényt differencidlhatonak nevezzik az z, € D
pontban, ha 1étezik olyan m € R szam, amelyre
lim f@ = f(zy)—m(z—z,)
=T, T — 1;0
A df (z,): R =R, df (z,)(h) =m-h figgvényt az [ differencidljanak nevezziik
az f pontban.
Tehat az f fliggvény akkor és csakis akkor differencialhaté az z, € R pontban, ha

=0.

derivalhaté z,-ban ¢és a fliggvény differencidlja az z,-ban a df (1’0) linearis
figgveny: df (z,)(t) = f'(z,)-t.

5.11. Magasabb rendii derivaltak
Ertelmezés. Az f:D—> R fiiggvényt az X, € D pontban kétszer derivalhatonak

nevezziik, ha f derivalhato az z, egy V N D kornyezetén és az f":VND—>R

fiiggvény is derivalhato az x, pontban. Az f madsodrendii derivaltjat az x, pontban

(") (x,) = f"(x,) -val jeldljiik.

Ha f' derivalhato a D halmazon akkor azt mondjuk, hogy f kétszer derivalhat6 a
D -n és a masodrendii derivaltjat 1" = ( f ’)’ -vel jeloljik. Az f":D— R fliggvényt
masodrendi derivaltnak (masodik derivaltnak) nevezziik és f @) _vel is jeloljuk.
Ertelmezés. Azt mondjuk, hogy az f:D—R fiiggvény n-szer derivalhaté
(n>2) az x,eD pontban, ha [ (n—1)-szer derivalhato az z, pont egy V N D

kornyezetén €s az (n - 1) -ed rendii derivalt derivalhatd az x, € D pontban.

Az f (”)(xo)z( f ('H))'(xo) jelolést alkalmazzuk és ezt az f n-ed rendl

derivaltjdnak nevezzilkk az =z, pontban. Ha az f:D — R fiiggvény n-szer

derivalhatd D -n, akkoraz f™ :D — R, f<">(x)=( f“*”)' (x) fiiggvénytaz f n-ed
rendl derivaltjanak nevezziik..

Ha minden n>1, neN" esetén az f fliggvény n-szer derivdlhaté egy
pontban (vagy egy halmazon) akkor azt mondjuk, hogy f végtelenszer derivilhato
(az illetd pontban vagy halmazon).

MegegyezéEs szerint, a nulladrendi derivalt f © = f éppen a fiiggvénnyel egyenld.
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Példak
1. Az f:R->R, f (x) =x* (k eN ) természetes kitev6jii  hatvanyfiiggvény
végtelenszer derivalhaté és £ (x)=k!, f"(x)=0,ha n>k.

2. Az f:R\{0}]>R, f(x) L fliggvény végtelenszer derivalhatd és
x

1) . n!
f(")(x)zm,ahol n>1, x#0.

n+l

3. Az f(x) =e¢" fliggvény esetében f(") (x) =e',neN, xeR.

4. sin(")xzsin(x+n-%], neN, xeR.
5. cos(")xzcos(ern-%j, neN, xeR.

Y (1)
6. (1nx)(") =M, neN".

n

x
7. (a")(n) =a"-In"a, (a>0).

Gyakorlatok
1. Azu:D—>R és v:D— R fiiggvények n -szer derivalhatok. Igazold, hogy

a) (u+ v)(") =u™ +y"
b) (u- v)(”) = ZCfu(k)v("fk) (A Leibniz-formula)
k=0
2. Hatarozd meg f ”(x) -et az alabbi fliggvények esetében (a maximalis
tartomanyon):
a) f(x)=xvl+x’; b) f(x)=xInx; c) f(x):e'xz;
d) f(x)= (1 + xz)arctgx .
Szamitsd ki £(0)-t, /'(0)-tés f"(0)-t,ha f(x)=e""-cos(sinx).
4. Bizonyitsd be, hogy az alabbi fiiggvények kétszer derivalhatok a megadott
pontokban:

@

arctgz, x>0
@) fiR=R. f@)=1{, ~ _ 5=0;

sinz, <0
b) f:R—-R, f(z)=1 , , ) =03
z, >0

c)f:R—R, flz) =20 -6, 2, =3.
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5. Hatarozd meg az a,b,c € R paraméterek értékeit ugy, hogy az f: R — R,
az® + b, z <0

flz)= r, = 0; fliggvény kétszer derivalhato

B ca:+4+ln(x2 —:c—i—l), <0
legyen az R -en.

6. Hatirozd meg az a € R paraméter értékeit gy, hogy az f:R — R,
f(z)=z-e” fiiggvény teljesitse az f"(2)— f"(z) - 8f'(z) +12f(z) =0
Osszefiiggést minden = € R esetén.

7. Bizonyitsd be, hogy az f:R — R, f(z)= <3w2 — 4)6‘” figgvény n -edik

derivaltia f"(z) = (32’ +a,z+b,)e" alaku, barmely n €N esetén, ahol

a,,b, valos szamok. Hatirozd meg az a, és b, valdés szamokat az n

nln

figgvényében!
. 1 e
8. Szamitsd kiaz f: (0, o0) - R, f(x) =Y Rigovény n -ed rendit derivaltjat!
x
9. Adott az f(z)=ccosz+c,sinx fiiggvény, ahol ¢, c, € R 4allandok.

Bizonyitsd be, hogy f” (x)+ f'(x)=0.
10. Szamitsd ki a kovetkez6 fiiggvények n -ed rendii derivaltjat:
a) f:R—R, f(r)=1"-¢"; b) f:R—R, f(z)=2"-¢";
c) f:(0,00) =R, f(z) =z-Inz; d) f:(-L1)—>R, f(z)= xln(l—xQ);

3
T

f) f:R\{1,2}—>]R, f($):m;

e) f:R\{0,1}, f(iU):m;

g R-R, f(x)z(l—x2)-cosx; h) f:R-R, flz)=¢".
11. Aztmondjuk,hogyaz f: D — R és g: D — R fiiggvények grafikus képei
az z, pontban n -ed rendben érintik egymast, ha Ja (%) = g" (xo), k=0,n és

fo (z,) = gty (z,). Vizsgaljuk meg, hogy hanyad rendben érintik egymast az
alabbi fiiggvényparok grafikus képei:

2

a) f(z)=1" és g(a:):x+1—l; b) f(z)=¢" és g(x):%+:v+1.
T

12.  Szamitsd ki a kovetkezd gorbék altal bezart szog mértékét:
a) f(z)=(z—2)" és g(z) =4z — 2" —4; b) f(z)=sinz és g(z) = cosz.
1
el ge (—1,1)
13. Bizonyitsd be, hogyaz f: R — R, f(z) =

P(z), :UE]R\(—I, 1)

fuggvény, ahol P € R[X], pontosan akkor végtelenszer derivalhato, ha P
identikusan nulla. (Felvételi feladat, Kolozsvar)
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A konnyebb memoralas érdekében 0sszefoglaltuk a fontosabb derivalasi képleteket és

szabalyokat.
f I derivalhatosagi tart.
2", neN nz" ! R
", nel mz™ " R\ {0}
xa,aGR\Z a.x’kl (0700)
e’ e’ R
a’,a>0,a=1 a’-Ina R
1
Inz — (0,00)
T
log, z,a>0,a=1 1 (0,00)
rzlna
sin x COS T R
COS T —sinz R
tgx 12 =1+tg’x R\{(Qk—i—l)z‘keZ}
cos” T 2
ctgw ._21 =—-l-ctg’z R\ {lmr| ke Z}
sin” x
1
arcsin 3 (=1 1)
1—2x
! (-1 1)
arccos x 2 )
arctgx 1 R
1+ 2*
arcctg x -1 R
1+ 2*
(f+9) =f+d
(f-9)=f-g+f7
/
[i] _fg—1-¢
g 9
/
(flg(x))) = f'(9(x))- ¢'(z)
(f . g)(n) — C: . f(nfk) . g(k)
g(z) / _ g(z)—1 / g(z) !
(f2)) = gx)- f) - f(@) + f@) - In f(z)- g'(x)
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