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I. FEJEZET
SOROZATOK, SZAMTANI ES MERTANI HALADVANYOK

I.1. Sorozatok

A legtdobb ember szokincsében szerepel a sorozat szo. Ez azt jelenti, hogy
rendelkezik valamilyen sorozatfogalommal. Megérti, ha a minket sujtd katasztrofa-
sorozatrol meséliink, vagy az Eurdpa Kiadd sorozataban megjelent legijabb konyvet
dicsérjiik. Mi tobb, ha tanult mar a 7z szamrol, akkor is fog érteni benniinket, ha a 7
szamjegyeinek sorozatarél beszéliink. Sok intelligenciateszt erre az intuitiv
sorozatfogalomra épit. Gyakoriak a ,Folytasd a kovetkezd sorozatot!” tipusu
felszolitasok. Vegyiik a kovetkezd sorozatokat:

1. januar, februar, marcius, aprilis,...

2. Petre Roman, Teodor Stolojan, Nicolae Vacaroiu,...
3. 1,2,3,4,5,6,7,8,...

4. 1,4,9, 16, 25, 36, 49,...

5. 1,3,5,7,9,11,...

6. 1,2,4,5,10,11, 22, 23, 46,...

7. 1,2,5,26,677,...

A legtobben azonnal latjak, hogy a kovetkez6 elem
az 1. sorozatban a mdjus (az év honapjait soroljuk fel);
a 2. sorozatban Victor Ciorbea (a 90 utdni roman miniszterelnokok neveit
soroljuk fel);
a 3. sorozatban a 9 (a természetes szamokat soroljuk névekvd sorrendben);
a 4. sorozatban a 64 (a természetes szamok négyzeteit soroljuk novekvo
sorrendben);
az 5. sorozatban a 13 (a paratlan természetes szamokat soroljuk fel);
a 6. sorozatban a 47 (ha az elsé taghoz egyet hozzidadunk, megkapjuk a
masodik tagot, ha ezt kettdvel szorozzuk, megkapjuk a harmadik tagot, majd
felvaltva ismételjiik ezt a két miveletet);
a 7. sorozatban a 677+ 1 = 458 330 (a masodik tagtol kezdédSen mindegyik
pontosan eggyel nagyobb, mint az eldtte allo négyzete).
Természetesen a felszdlitasban rejtézik az az eléfeltételezés, hogy a sorozat tagjait
valamilyen jol meghatarozott szabaly szerint irtuk fel, és erre a szabalyra ra is lehet
jonni. Sok esetben ez a szabaly nem egyértelmii. Vizsgaljuk meg a kdvetkez6 példat:
8. 10,11, 13, 17,25, ...
A szamok kozti kiilonbség rendre 1, 2, 4 és 8, igy ésszerli azt allitani, hogy a
kovetkezd tag 25+16 = 41. Masrészt a szamok szamjegydsszege szintén 1, 2, 4 és 8§ (az
utolsonak 7). Igy az is lehetséges, hogy az egymas utani tagok kiilonbsége a kisebb tag
szamjegyeinek 0sszegével egyenld. Ennek alapjan a kovetkezo elem 25+7 = 32.
Ahhoz, hogy a sorozatokat matematikai vizsgalodasnak vethessiik ala,
mindenekeldtt a sorozat fogalmanak pontos matematikai értelmezésére van
sziikségiink. Eszre kell venniink, hogy a felsorolt példdkban kétféle sorozattal
talalkoztunk. Az egyik tipus véges szamu tagot tartalmaz (pl. az év hdnapjainak
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sorozata) a masik végtelen sokat (pl. a természetes szamok sorozata). Eszerint véges
¢s végtelen sorozatokrol fogunk beszélni.

I.1.1. Véges sorozatok

1.1.1. Ertelmezés. Ha neN egy szam ¢és E egy halmaz, akkor az f:{1, 2,
3, ..., n}—> F fiiggvényt az E halmaz elemeibdl alkotott (vagy egyszeriien E-beli)
véges sorozatnak nevezzik.
1.1.2. Példak

1. Az f:{1,2,3,4,5,6,7}—>1{a, o, r, s, t, z} figgvényt a kdvetkezo tablazattal

értelmezzik:
x| 1 | 2 ] 3 | 4 | 5 | 6 |7
fol s | o r | o | oz | a |t

Masképpen: f{i) a ,,sorozat” sz6 i-edik betlije.

2. Az f: {1, 2,3,., 90}—) N, f(n)=9+n fliggvény a kétjegyli természetes

szamok sorozatat adja.
1.1.3. Megjegyzések

1. Ha az 1.1.1. értelmezésben szerepld E szamhalmaz, akkor szamsorozatrél
beszélink: E=R esetén valés szamsorozatrol, E=Q esetén racionalis
szamsorozatrol, E=Z esetén egész szamsorozatrol és E=N esetén természetes
szamsorozatrol.

2. A sorozat tagjai: f{1), f2), f(3), ..., f(n), egyszertibben jeldlve: x, x,, X3,, «.., X,
a sorozat k-adik tagja tehat x,=f(k), V ke{l, 2, 3,..., n}. Az 1.1.2. paragrafus 1.
példajaban a sorozat tagjai: x;=s, X,=0, X3=7, X4=0, X5=2, X¢=a €S X;=L.

3. Mivel véges halmazon értelmezett fliggvényt megszerkeszthetliink az egyes
elemek képeinek egyenkénti megadasaval is (lasd 1.1.2/1-es példat) a sorozat
elemei lehetnek egymastol fiiggetlenek is. Ebbdl is latszik, hogy a bevezetdben
emlitett ,,Folytasd a sorozatot!” felszolitas mennyire pontatlan. Tulajdonképpen
azt a képzési szabalyt kell megtaldlnunk, amelynek segitségével a sorozat mar
meglevd elemeit generaltuk, majd e szabaly segitségével megszerkeszthetjiik a
kovetkezd elemet. Konnyen képezhetiink olyan sorozatot, amelynek elemei
kozott nincs ilyen Osszefiiggés. Gondoljunk csak a lottéhuzas eredményeire, vagy
egy Las Vegas-i kaszind nyertes rulett-szamaira.

. 8124262078

I.1.2. Végtelen sorozatok

1.2.1. Ertelmezés. Ha E egy halmaz, akkor az f:N*—E fiiggvényt az E halmaz
elemeibdl alkotott (vagy egyszerlien E-beli) sorozatnak nevezzik.
1.2.2. Megjegyzések
1. A végtelen sorozatok tagjait is altalaban igy jeloljik: xi, xz, x3, ..., Xp ...,
a sorozat k-adik tagja tehat x; = f{k), V keN". A sorozatokat réviden igy jeldljiik:

(xn )ne N* vagy (xn )nzl , s igy olvassuk: az x, altalanos tagu sorozat.
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2. Az f fiiggvény tulajdonsagai szerint beszélhetiink novekvé sorozatrol (ha f
novekvo, vagyis ha x,,, =2 x,,Vn=>1 esetén), csokkené sorozatrol (ha f csokkend,
vagyis ha x,,, <x,,Vn>1 esetén) vagy periodikus sorozatrol (ha f periodikus,
azaz ha létezik olyan m természetes szdm, amelyre x,,,, =x,,Vn =1 esetén).

3. Hasonlban a véges sorozatokhoz a végtelen sorozatok esetén is beszélhetiink
természetes, valos, egész, racionalis stb. sorozatrol, az E halmaz elemeinek
természete szerint.

1.2.3. Példak

1.Az fi:N" > N, fi(n)=n fiiggvény az 1.1. paragrafus harmadik sorozatat
szarmaztatja (szimbolumokkal). A sorozat altalanos tagjat a tovabbiakban igy
jeloljik: x, =n, Vne N".

2. Az f,:N" >N, f,(n)= n’ fliggvény az I.1. paragrafus negyedik
sorozatat értelmezi, tehat x, =n>, Vne N*.

3.Az f;:N" > N, f3(n)=2n-1 fiiggvény az I.1. paragrafus 6tddik sorozatat

irja le, tehat x, =2n—1,Vne N".

4. Az 1.1. paragrafus hatodik példajaban szerepld sorozat képzési szabalya szerint:
X, =x+1, x;=2x,, x, =x;+1, x; =2x,, altaldban x,, =x,,; +1, illetve
Xopst =2X,,, Vne N™. Az elobbi Gsszefiiggések alapjan a sorozat barmely tagja
kiszamolhato, de az x,(,, kiszamitasdhoz ki kellene szamolnunk a sorozat els6
2000 elemét. Ezt elkeriilhetjiik, ha elébb megtalaljuk azt az f fliggvényt, amely a
sorozat elemeit szarmaztatja (az értelmezés szerint).

5. Az 1.1. paragrafus hetedik példajaban a sorozat egyes tagjait (a masodiktol
kezd6dden) ugy kaptuk, hogy az eldtte allo tag négyzetéhez hozzaadtunk 1-et. Ezt
matematikailag az x,,, = xi +1,Vn>1 egyenloség fejezi ki. Ez az egyenloség
onmagaban még nem hatarozza meg a sorozat minden tagjat. Ha viszont ismerjiik
az elso6 tagot is (az x, -et), akkor a sorozat minden tagja kiszamithato.

1.2.4. Megjegyzés. Ha az (xn )ne N+ sorozat tagjait n fliggvényében adjuk meg,

akkor azt mondjuk, hogy ismerjiik a sorozat altalanos tagjanak képletét' (vagy
egyszerlen az altalanos tagot). Ha a sorozat tagjait az dket megel6z6 egy vagy tobb
tag fiiggvényében adjuk meg, akkor a sorozatot rekurzivnak nevezziik, és a tagokat
generald  Osszefiiggést rekurzionak (vagy rekurencia-relacionak) nevezziik.
Valamely, rekurzioval adott sorozat tagjait csak a rekurzid alapjan altalaban nem
tudjuk meghatarozni, sziikségiink van a tagok tovabbi tulajdonsagaira, vagy (esetleg) a
sorozat néhany tagjanak pontos ismeretére. Az elébbi 6t példaban az elsé harom
sorozat esetében ismerjiikk az altalanos tagot, mig az utolsd kettd esetén egy-egy
rekurzidt ismeriink.

' A fiiggvény megadasa nem jelent foltétleniil képletet. A primszamok sorozata is egy helyesen
értelmezett sorozat annak ellenére, hogy sem az n-edik primet megadoé altalanos képletet, sem
pedig a primek ko6zotti rekurencia-relaciot nem ismeriink.
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1.2.5. Példak
1. Az x, =2"—n*,Vn>1 4ltaldnos tagh sorozat elsé hat eleme x; =1, x, =0,
X3 :—1, Xy :O, X5 :7, X6 =28.

2. Jeloljiik x, -nel az 1 szam masodik tizedes jegyét. Ha az elso tizenkét tagot
n

kiszamitjuk a kovetkezd értékek adodnak: x; =0, x, =0, x3 =3, x;, =5,

x5:0, x6:6, X7:4, x8:2, X9:1, x10=0, x11=9, x12=8. A sorozat

altalanos tagja a kovetkezo képlettel adhato meg:

X, ={IOO.(1_%.[ED}V71 e N* (az Osszefiiggés nem sziikséges a sorozat
n n

értelmezéséhez, de megkonnyitheti a dolgunkat, ha az n-edik tagot egy
szamitogépes program segitségével szeretnénk kiszamitani, vagy ha tovabbi
szamitasokat kell végezniink vele).

3.Az x,,,=x,+3,Vne N",x, =1 Osszefuggésekkel értelmezett rekurziv sorozat
els6 ot elerné,t kiszamithatjuk, ha a rekurzioba behelyettesitjiik rendre az 1, 2, 3 és
4 szamokat. Igy a kovetkezd értekekhez jutunk: x, =x; +3=4,x,=x,+3=7,
x, =x,+3=10, x; = x, +3=13. Eszrevehetjiik, hogy ezek éppen a 3k + 1 alakl
szamok. A sorozat tagjait a kovetkezd alakban irhatjuk: x; =3-0+1,
X, =3-1+1,x3=3-2+1, x,=3-3+1 és x5 =3-4+1. Az altalanos tagra vonat-
kozoan kialakulhat a kdvetkezd sejtés: x, =3-(n—1)+1,Vne N*. Ezt a mate-
matikai indukcio segitségével igazoljuk. n e {1, 2,3,4,5 } esetén az Osszefliggés
igaz. Feltételezziik, hogy sejtésiink igaz k-ra, és kiszdmitjuk az x, ,, -et.
Xpop =X +3=3-(k-D+14+3=3-k+1=3-(k+D)-D+1,
tehat sejtésiink igaz (k+1)-re is. Igy a matematikai indukcio elve alapjan,
sejtéslink barmely n >1 természetes szam esetén igaz, tehat a sorozat altaldnos
tagja:
x,=3-(n-)+1,VneN".

1.2.6. Megoldott feladatok

1. Az (xn )neN* sorozatot az X,., =4-x,,, —4-x,, x, =2, x, =8 rekurzids
relacioval értelmeztiik. Hatarozzuk meg a sorozat altalanos tagjanak képletét!
Megoldas. Kiszamitjuk a sorozat elsd néhany tagjat: x; =2, x, =8,
xX3=4-(8-2)=24, x, =4-(24-8)=064, x5 =4-(64—-24)=160, x5 =4- (160 - 64) =
=384, x; =4-(384 —-160) =896. TényezOkre bontjuk, €s tablazatba foglaljuk a kapott
értékeket:

n 1 2

x 2 2 1320 L o2% 528 | 327 7.2

n
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A 3, 5 és 7 esetén a kapott értékek bizonyos szabdlyszertiséget sugallnak. Az

x, =n-2" alakra gyanakszunk. Megprobaljuk 1, 2, 4 és 6 esetén is hasonld formaban

n
felirni a sorozat tagjait. x; =2=1- 21,x2 =8= 2'22,x4 —64=4-2% ¢ X =384=
=6-2°, tehat megfogalmazhatjuk a sejtésiinket, amely szerint x,=n-2",Yn>1.Ezt
a matematikai indukcio segitségével igazoljuk. Mivel x,,; nemcsak x,-tdl fiigg,
indukcios allitasunk a kovetkezo:
P(n): x, k-2, Vk<n.

Ez az allitas n e {1, 2,3, 4,5, 6, 7} esetén igaz. Ha feltételezziik, hogy sejtésiink n-re
igaz, akkor bizonyitanunk kell, hogy x,,; = (n+1)-2" 1 Maésrészt

Xy =4 (xn _xn—l):
=4-(n.2" - (;1—1).2"*1)=2n.2"+1 —(n-1-2"" =(n+1)-2"",

tehat a matematikai indukci6 elve alapjan x, =n-2",Vn2>1.

2. Adott az x,=2"-n’,Vn>1 altalanos tagd sorozat. Hatarozzunk meg egy

rekurziot a sorozat tagjaira!
Megoldas. Felirjuk az adott Osszefiiggést n-re és (n—1)-re, majd kikiiszoboljik a 2
hatvanyait:
2-x,  =2"-2(n-1)° ,
=x,-2-x,,=n"—-4n+2,Vn=21 (1)
x, =2"—n’
Az igy kapott Osszefiiggésbol kikiiszobdlhetjik az (n2 —4n)-etis™:
X, — 2%, =n’ —4n+2
X, —2x, 5 =(n-1)?—4(n-1)+2
A (2) 6sszefiiggeésbol kikiiszoboljiik a 2n-et:
X, =3x,;+2x,,=2n-5

} = x,-3x,,+2x,,=2n-5 2)

= x,—-4x, +5x, ,—-2x, ;=2 3
xn_l—3xn_2+2xn_3=2(n—1)—5} n T Mt ¥y T s )
A (3) osszefliggés alapjan érvényes a kovetkezo rekurzio:

+2x,+2,VneN".

xn+3 = 4xn+2 - 5xn+1

3. Az (yn )neN* sorozatot az y,,;=4y,,, =5y, +2y,, VneN", y; =1, y, =0 és
y3 =—1 Osszefiiggésekkel értelmezziik. Bizonyitsd be, hogy y, =x,, Vne N*, ahol
x, =2"—n*, Vn>1 a2. feladatban szerepld sorozat.

Megoldas. Kiszamitjuk az x,, x, & x; értékeit:  x, =2'-12 =1,

Xy = 22227 =0 és X3 =23-32 = _1. Tehat a két sorozatnak kozos az els6 harom
tagja, és a tagok ugyanazt a rekurzidt teljesitik (lasd a (2) Osszefiiggést). Mivel ez a

2 A kapott Osszefiiggés is egy rekurzid. A tovabbi szamolasokat azért végezziik el, hogy
bemutassuk, hogyan lehet kikiiszobdlni egy n-ben polinomialis tagot a rekurziobol.
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négy Osszefiiggés egyértelmiien meghatirozza a sorozatot, felirhatjuk, hogy
y,=2"-n*,VYn>1.
4. Egy tdiilétaborban tiz hazikot épitettek. A hazikokat kékre vagy zoldre festik, de

két egymas utani szdmmal rendelkez6 haz nem lehet kék. Hanyféleképpen lehet
lefesteni a hazakat?

(N (N &2\ A\
i A
1 2 . 3 4 5
A * @
A
6 7 8 9 10

Megoldas. Probaljunk egyszeriibb eseteket megvizsgalni. Ha csak egy haz lenne a
taborban, akkor kétféleképpen lehetne lefesteni (kékre vagy zoldre).

Ha két haz volna a taborban, azt haromféleképpen lehetne lefesteni (a négy
lehetséges szinezés koziil nem felel meg az, amikor mindkét haz kékre van festve).

A tovabbiakban n haziké esetén jeldljik a,-nel a megengedett festések
szamat. Lattuk, hogy a; =2 és a, = 3. Probaljuk meg kifejezni a, -et az 6t megel6z6
tagok fiiggvényében. Ha az elsé hazikot zoldre festjiik, akkor a maradék n—1 hazikot
a,_; kilonbozé modon festhetjiik le. Ha az elsé hazikot kékre festjiik, akkor a
masodikat kotelezd modon zoldre kell festeni, a tobbi n—2 hazikét a,_, kiilonbozd
moédon festhetjiik le. Igy az n hazikét Osszesen a, | +a, , kiilonbozé modon
festhetjiik le. Tehat a, =a,_, +a,_,, Vn=3. Ha ezt az 6sszefiiggést hasznaljuk rendre
a kovetkezo értékeket kapjuk:

a,=a,+a,=2+3=5, a,=ay+a,=5+3=8, a;=a, +a; =13,
ag =as+a, =13+8=21,a; =ag5+a; =214+13=34, ag =a; +ac =34+21=155,
ag =ag +a, =55+34=89 és a;q =ag +ag =89+55=144.

Tehat a tiz hazat a feladat feltételeinek megfelelden 144 kiilonb6z6 modon
lehet lefesteni.

5. a) Bizonyitsuk be a 3-(55a + 84[))2 ~7-(36a + 55b)2 =3a% —7b* azonossagot!

b) Bizonyitsuk be, hogy a 3x2 -7 y2 +1=0 egyenletnek végtelen sok megoldasa
van a természetes szamok halmazaban!
Megoldas. A 3-(55a+84b)* —7-(36a +55b)* =3a® —7b* azonossag alapjan, ha
az (a, b) szampar megoldasa az egyenletnek, akkor az (55a+84b, 36a+55b) szampar is
megoldasa. Szerkessziik meg a kdvetkezd, rekurzidval értelmezett sorozatokat:
=3 =2 x,,=55x,+84-y,¢és y,,; =36-x,+55-y,. 3)
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Az el6bbi észrevételiink alapjan az (xn, yn) szampar megoldasa az egyenletnek

barmely n>1 esetén. A (3) dsszefliggés biztositja, hogy x, >0 és y, >0,VneN",
tehat az (x,, )nzl és (y, )nZl sorozatok pozitiv tagu €s szigoruan novekvo sorozatok.

Sikeriilt tehat megszerkeszteniink a vizsgalt egyenlet végtelen sok, kiilonb6zo

megoldasat.

O—m 2.2.7. Gyakorlatok és feladatok

1. Vajon milyen torvényszeriiség alapjan képeztiik az alabbi sorozatokat? Az altalad
talalt szabalyszerliség alapjan ird fel a kovetkezo6 két elemet!

szén, szilicium, germanium, on,...
2,4,16,256,...

1,1
1,3,6,8,11, 13, 16,...
9,27, 54,90, 135, 189,...
3,2,6,5,15,14,42,...
190, 192, 64, 66, 22, 24, 8, 10,...
1,3,6,10, 15,21, 28,...

246, 810, 121, 416, 182,...

123, 14, 17, 50, 25, 29,...
1,2,4,7,8,11, 13, 14, 16, 19,...

2. Szamitsd ki a kdvetkez0 sorozatok els hat elemét, ha az altalanos tag képlete:

d) x, =

a) xn:4n_3’vn21; b) xn=2n2—3n+1,‘v’n21;
c) x, =max{n2—n—6,—n—5 }, Vnx1;
1 cos(nr)
,Vn>1; e)x,=——,Vn21.
Un+1

3. Keresd meg a parjat! Az els6 oszlopbeli képletekkel értelmezett sorozatok
mindegyikének van egy parja a masodik oszlopban (a két sorozat megfeleld tagjai
egyenldk). Bizonyitsd is be, hogy a megfeleld sorozatok tagjai egyenlok!

sin(

2n+1 J
2
— = 2 VYn21;1) a,=4,a

a) yn: 2 ,1+1=3a,,—2,Vn21;
n
b) z,=3"+1,Vn>1; 2) b,.,=5b,,,—4b,, Vn>1,
b =3 ¢s b, =15;
c) x,=4" 1, Vn21; 3) ¢, =~ ahol

Y

un+2 = _ZunH _un’ ul = _1’
Uy =1 vy =2v, —v, +2,

v, =1¢é v, =4.
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4. Szamitsd ki a kdvetkezo rekurziokkal adott sorozatok elsé hat tagjat:

=x +1,Vn21, xlzl;

a) x
)n+1 n 2 2

b)x =,x,=2, x,,,=3x,,,-2x,,Vn21;
— _ 'xn >1‘
c)x, =3, x,, ——1+2xn ,Vnx1;
2
d)xo :3,x1:4’ xn+1:xn_1—nxn’vn21;

e)x=Lx,=-lLx;=Lx,=1 x,=x,,-X, ,°X,.4,Vn25.

5. Az elébbi sorozatok esetén, a kiszamitott tagok alapjan, probald meghatarozni az
altalanos tagot! Sejtésedet bizonyitsd is! Vizsgald meg a sorozatok monotonitasat!
Van-e kozottiik periodikus sorozat?

6. Bizonyitsd be, hogy az I.1. paragrafus hatodik példajaban szerepldé sorozat
altalanos tagjat a kovetkezo egyenlGségek szarmaztatjak:

_{3.2" ~2,ha n=2k+1
132 <L han=2k 42
7. Az A c N halmazrél tudjuk, hogy
a)led; b)ned = 2n+led;c) 3n+led = neAd.
Igaz-e, hogy 8 € 4?
8. Hatarozd meg azokat az (xn )ne y* szamsorozatokat, amelyek teljesitik az

2 5 .
(xl + x5 +...+x,,) =x13 +x§ +...+x,3Z egyenldséget Vne N* esetén!

9. Bizonyitsd be, hogy ha az (an) pozitiv tagl szamsorozat teljesiti az

*
neN

p . . 1 .
a,z, <a,-a,, egyenlbtlenséget Vne N* esetén, akkor a, < e VneN"!

10. Bizonyitsd be, hogy ha az x

ntl = neN”

1 RTINS
—Ex,f +x, +1 rekurziot teljesit6 (x,)

sorozat elsé tagja 1 és 2 kozott van, akkor

x,1—\/5‘<2ln, VneN,n=3!
11. Bizonyitsd be, hogy létezik olyan (xn )nE n* Szamsorozat, amelyre

x,e{l,2}, Vn>1 ésaz x,x,_,..x,x; szam oszthat6 2" -nel, Vne N*!
12. Bizonyitsd be, hogy egyetlen olyan (xn )nE N+ szamsorozat létezik, amely
teljesiti a kdvetkezo feltételeket:
a) x; =5;
b) barmely m -ben végz4dé szam négyzete is m -ben
végzédik, Vne N*.
x, + V2 -1
1-x,-W2 -1

13. Bizonyitsd be, hogy az x,, = , Vn>1 rekurziot teljesitd

sorozatok periodikusak!



Fejezet tartalmz* Tartalomjegyzél|<

Szamtani haladvanyok 13

I.2. Szamtani haladvanyok

I.2.1. A szamtani haladvany fogalma

Mi lehet az aldbbi sorozatok képzési szabalya? ird fel a sorozat kovetkezd két tagjat!
1. 5,8,11, 14,17, ...
2. —3,—2,—2,—1,—1,...
2 2

s, 3226 20 148
) 37373737377

Mi a koz6s a megadott sorozatok képzési szabalyaban? Irjal te is két olyan sorozatot,
amelyet hasonl6 szaballyal szerkesztettél!
ap =.. a,. =4a, + ... a, =... a4z =.. ag =...
bl = .. bn+l an +... b2 = ... b3 = ... b4 = ..

2.1.1. Ertelmezés. Az (an )nE n* Szdmsorozatot szamtani haladvanynak (vagy

szamtani sorozatnak) nevezziik, ha 1étezik olyan » € R szam, amelyre
1
a,,=a,+rnvVnzx1.

2.1.2. Jelolés. Azt, hogy az (a, )neN* sorozat szamtani haladvany, a

kovetkezéképpen jeldljik: + a,, a,,..., a,,... .

2.1.3. Megjegyzések
1. A rekurzidban szerepld r» szamot a sorozat allandé kiilonbségének nevezziik.

A fenti példakban az elsé tag, illetve az allando kiilonbség értéke:
1. a, =5¢r=3;

b

1
2.q="3ér=—
2

2
3. q _32 és r=-2.
3
2. Az (a k )k=ﬂ véges sorozatot akkor nevezziik szamtani haladvanynak (vagy

szamtani  sorozatnak), ha létezik olyan reR  szam, amelyre
a,,,=a, +r, k=1,n—1. Ha a szdmok nem sorozat formdjaban adottak, csak

akkor mondhatjuk, hogy szamtani haladvanyt alkotnak, ha valamilyen
sorrendben teljesitik az elobbi értelmezés feltételeit.
3. Az a,, =a,+r,Vn2z1 rekurzi6 nem hatdrozza meg egyértelmiien az

(an ) ,> Szamtani sorozatot, csak azt biztositja, hogy a sorozat szdmtani

haladvany legyen. Ahhoz, hogy a sorozat tagjait meghatirozhassuk, tovabbi
informaciodk sziikségesek (példaul egy meghatarozott sorszamu tag és az allando
kiilonbség elégséges).

" A komplex szamok bevezetése utan még visszatériink erre az értelmezésre.
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2.1.4. Feladat. Keressiink Osszefliggést egy szamtani haladvany harom egymas
utani tagja kozt!

Megoldas. Ha az (a,,) Len* Sorozat szamtani haladvany, akkor Iétezik olyan r valos
szam, amelyre a,.; =a, +r és a, =a,_; +r. Mindkét Osszefiiggésbol kifejezziik a
sorozat allando kiilonbségét, és irhatjuk, hogy: a,,, —a, =r=a, —a,_;. Tehat

a,,+a S .

a, :%, Vn>2. A kapott 6sszefliggés azt fejezi ki, hogy a sorozat minden
tagja (a masodiktol kezd6dbéen) a két szomszédos tag szamtani kozéparanyosa. Ezt a
tulajdonsagot gyakran hasznaljuk, ezért kiilon is megfogalmazzuk.

2.1.5. Tulajdonsag. Az (an )nezv* szamtani haladvany minden tagja (a

masodiktol kezdddden) a két szomszédos tag szadmtani kézéparanyosa.

2.1.6. Megjegyzések
1. A 2.1.5. tulajdonsag indokolja az ilyen tipusu sorozatok megnevezEsét.
2. A 2.1.5. tulajdonsag forditottja is egy igaz kijelentés. Azok a sorozatok,

ay-1 + Ay

amelyek teljesitik az a, = L rekurziét minden kett6nél nem kisebb

természetes n értékre, szamtani haladvanyok.

a,,ta

Valdban, ha a, = L VYn>2, akkor 2a,=a,  +a,,, Vn>2,és igy

n+l»

a,,—a,=a,—a,,, Vvnx2. Jeloljik r-rel az a, —a; kiilonbséget. Az
elébbiek alapjan
Apy) =4y =04y —dp ) =dy | —Ayp = =d3 — Ay =T,
tehat az (a,, )ne N
3. Igazoljuk a kdvetkez6 altalanosabb tulajdonsagot is:
_ Gy A

a n 2

» sorozat szamtani haladvany.

, Vn2k+1.

I.2.2. A szamtani haladvany altalanos tagjanak képlete

Probaljuk megkeresni az alabbi szamtani haladvanyok altalanos tagjanak képletét!

1. a,,=a,+4,Vvnzlés a =1;
a, _,+a ;
2. a =1 "y p>2 g =-5ésa,=0.
n 7 1 2

I. probalkozas

Szamitsuk ki a sorozat elsé ot tagjat! a, =a;+4=1+4, ay;=a, +4=1+4+4,
ay=ay;+4=1+4+4+4, é as=a,+4=1+4+4+4+4, tehat a, =1+1-4,
ay;=1+2-4,a,=1+3-4 ¢é as=1+4-5. Ennek alapjan sejthetd, hogy
a,=1+(n-1-4,vn=1. A matematikai indukcio segitségével sejtésiink azonnal
igazolhato.
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ne {1, 2,3,4,5 } esetén az eddigi szamolasaink szerint sejtésiink igaz. Ha
feltételezziik, hogy a, =1+ (k—1)-4 valamilyen k értékre, akkor a rekurzi6 alapjan
Ay =ap+4=1+(k-1)-4+4=1+k-4. Tehat a matematikai indukci6 elve
alapjan a, =1+(n—-1)-4, Vn=1.

!I. probalkozas

Irjuk fel az a;,; —a; =4 egyenlOséget, ha k rendre felveszi az 1, 2, 3, ..., n-1

értékeket, majd adjuk Gssze a kapott egyenldségek megfelel6 oldalait. A bal oldalon
az a, ¢és a, kivételével minden tag kétszer jelenik meg. Egyszer negativ eldjellel és

egyszer pozitiv eldjellel, tehat a bal oldalon az 6sszegzés eredménye a, —a; . A jobb
oldalon Gsszesen (n-1) darab 4-es van, tehat az 6sszeg 4 - (n - 1) . Mindezt a kovetkez6
séma szemlélteti:

a,—a; =4
ay;—a, =4
as, —ay =4
as—ay =4
app —ap3 =4
Ay — Ay =4
a,—a,,=4 +

a, —a =4~(n—1)
Az utolso egyenldség alapjan a, =1+4- (n - 1), Vnxl1.
A masodik sorozattal probalkozz egyediil! Toltsd ki az iiresen hagyott helyeket az
odaillé szamokkal!
az =... ay =... as =... ag =... és a, =..
Belathatdé, hogy az el6bbi gondolatsorok barmelyike az altalanos esetben is
eredményhez vezet. Ervényes tehat a kovetkezo tétel:

2.2.1. Tétel. Az a
altalanos tagjanak képlete:

a1 =a, +r, Vn=1 rekurzidval értelmezett szdmtani haladvany

a, =a, +(n—1)-r, Vnz1.

Bizonyitas. Jeloljiik P(n)-nel az a, = a, + (n—1)-r kijelentést. A P(1) igaz éllitas
mert a; =a,. Ha feltételezziik, hogy P(n) igaz, akkor irhatjuk, hogy
Ay =a,+r=a; + (n —1)~ r+r=a, +n-r,amely éppen azt fejezi ki, hogy P(n+1)
is igaz. A matematikai indukcié elve szerint P(n) igaz allitds minden n e N~ esetén,
tehat a, = q, +(n—1)-r, Vnxl.

? A teljesség kedvéért bizonyitjuk is a tételt.
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2.2.2. Feladat. Egy munkahelyre harom fiatalember palyazik. A cégvezetd a
kovetkez6t mondja: ,,A kezdd fizetés havi 1 000 000 lej, amit félhavi részletekben
fizetlink. Ha munkéjuk megfelel, fizetésiiket minden honapban emeljik. Két
lehetdség koziil valaszthatnak: havonta 15 000 lejjel, vagy félhavonta 5000 lejjel
emeljiik a fizetésiliket. Melyik lehet6séget valasztjak?”

Két palyazo az elsé lehetdséget valasztotta, mig a harmadik kis gondolkodas
utan a masodik mellett dontott. A cégvezetd 6t vette fel. Miért?
Megoldas. Vizsgaljuk meg, hogy mekkora fizetést kapnanak a két kiilonbozo
modon dontdé emberek! A jobb attekinthetdség kedvéért eredményeinket a kovetkezo
tablazatba foglaltuk:

1. hénap II. hénap I11. honap
L 1015000 | 1015000 | 1030000 | 1030000
lehetbség 500 000 | 500 000 B 2 B B
H,', . 500000 | 505000 | 510000 | 515000 | 520000 | 525000
lehetdség

Jeloljik a; -val az elso, illetve by -val a mésodik lehetdség szerint a k-adik honapban

kapott fizetést. A kovetkez6 értékeket kapjuk:

a, =1000000, a, =1015000, a;=1030000, a,=1045000, a5=1060000;

b, =1005000, b, =1025000, b, =1045000, b, =1065000, bs=1085000.
Lathato, hogy a masodik lehetdéség mar az elsé honapban kedvezOobb, mint az elsd, és
a két fizetés kozitti kiilonbség minden honapban 5000 lejjel novekszik. Vilagos, hogy
akik az els6 ajanlatot valasztottadk, nem gondoltak végig a lehetdségeket, ezért
alkalmazta a cégvezetd a harmadik palyazot.

A tovabbiakban azt fogjuk vizsgalni, hogy tulajdonképpen mitdl (€s hogyan)
fiigg az, hogy melyik lehetdség a kedvezobb. Jeloljik 7, -gyel és r, -vel a havi, illetve
a félhavi fizetésemelés nagysagat valamint a-val a kezd6 fizetés nagysagat. A feladat
jeloléseit megoérizve a kovetkezo tabladzathoz jutunk:

1. hénap II. hénap I11. honap IV. hénap V. honap
I. lehetdség a a+n a+2n a+3n a+4n

II. lehet6ség a+r a+5r, a+9r, a+13r, a+17r,

A tablazat alapjan lathat6, hogy a havi fizetések mindkét esetben szamtani haladvanyt
alkotnak. Az els6 lehetdség esetén az allando kiilonbség 7, mig a masodik lehetség

esetén 4-r,. Az altalanos tagra vonatkozo tétel értelmében a, =a+(k—1)-r és
b, =a+(4k-3)-r,. Tehat, ha 4r, >, akkor a masodik lehetéség, ha 4r, <n,
akkor az els6 lehetdség a kedvezdbb.
2.2.3. Feladat. Ha +q,,qa,,...,a,,...,
a, ,+a

2
b) szamitsd ki az a, +a,_;,,; alaka Osszegeket, ha ke{l, 2., n}! Mit

a) bizonyitsd be, hogy a, = mhk N n>k+1;

észlelsz?
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Megoldas
a) Az altaldnos tag képletét hasznaljuk: a, ; =a+(n—k-1)-r ¢és
A =a+m+k-1)-r.Tehdta, , +a,,, =2a,+2-(n-1)-r=2-aqa,.

b) Szintén az altalanos tag képletét hasznaljuk: a; =a; +(k-1)-r ¢&s
Ay =ay +(n—k)-r,tehat a; +a,_;.; = 2a; + (n—1)-r . Mivel az Osszegre
vonatkozo kifejezés nem tartalmazza a k valtozot, fiiggetlen k-t6l €s minden
1<k <n esetén a; + a, -nel egyenld.

I.2.3. A szamtani haladvany elsé n tagjanak osszege

A kovetkezokben kiszamitjuk az elsé n természetes szam Osszegét.

1. médszer. Az S, =1+2+3+4+..+(n-3)+(n—-2)+(n—1)+n Osszeg tagjait
irjuk forditott sorrendben, majd adjuk hozza az eredeti Osszeghez. Az
(n—k+1)+k=n+1 egyenlOoség alapjan az Osszegben megjelend 2n tagot n darab
csoportba lehet osztani Uigy, hogy az egyes csoportokon beliil a szamok Gsszege n+1

legyen. Igy irhatjuk, hogy 2§, =n-(n+l), tehat S =@. Jobban

n

attekinthetjilk az elobbi szamolasokat, ha a két Osszeget egymas ald irjuk és
oszloponként adjuk dssze.

S, = 1 + 2 + 3 + ... + (nl) + n
s = N + 1) + ®@2 + ...+ 2 + 1
2§, = (ntl) + (ntl) + (mtl) + ...+ (ntl) + (nt]) t
Mivel a jobb oldalon n-szer szerepel az n+1, irhatjuk, hogy S, = @
2. médszer. Az (x + 1)2 = x% + 2x +1 azonossagba rendre helyettesitsiik az x=1,
x=2, ..., x=n-1 és x=n értékeket, majd a kapott egyenléségek megfeleld oldalait
adjuk Gssze.
(n-1+1? =  (@-p> + 2@=h 7 1
((n ~2)+ 1)2 = (n— 2)2 + 2(n—2) + 1
32 = 22 + 2-2 + 1
52 = 12 + 2-1 + 1
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Az utolso egyenléségbdl kifejezziik az S, -et:

S - (nJrl)2 —n-1_ n® +n _ n-(n+1).
2 2 2

3. modszer. Vizsgaljuk meg a mellékelt abrakat! Az els6 sorban egy korong, a

masodikban kettd, a harmadikban pedig harom helyezkedik el. igy a vonal folott

lathato korongok szama éppen 14+2+3. Ha ezt kiegészitjik az 142 0Osszeggel,

amelynek megfeleld korongok a vonal alatt helyezkednek el, 3x3=9 korongot kapunk.

A korongok egy cstcsara allitott négyzetet hataroznak meg. A kapott Gsszefiiggés

alapjan S; + S, =37 vagy 2-S, +3=3%. A masodik abra alapjan S, +S; = 4°

®
® ® 0
® 0 ® 0.0
o O. O. .0.0.0._
O @) OO

Ha (n+1) korongot tekintink, akkor a 2-S, +n+1=(n+1)> Gsszefiiggéshez
jutunk. Ebbdl kifejezziik az S, -et:

(n+1)2—n—1 n*+n n-(n+l)
Sn: = = .
2 2 2

n-(n+1)

vagy 2-8; +4 =47,

2.3.1. Megjegyzés. Az alaki  szamokat haromszogszamoknak

nevezziik. A megnevezést az eldobbi abrak indokoljak.

2.3.2. Feladat. Szamitsuk ki az els6 n paratlan természetes szam Osszegét
legalabb harom kiilonb6z6 modon!

Az eldbb hasznalt harom modszert probaljuk most is alkalmazni.

1. moédszer. Jeloljik S, -nel az elsé n paratlan természetes szam Osszegét. Az
Osszeg tagjait forditott sorrendben irjuk, majd a megfelel6 tagokat az alabbiak szerint
csoportositjuk.

S, = 1 + 3 + 5 + ...+ 2n-3 + 2n-1

S, = 2n-1 +  2n-3 +  2n-5 + ...t 3 + 1

28, = 2n + n + 2n + ...+ n + 2n +
Tehat S, = n-(2n) =n?.

2. médszer. Az (x+ 2)2 =x% +4x+4 azonossagba rendre behelyettesitjik az
x=1,x=3, ..., x=2n-73 és x=2n-1 értékeket, majd a kapott egyenléségek megfeleld
oldalait 6sszeadjuk.
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@2n+1)2 = (n-1p t  4@-h o+ 4
(2n-3) = (@n-5* T 4@=5 o+ 4
52 = 32 + 4.3 + 4
32 = 12 + 4.1 + 4
+
(2n+1)° = 1? + 4.8, +  4.n

Az utolso egyenldségbdl kifejezziik az S, -et, és kapjuk, hogy
(2n+17 —4n—1 4n* +4n+1-4n—-1 ,
S}’l = = =n .
4 4
3. moédszer. Vizsgaljuk meg az alabbi abrat! Minden vonalra azoknak a
korongoknak a szamat irtuk, amelyek a vonal f6l6tt vagy t6le balra vannak, de az az

el6tti vonal alatt vagy téle jobbra helyezkednek el. Példaul az 5-6s a fehér korongokra
vonatkozik.

Lathato, hogy 1+3= 2% (a korongok egy 2 x 2 -es négyzetbe rendezhetdk);
1+3+5=32(a korongok egy 3 x 3 -as négyzetbe rendezhetdk);
1+3+5+7=4% (a korongok egy 4 x 4 -es négyzetbe rendezhetdk);
1+3+5+7+9=52 (5% 5-0s négyzetbe rendezhetdk);

1+3+5+47+9+11=62 (6 x 6 -0s négyzetbe rendezhetok).
Ha figyelembe vessziik, hogy az (n+1)x (n +1) -es négyzetet az n x n -es négyzetbol

pontosan 2n+1 korong hozzaadasaval szerkesztjik, allithatjuk, hogy §, = n’.

4. moédszer. S, kiszamitasat vezessiik vissza az els6 n természetes szam Osszegére
vonatkoz6 Gsszefliggésre:

Sy = $k-1)=2-$h-$1-2- $honon. ) o
k=1 k=1 k=1 k=1 2



Fejezet tartalmz* Tartalomjegyzél|<

20 Szamtani haladvanyok

A 2.23. feladat b) pontjanak eredményei biztositjak, hogy az 1. modszer
alkalmazhat6 barmely szamtani haladvany elsé n tagjanak az GOsszege esetén. Az

(x+r)2 =x? +2r-x+r°

azonossag alapjan a 2. modszer segitségével is ki tudjuk
szamitani egy tetszéleges szamtani haladvany elsé n tagjanak Osszegét. Sajnos a 3.
moddszer nem alkalmas az éltalanos eset targyalasara (hisz minden haladvanyra valami
mas reprezentaciot kellene kitalalni, €s ennek szemléltetését » ¢ Z esetén mas
alapokra kell helyezni). A 4. moddszert nagyon sok Osszeg kiszamitasara lehet

alkalmazni, hisz alapgondolata az, hogy a kiszamitandé Osszeget egyszeriibb
Osszeg(ek)re bontjuk. Vizsgaljuk meg az altalanos esetet! Szamitsuk ki az (a )

n/neN”

szamtani haladvany els6 n tagjanak Osszegét! Jeloljiik S, -nel ezt az Osszeget:

S,=a +ay+..+a,_+a, =

a, . A pontossag kedvéért elébb kijelentjiik az
1

T M=

Osszegre vonatkozo tételt:

2.3.3. Tétel. Az (an )ne y* szamtani haladvany els6 n tagjanak az osszege

Snzw+h,Vn21.
1. bizonyitas
S":iak:Zn:(al+(k_l)"’):”'al+’"'i(k—1)=n-a1+r'@.
) yynlava)

Masrészt n-a;+r-————= -(al +a1+(n—1)-r)= , tehat a tétel

n
2
allitasa igaz.

2. bizonyitas. Az Osszeg tagjait forditott sorrendben irjuk, majd a megfeleld
tagokat az aldbbiak szerint csoportositjuk, és hasznaljuk a 2.2.3. feladat b) pontjanak
eredményét:

Sn = al + aZ ot an—l + an
Sn = an + an—l Tt a, + a, +
2Sn = (a1+an) + (a1+an) ot (a1+an) + (a1+an)
Tehit s, =0+ an),

2
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I.3. Mértani haladvanyok

I1.3.1. A mértani haladvany fogalma

Mi lehet az aldbbi sorozatok képzési szabalya? ird fel a sorozat kovetkezd két tagjat!
1. 2,6, 18, 54, 162, 486,...
2.3,6, 12,24, 48, 96,...
11

3.27,9,3,1, =, —,...
3°9

4. 2,2, 242, 4, 42, ...
S5.1,-1,1,-1,1,-1, 1,...
Mi a kozds a megadott sorozatok képzési szabalyaban? Irj te is két olyan sorozatot,
amelyet hasonl6 szaballyal szerkesztettél!
bl =... bn+l zbn
bl =... bn+1 :b

n

b2 =... b3 =... b4 =...
b2 =... b3 =... b4 =...

3.1.1. Ertelmezés. A (bn )neN* szamsorozatot mértani haladvanynak (vagy
mértani sorozatnak) nevezziik, ha 1étezik olyan ¢ € R szam, amelyre

b,,=b, q,Vn=>1.
3.1.2. Jelolés. Azt, hogy a (b, )nEN* sorozat mértani haladvany az
by, by,..., b szimbolummal jeloljiik.

noeer

3.1.3. Megjegyzések
1. A rekurzidban szerepld ¢ szamot a sorozat allandé hanyadosdnak (vagy
kvéociensének) nevezzilk. A fenti példdkban az els6 tag, illetve az allando
hanyados értéke:
1. by =2 ¢és g =3;
2.5, =3¢ ¢g=2;
1
3. by =27 ¢és ng;
4. b =2 & q=\/§;
5.bh =-1és g=-1.
2. A (bk )k=ﬁ véges sorozatot akkor nevezziikk mértani haladvanynak (vagy

mértani  sorozatnak), ha  Iétezik olyan geR szam, amelyre

b..,=b,-q, k=1,n—1. Ha a szdmok nem sorozat formdjaban adottak, csak

akkor mondjuk, hogy mértani haladvanyt alkotnak, ha valamilyen sorrendben
teljesitik az el6bbi értelmezes feltételeit.

" A komplex szamok bevezetése utan még visszatériink erre az értelmezésre.
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3.1.4. Feladat. Keressiink Osszefliggést valamely mértani haladvany harom
egymas utani tagja kozt!

Haa (bn ) N
b,.,=b,-q é b,=b,,-q. Szorozzuk meg b,_,-gyel az elsd Osszefiiggést:
by byt =b,-q-b,, =b>,-q* =b?. Tehat b>=b,_ -b

n—1"Yn+l1>

» sorozat mértani haladvany, akkor létezik olyan ¢ valds szam, amelyre:

Vn=2. Ha a sorozat
pozitiv tagu, az elébbi Osszefiiggés mindkét oldalabol négyzetgy6kot vonhatunk, igy a
b,=+b, b

n+l>
minden tagja (a masodiktol kezdve) a két szomszédos tag mértani kozéparanyosa. Az
elobbi két tulajdonsaggal gyakran taldlkozhatunk, ezért kiilon is megfogalmazzuk.

Vn=>2 0sszefiiggéshez jutunk. Ez azt fejezi ki, hogy a sorozat

3.1.5. Tulajdonsag
a) A (b, )ne y* mértani haladvany tagjai teljesitik a b:=b, b,
egyenlOséget, V n > 2 természetes szamra.
b) Pozitiv tagi mértani haladvany minden tagja (a masodiktol kezdve) a két
szomszédos tag mértani kozéparanyosa.
3.1.6. Megjegyzések

1. A 3.1.5. tulajdonsag indokolja az ilyen tipust sorozatok megnevezését.

2. A 3.1.5. tulajdonsag forditott allitasai is igaz allitasok (lasd a 3.2.2. megoldott
feladatot).

3. Akarcsak a szamtani haladvanyok esetén, itt is érvényes egy altalanosabb
osszefiiggés: b =b, ,-b,.,, ¥ n>k+1,ahol k >1 rogzitett természetes szam.

I.3.2. A mértani haladvany altalanos tagjanak képlete

Probaljuk megkeresni az alabbi mértani haladvanyok altalanos tagjanak képletét!
1. b6,.,=2-b,,Vn=1¢és b =3;
2.b5,,,=3b,Vn=1¢és b =5.
L. probalkozas
Szamitsuk ki a sorozat els6 Ot tagjat! b, =2-H,=3-2, by =2-b, = 3.22,

n+

by=2-by=3-2°, ¢ bs=2-by =3-2*. Esszerlinek tinik azt allitani, hogy a
(b, )ne N+ sorozat tagjai a 2 hatvanyainak haromszorosai, vagyis b, =3- 2" Vn>1.
A matematikai indukci6 segitségével sejtésiink azonnal igazolhat6: n e {1, 2,3,4,5 }
esetén az eddigi szamoldsaink szerint sejtésiink igaz. Ha feltételezziik, hogy
b, =3- 271 valamilyen k értékre, akkor a rekurzi6 alapjan b =2-b, =
=2.3.2%"=3.2%  Tehat a matematikai indukcié elve alapjan

b, =3-2"",Vnx1l.
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I1. probalkozas
irjuk fel a b, =2-b; egyenldséget, ha k rendre felveszi az 1, 2, 3,..., n—1 értékeket,

majd szorozzuk 0ssze a kapott egyenldségek megfeleld oldalait. Mivel a sorozatnak
sem a kvociense, sem az els6 tagja nem nulla, a sorozat egyetlen tagja sem nulla. A
b, és b, kivételével minden tag kétszer jelenik meg, egyszer a bal oldalon és egyszer

a jobb oldalon, ezért ezekkel egyszeriisithetink. Igy a b, =5, -2"" =3.2""
Osszefiiggéshez jutunk. Mindezt az alabbi séma szemlélteti:

b2 = 2b1
b3 = 2'b2
b4 = 2b3
b5 = 2b4
bn—2 =2- bn—3
bn—l _Z'bn—Z
bn :2'bn—1 .
b, =2"".b,
Az utolsé egyenléség alapjan b, =3-2""', Vn>1.

III. probalkozas
Irjuk az eldbbi egyenldségeket forditott sorrendbe, majd szorozzuk a masodikat 2-vel,

a harmadikat 2% -nel és altalaban a k-adikat 27! -nel, majd adjuk 0ssze az igy kapott

egyenloségeket.
bn =2 bn—l

2
2'bn—l =2 'bn—Z
2 3

2 'bn—2=2 'bn3

21’!—4 b4 — 2}1—3 b3
273 by =2"2 b,
b, =2"".b,

+

Tehat b, =3-2""', Vn>1 esetén.

A masodik sorozattal probalkozz egyediil! Toltsd ki az iiresen hagyott helyeket az
odaillé szamokkal!

by =... by =... by =... bs =... és b, =...
Belathatd, hogy az elébbi gondolatsorok barmelyike az altalanos esetben is
eredményhez vezet. Ervényes tehat a kovetkezd tétel:
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3.2.1. Tétel. A b

.1 =b,-q, Vn>1 rekurzioval értelmezett mértani haladvany

altalanos tagjanak képlete:

b,=b,-q""',Vn>1.
Bizonyitas. Jeloljik P(n)-nel a b, = b, g™ Kijelentést. P(1) igaz allitas, mert
b, = b,. Ha feltételezziik, hogy P(n) igaz, akkor irhatjuk, hogy b,,,=b, -q=5b,

-q”_l -g=a;-q", ami éppen azt fejezi ki, hogy P(n+1) is igaz. A matematikai

indukci6 elve szerint P(n) igaz 4llitis minden ne N® esetén, tehat
b,=b-q""',Vn>1.

3.2.2. Feladat. Egy munkahelyre harom fiatalember palyazik. A cégvezetd a
kovetkez6t mondja: ,,A kezdd fizetés havi 1 000 000 lej, amit félhavi részletekben
fizetiink. Ha munkajuk megfelel, fizetésiiket minden honapban emeljiik. Két
lehet6ség koziil valaszthatnak: havonta 44%-kal, vagy félhavonta 20%-kal emeljiik a
fizetésiiket. Melyik lehetOséget valasztjak? Melyik lehetOséget valasztanak akkor, ha
havonta 45%-kal vagy félhavonta 20%-kal emelnénk a fizetésiiket?”

Megoldas. Probaljuk altalanosan vizsgalni a kérdést, ugy hogy ne végezzik el
kétszer ugyanazokat a miiveleteket a két eset targyalasakor. Jeloljiik a-val és b-vel a
havonkénti, illetve félhavonkénti emelések szazalé¢kardnyat az emelendd fizetésekhez
képest és x-szel a kezdeti fizetést. Vizsgaljuk meg, hogy mekkora fizetéseket
kapnanak a két kiilonb6zé modon dontd emberek. A jobb attekinthetdség kedvéért
eredményeinket a kovetkezo tablazatba foglaltuk:

L. honap II. hénap 111. honap
I.
lehetdség x x-(1+a) x-(1+a)’
II. b-
lehet6ség x4+ %'(l+b)2'(2+b) g'(1+b)4'(2+b)

Lathato, hogy az els6 esetben a havi fizetések Osszegei (1 + a) kvociensti mértani
haladvanyt alkotnak, mig a masodik esetben a félhavi fizetések (1+5) kvociensii
mértani haladvanyt alkotnak. Igy az n-edik honapban az elsd lehetéség szerint

a =x-(1+a)"_] lenne a fizetés, mig a masodik lehetdség szerint

n

b

n

= % (1+b)"% 4 % (1+5)*" = % A(1+b)*%.(2+b). Most ratérhetink a
konkrét esetek vizsgalatara.
a) a=044 é b=02 esetén a, =x-1,44"" VYn=>1 és b, =11-x-1,44"" mert

1,22 =1,44. Osszehasonlitjuk a két lehetdséget, és lathatjuk, hogy a masodik
lehet6ség az elonydsebb.
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b) a=045 és b=0,2 esetén a, =x-1,45"", Vn>1 és b, = 1,1-x-1,44”71, mert

n—1
122 =144, Szémitsuk ki az 2t amanyn Yoo L[, 000)
b b L1\ 1,44

n n

L1 00L(n-1)

111 42 (az (1 + x)" >1+n-x Bernoulli-egyenldtlenséget hasznaltuk

b

n>1és x= 001 esetén). Az elobbi becslés alapjan lathato, hogy ha n elég nagy

b

(n>160), akkor az els6 lehetdség szerint szamolt fizetés nagyobb lesz, mint a
masodik lehetdség szerint szamolt Gsszeg.
3.2.3. Megjegyzés. Itt a havi fizetéseket vizsgaltuk. Az 1.3.3. paragrafus utan
ajanljuk az mn-edik honapig szamolt Osszjovedelmek Osszehasonlitasat. Pontosabb
becslések alkalmazasaval biztatobb eredményekhez juthatunk. Az &sszjovedelem
ugyanis mar masfél év utan nagyobb lesz az els6 lehetdség esetén.

I.3.3. A mértani haladvany els6 n tagjanak osszege

3.3.1. Feladat. Vizsgild meg, hogyan valtoznak a kovetkez6é felbontasokban a
masodik zaroéjelbeli kifejezések kitevoi! Az észlelt szabalyszeriiségek alapjan probald
kiegésziteni a hianyos felbontasokat!
2 2
x? = y?=(a—y)a+y)
=y = (o= e 4+ p?)
xt -yt = (x—y)(x3 +xX y+xpt 4 y°
x> -y :(x—y)x4 +xXy+x2yt 4+ +
x0—y0 = (x —y)(x"' +xy+xy? xS +xyt +)

x' =y’ = (x - y)(x6y"' +xy+ eyt ey eyt xy)

Az elobbi felbontasokat bizonyitsd is!

3.3.2. Tétel. Ha n természetes szam, akkor
xn+1 _yn+1 — (x_y), X y 5

barmely x és y valds szamra.
1. bizonyitas
n n n
(x_y). zxnfk .yk — anﬂfk ‘yk _ zxnfk ‘ka :xn+l _yn+1 +
k=0 k=0 k=0

+ (x"y +x"yr 4 " )— (x"y +x"yr 4 " )= x™ it
2. bizonyitas
A matematikai indukcié modszerét hasznaljuk. Ha x = y, akkor az egyenldség igaz,

tehat feltételezhetjiik, hogy x=y. ne {1, 2,3, 4, 5} esetén direkt szamolassal
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ellendriztiik (lasd a 3.3.1. feladatot). Ha a tétel allitdsa igaz egy tetszOlegesen
valasztott n természetes szamra, akkor irhatjuk, hogy

n n
_ _ _ a4 x" =
X"y xe "y ==y
xX=y

Az egyenléség mindkét oldalatmegszorozzuk y-nal és hozzaadunk x”-t, igy kapjuk,
hogy

n n

2oy dtx-y"? +y"_1)=x" +y-u,vagyis

x"+y- (x”_l +x"”

n+l n+l
-y

n n—1 n

n n
_ — x" - x
X"y X"y x4y Y -

X—y X—y
Ha az utolsé egyenldséget (x — y) -nal beszorozzuk, akkor
n
xn+1 _yn+1 — (x_y).kzoxn—k ‘yk

adodik, tehat az allitasunk (n+1)-re is igaz. A matematikai indukcio elve szerint a tétel
allitasa minden természetes szamra igaz.

3.3.3. Feladat. Az cl6bbi tétel segitségével szamitsuk ki a kovetkez6 Gsszegeket:
a)S,(n)=1+2+2>+2° +...+2"";

b) S, (n) =1+%+@2 +@ ++@ :
¢) Sy(m=1+42 + (V2] + (V2] +..+ (V2] "

Megoldas

k azonossagba x=1-et és y=2-t

1

a) Az x"—y" =(x-y) "y
k=0
helyettesitink. S;(n) =2" —1.

1 1
b) Az x" —y" =(x—y)- 2x""* . p* azonossigba x=1-et & y= E-et
k=0

- 2" -1
helyettesitiink. S, (n) = .
271—1
n n ! n—-1-k k ‘ ’
c) Az x" -y" = (x—y)- >x -y" azonossagba x=1-et és y=+/2-t
k=0

V2f -1
helyettesitiink. S;(n) = K—L
VJ2-1

Az elébbi 0sszegeket mas modszerrel is kiszdmithatjuk. Az S5(n) helyett kiszamitjuk

az S3(n) —J2. S3(n) kiilonbséget. Az Osszeg tagjai koziil a legtobb kétszer jelenik
meg: egyszer pozitiv eldjellel és egyszer negativ eldjellel. Ezt a kovetkezd abran
szemléltetjiik:
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I
+
51
+

S(n) af -
N N Y
(1-v2)s;m =1 + 0o + o0

1-W2f
1-42

3.3.4. Tétel. A b, =, -qk_1 altalanos tagh mértani haladvany els6 » tagjanak

Tehat S,(n) =

Osszege a kovetkezOképpen fejezheto ki:

bl-q—_l,VnZI, ha g #1;

S, = q-1
n-b,, ha ¢=1.
Bizonyitas. Ha ¢#1, akkor x=1-re és y=g-ra a 3.3.2. tétel alapjan
n
1+q+q2+...+q"_1=q l,tehét
q-1
B I’l_l
b1+b2+b3+...+bn:bl-(1+q+q2+...+q”1):bl-q o
q_

Ha ¢ =1, akkor a sorozat konstans és minden eleme b, -gyel egyenld, tehat az 6sszeg
n- bl .

I.4. Megoldott feladatok

1. Bizonyitsd be, hogy ha a (bn) szamsorozat tagjai teljesitik a

*
neN

b,% =b,_ -b,,; egyenldéséget minden n >2 esetén, akkor a sorozat mértani
haladvany.

b
Bizonyitas. Ha a sorozat egyetlen tagja sem nulla, akkor a qzb—2 jeloleést
|
b, by by b b b
hasznalva irhatjuk, hogy g=-—2=—-=-2="=_ = ="l (it 3 k-adik
by b, by by b
egyenlOséget k£ > 2 esetén az adott Osszefliggés biztositja n =k -ra). Az elébbi
aranysor els6 és utols6 tagjanak  egyenloségébol  kovetkezik, hogy

b,,,=b,-q,Vn=1.Az értelmezés alapjan a (bn )nE y* sorozat mértani haladvany.

n—1 n
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Ha nulla tagja a sorozatnak, jel6ljiik n,-val az els6 nulldval egyenld tag sorszamat. A
rekurzi6 alapjan a sorozat Osszes tobbi tagja nulla. Ha ny, >3, akkor a
b2

wo—l =0y, *b,,» egyenlbseg szerint b, , is nulla. Mivel ez ellentmond az n,

megvalasztisanak, n,<2. Igy a (b

" )nE N* sorozat elsé tagja by, €¢s minden tovabbi

tag nulla. Ez azt jelenti, hogy b,,,=5,:-0,Vn=>1, vagyis a sorozat mértani
haladvany.

2. Szamitsd ki a kdvetkez 0sszeget:

Smy=Y (k+1)-2"=1+2:2"+3-22 +4.2°+ .+ (n+1)-2".

k=0

1. megoldas. A kiszamitand6 6sszeg n+1 mértani haladvany 6sszegére bonthato:
I + 2 + 922 4+ 23+ .+ 2r = ol _q
2+ 22+ 2 A +o2n = 2~2"—1)
22+ 93 4+ . 4+ o = RN X
2%+ + oon = 222"

2 2" -'-1)
1+ 2.0 + 322 4 42 o+ 4 on2" - n-2" 4

Tehat S(n)=n-2""+1,Vn>1.
2. megoldas. A kovetkez$ diagram alapjan 2" —1=—S(n) + (n +1)- 2"
1 + 2.2 + 3.22 + ... + (m+D)-2" = S(n)
- 2.1 - 2.2 — . = g.m —28(n)+(n+1)-2""
L+ 2 4+ 22 4+ .. 4+ gn = —S(m)+(n+1)-2"""

S(n)=n-2""+1, Vn>1. Probaljuk altalanositani ezt az eljarast!

3. Bizonyitsuk be, hogy végtelen sok 4k —1 alak( primszam létezik!
Bizonyitas. A lehetetlenre vald visszavezetés modszerét hasznaljuk. Tételezziik
fel, hogy véges szamu 4k —1 alaka primszam létezik, és jeldljiik éket pi-gyel, p,-vel,
v Ppnel. Az N=4-p,-p,-...-p, —1 szam relativ prim mindegyikkel, hisz N+1
oszthatd mindegyik ilyen primszammal. Masrészt az N primtényezds felbontasaban
nem szerepelhetnek csak 4k +1 alaka primek (mert ebben az esetben a szorzatuknak,
vagyis az N-nek is 4k+1lalakunak kellene lennie), tehat N primtényez6i kozt 1étezik
4k—1 alaku is. Mivel ez relativ prim a py, p,, ..., p, szamok mindegyikével, kiillonbozik
ezektdl. Ez ellentmond feltételezésiinknek, tehat a kért tulajdonsagot igazoltuk.

4. Mikor létezik két, nullatél és egymastdl kiillonbozé kvociensit mértani
haladvany, amely teljesiti az x,.,=a-x,,, +b-x, rekurziot, Vn=>1 és
a,b #0 esetén?
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Megoldas. Jeloljiik 7;-gyel és r, -vel a keresett mértani haladvanyok kvocienseit,
és helyettesitsiik be a rekurzioba az x, = x| -1, valamint y, =y, -r, altalanos taga
sorozatokat. Az adott feltételek alapjan 7, és r, az ¥ —a-r—b=0 mésodfoka
egyenlet gyokei, tehat a keresett feltétel: a’>—4b>0.

Megjegyzés. Ha a® —4b > 0, az adott rekurziot teljesitd sorozat altalanos tagjanak

X, =X, T X, =X, H
2 =M o X Tl N

i
”1'(’”1_’”2) ”2'(”2_”1)

képlete x, = -1y, Vn>1, ahol x| és x, a sorozat elsd két

tagja’.
(o . 1 1 1
5. Szémitsuk kiaz S\(n)=—+—+——+..+——
1.2 2.3 3.4 (n—1)-n
Megoldas. Az Osszeg altalanos tagjat egy sorozat két egymas utan kovetkezd

Osszeget,ha n>2.

elemének kiilonbségeként irjuk fel. Vegyiik észre, hogy az m tort szamlaldja a
-k +

L N
k-(k+1) k k+1
Helyettesitsiik ebbe az azonossagba k helyett rendre az 1, 2, 3,..., (n—1) értékeket,
majd a kapott egyenldségek megfeleld oldalait adjuk Gssze.

nevezdében szerepld két tényezd kiilonbségének is tekinthetd:

11 1
2.1 1 2
11 1
32 2 3
1 1 1
(n—2)-(n—3)_n—3_n—2
1 1 1
(n-1-(n-2) n-2 n-1
11 1
n-(n—l) n—1 n .
S =1-—
n

A jobb oldalon az 1 és az 1 kivételével minden tort kétszer jelenik meg: egyszer
n
pozitiv elgjellel és egyszer negativ eldjellel, tehat S,(n) = n_—l’ Vn>22
n

' Ez a képlet a matematikai indukcié segitségével igazolhaté. Lathato, hogy az ilyen sorozatok
meghatarozasahoz sziikséges az els6 két tag ismerete.
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O—m I.5. Gyakorlatok és feladatok

1. Dontsétek el, hogy a kdvetkezo sorozatok szamtani haladvanyok-e vagy sem?
a) x,=7n-13,Vn2>1;
b) x,=-3n+2,Vnx1;

c) x,=-2n"+3n+1,Vn>1;

2

d) xnzn +2n,Vn21;
n+l

e) xnzz—,Vnzl.
1-2-3-...-m

2. Dontsétek el, hogy a kdvetkezd sorozatok mértani haladvanyok-e vagy sem!
a) x,=3",Vnx1;
b) x,=2"-3".5"",Vn>1;

c) x,=2"+3",Vn21;

d) xnzi,VnZI;
2}1

e) x, :(1_\5}” +(1+\5Jn, Vn>1.

2 2
3. Az eldbb vizsgalt sorozatok esetén vezessetek le egy-egy rekurziot!
4. Az (a, )nE y* szamtani haladvanyban hatarozd meg

a) aza athaa—lésr L,
20 745 1= =730
2 3

b) az a|pp-at,ha a; =7 és ag =22;

c) az Sij-at,ha S5 =230 és a5 =25;

d) az a;y +a;, +a;p +...+ag, Osszeget, ha a, +a; =26 és a;g —azs =—100;

e) az els6 tagot és az allando kiilonbséget, ha a; +a, + a3 +...+ a5 =39 és
2a; —a; =—4;

f) az S,,-6t,ha a;-a, a3 =120 és a; +a, +ay =15.

5. A (b, )ne »* mértani haladvanyban hatarozd meg
1
a) a bj;-et,ha b =256 és ¢ :_E;
b) a byy-et,ha bs =11 és b3 =121;

? p=2-re és n=3-ra a felirt osszefiiggések koziil néhany értelmetlen, de reméljik ez nem

tulzottan zavaro, hisz ezekre az értékekre gyorsan ki lehet szamolni az dsszeg értékét.
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c) az Sg -at, ha b2 +b5 =—-84 és b4 +b7 = —756,
d) azelsé tagot és a kvocienst, ha b, + b, + by =14 és by +bs +bg =112
e) az S:ll -t, ha bl =7 és bzoo] =-2- bzooo;

f) azelso ot tagot, ha by —b, + b, =% és by +by :%,

6. Hatarozd meg a kdvetkezd egyenletek megoldasait a valds szamok halmazaban:
a) Bx+6)+Bx+1)+...+(Bx+71)=819;
b) I-x?+x*—x0+..+x1%=0;
c) 1+2x+4x? +8x° +..+2¥x¥ 0.
7. Jelold S, -nel az (xn )nE v+ sorozat elsé n tagjanak dsszegét, €s vizsgald meg, hogy
az alabbi S, értékek szamtani vagy mértani haladvanyokhoz tartoznak!

a) S,,=n2+2n,Vn21;

b) S, =(2+43). ¥n21;
c) S,=nVnxl;
d) S =n’-2n"+1,Vn>1;

n

2
e) 5 ="t vust
n+1

8. Bizonyitsd be, hogy ha az (xn)

Lon* sorozat szamtani (mértani) haladvéany, akkor

(x5, )nE y* 18 szamtani (mértani) haladvany!

9. Hatarozd meg azt a négy szamtani haladvanyban levé valds szdmot, amelyek
i . on . . . . 45
Osszege 36 ¢és a sz€1s0, valamint belso tagok szorzatainak aranya P !

10. Az els0 n természetes szam Osszege a tizes szdmrendszerben olyan
haromjegyii szam, amelynek szamjegyei egyenlok. Hatarozd meg az n értékét!

11. Az els0 n természetes szam Osszege a tizes szdmrendszerben olyan
haromjegyli szam, amelynek szamjegyei valamilyen sorrendben szamtani
haladvanyt alkotnak. Hatarozd meg az n értékét!

S S S
12.  Bizonyitsd be, hogy =™ -(n— p)+—="-(p—m)+—L-(m—n)=0, ahol S, az
m n P
(xn )ne v+ Szamtani sorozat els6 k elemének Osszegét jeloli €s m,n, p e N 1

13. Az (xn )neN* szamtani haladvény n-edik tagja i, az m-edik tagja l
m n

Szamitsd ki az els6 m - n tag dsszegét (m#n)!

14. Az (a " )nE y* szamtani haladvany els6 n tagjanak dsszege nm nulla és egyenld

n

a kovetkezo n tag 6sszegének a felével. Szamitsd ki az arany értékét!

3n
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15. Bizonyitsd be, hogy ha (an) egy szamtani haladvany és létezik

neN”™
m#neN" gy, hogy S, =m* és S, =n’,akkor S, =k*, Vk>1!
16. Bizonyitsd be, hogy az a, b és ¢ szamok pontosan akkor alkotnak szamtani
haladvanyt, ha 2-(a+b+ 0)3 +27abc=9-(a+b+c)-(ab+bc+ca)!
17. Bizonyitsd be, hogy ha az FE(x,y)=a(b— c))c2 +b(c—a)xy+c(a— b)y2
kifejezés minden x, ye Z esetén egy természetes szam négyzete és a,b,c#0,
11 .
akkor —, 3 és 1 szamtani haladvanyt alkotnak!
a c
18. Lchet a \/g, V7 és V13 ugyanannak a szamtani sorozatnak a tagja? Hat
mértani haladvanynak?

19. Igaz-e, hogy ha az (an) + sorozat tagjai barmely ne N* esetén teljesitik az

neN
2 -

A8, — 20,8, + Ay 1yer = 2(an = an) rekurzidt, akkor a sorozat vagy

szamtani haladvany, vagy mértani haladvany?

20. Bizonyitsd be, hogy ha ab(a+b)>0, akkor az xz\/ ab —a\/a+b ,
a+b ab

y= ab és z= \/ﬂ - b\/ ath szamok mértani haladvanyt alkotnak!
a+b a+b ab

21.  Bizonyitsd be, hogy ha (b, )nEN

Sn ’ (S3n - S2n): (S2n - Sn)z !
22. Hatirozd meg azokat az a,a,,a; és a, mértani haladvanyban levd

» mértani haladvany, akkor

szamokat, amelyekre az a; —-1,a,-2,a;-9 ¢és a,—28 szdmok szamtani

haladvanyt alkotnak!
23. Hatarozd meg azt a 16 tagi szamtani haladvanyt, amelynek az elsd, a
negyedik és a tizenhatodik tagja mértani haladvanyt alkot (ebben a sorrendben)!
24. Bizonyitsd be, hogy ha a,, a,,..., a, szdmtani haladvanyt alkot és a, #0, ha

k=1,n+1, akkor

1 1 1 -1

ha a, >0, k=1, n;

a+a, a,+a a,+a n-la +a —_
b) L+ s (21 2”+1),ha a 20, k=1,n+1.
I ) @y Ay 4 Ay
25. Ha a4, a,,..., a,,.. szamtani haladvanyt alkot, szamitsd ki a kovetkezo
Osszegeket és szorzatokat:
1 1 1 .
a) S,(n)= + +.+ , a#0i=1Ln+1;

ay-ay a4 ay - Apy
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1 1 1 e
b) S;(n)= + +..+ , a;#0i=1Ln+2;
ap-ay-az dp-dz-dy ay Apy1 " Apy2
C) Sk(n): ! + ! +...+ ! ’ai;t();
al'az'...‘ak az'a3'...'ak+1 an+1'an+2‘...‘an+k

d) O,)(n)=a;-ay+ay-az+...+a,_;-a,;
e) O;(ny=a,-ay-a3+a,-ay-a,+...+a, ,-a, -a,;

n>°

f) N =al+a3+at+..+a> +a’;

2 2 2 2
r r r
g Pm=|l-—||l-—||l=— ||l |, 4; #0 i=2,n;
as a; ajy a,
a-r a-r oa-r a —r .
h) ,(="5— 55— 555 3 G4*Ti=2n
a2+r a3 +r a4+l/' an+r

26. Bizonyitsd be, hogy ha a,, a,.,..., a,,... szigorGan pozitiv tagli szdmtani
haladvany, akkor

a a a a a
a) 1,23 %5, M-l ¢ 1
ay a4 dg Aoy Drn+1
n 1 1 1 n
b) < + +.ot < ,ha 2r>a; >r;
ap-ypy G1rdy  dy-ds Aypy -Gy, (a1 —7) Gy,

c) \/a1+\/a2 +4ay+...+4Ja, <a,,ha a>1¢és r>1.

27. Bizonyitsd be, hogy a kovetkez6é szamok teljes négyzetek:
a) 11..11122..2225, V n>1;
—

n—1 n
b) 11..1-22..2, Vn2>I.
— —
2n n

28.  Szamitsd ki a kovetkezd Osszegeket:
a) S;(n)=x+2x>+3x> +..+nx";

b) S,(n)=x+22x*+32x° +. . +n’x".

n

29.  Szamitsd ki az S3(n) = . > Osszeget!
k=14k" -1
30.  Bizonyitsd be, hogy 1+ + = 1 L,
* IZOIlyltS €, hogy +2_2+3_2+4_2+...+n—2< !

31. Egy nxn-es tablazat minden soraba egy a allandd kiilonbségii és minden
oszlopaba egy b allandd kiilonbségli szamtani haladvanyt irtunk. Bizonyitsd be,
hogy barhogyan is valasztod ki a tablazat n olyan elemét, amelyek kozott nincs
ketté sem egy sorban, sem egy oszlopban, a kivalasztott szamok 0sszege mindig
ugyanannyi!
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32. Bizonyitsd be, hogy egy trapéz alapjainak ¢s kdzépvonalanak hossza szamtani
haladvanyt alkot!

33. Egy konvex négyszog két szemben fekvd oldalat osszuk fel n egyenld részre,
majd a megfeleld osztopontokat kdssiik Ossze (lasd a mellékelt abrat). Bizonyitsd
be, hogy az igy kapott n, diszjunkt belsével rendelkezé négyszog teriilete szamtani
haladvanyban van!

34. Egy konvex négyszog minden oldalat osszuk fel n darab egyenld részre, majd
a szemben fekvé oldalak megfeleld osztopontjait kossiik Ossze (lasd a mellékelt

abrat). Az igy keletkezett n? négyszog koziil valassz ki n darabot ugy, hogy a

kivalasztott négyszogek kozt ne legyen két olyan, amely ugyanahhoz a ,,savhoz”
tartozik. (,,Sav”’-nak nevezziik a 34-es feladatbeli négyszogeket. Mivel mind a négy
oldalt felosztottuk, dsszesen 2n sav van; a mellékelt abran beszineztiink egy savot
¢és egy lehetséges valasztasnak megfelel6 harom négyszdget.) Bizonyitsd be, hogy
a kivalasztott négyszogek teriiletének 0sszege az eredeti négyszog teriiletének n-ed
része!

=

Adott haromszoglapbol kivagjuk az oldalak felezépontjai altal meghatarozott
haromszoglapot A megmaradt harom darab haromszoglap mindegyikébdl ismét
kivagjuk az oldalaik felezépontjai altal alkotott haromszoglapokat, és az ujonnan
keletkez6 haromszdglapokra megismételjiik ugyanezt.

a) Hany haromszog keletkezik n 1épés utan?

b) Széamitsd ki az n-edik 1épés utan keletkez6 haromszdgek teriiletének dsszegét
az eredeti haromszdog teriiletének fiiggvényében!

(Az els6 két 1épést az alabbi abran lathatod.)

v %

36. Hatarozd meg azokat a derékszogli haromszogeket, amelyeknek oldalhosszai
szamtani haladvanyban allé természetes szamok!

37. Keress olyan derékszogili haromszogeket, amelyeknek oldalhosszai szamtani
haladvanyt alkotd szamjegyekben végzddo természetes szamok, €s amelyek nem
hasonléak az el6bbi feladatban talalt haromszogekkel!
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38. Bizonyitsd be, hogy egy haromszdg oldalhosszainak négyzetei pontosan akkor
alkotnak szamtani haladvanyt, amikor az oldalfelez6k hosszdnak négyzetei
szamtani haladvanyt alkotnak!

39. Az ABC haromszdg AB, illetve AC oldalan vegyiik fel az M, illetve N
tetszoleges pontot, majd a BC-n a P pontot ugy, hogy NP||AB. Bizonyitsd be,

hogy az ABC és CNP haromszog, valamint az MNCP négyszog teriilete mértani
haladvanyt alkot!

40. Keress két olyan hasonld, de nem kongruens haromszoget, amelyek koziil az
egyiknek két oldala kongruens a masiknak két oldalaval!

41. Egy n sejtbdl allo szovettenyészetbe bekeriil egy baktérium. A baktérium (és
minden utdéda) Ar id6 alatt elpusztit egy sejtet és kettéosztédik. Ha a tenyészet
minden sejtje Ar ido alatt kettéosztodik, mit allithatunk a tenyészet életben-
maradasarol?

42, A vilaglrbdl egy idegen virus érkezik a sztratoszféraba. A virus p
valdszintiséggel osztodik egy perc alatt ketté (magaval azonos virust hoz létre), és
minden percben pontosan egy virus osztodhat ketté. Jeldljiikk f{n, k)-val annak a
valdszinliségét, hogy n perc elteltével pontosan k darab virus van. Bizonyitsd be,
hogy f(n, k)=(1-p)- f(n—-L k)+p-f(n—1 k—1)! Szamitsd ki f(n, k)-t, ha
n<4.

43. Valosziniileg hallottal arr6l, hogy valamely 6slelet életkorat, annak C'"-es
szén izotop tartalma alapjan meg lehet allapitani. Nézz utana a konyvtarban, hogy
milyen eljards alapjan torténnek az ilyen tipusu életkorbecslések, majd allapitsd
meg, hogy milyen id0s az a dinoszaurusz-lelet, amelynek széntartalma 1 kg, ¢€s

amely percenként 3825 radioaktiv bomlast mutat. (A C'*-es szénizotop felezési
ideje 5568 = 30 év, és az ¢él0 szervezetek 15,3 + 0,1 bomlast mutatnak egy gramm
széntartalom esetén)

44. Bizonyitsd be, hogy ha egy n tagli szamtani haladvanynak minden tagja
primszam, akkor a haladvany alland6 kiilonbsége oszthatd az n-nél kisebb
primekkel!

. . .. N a+a, +..+a a
nem élland6 sorozat tagjai teljesitik az ———2 n o ol

45. Az (an) 3
n

neN”

. , a , .
Osszefiiggést, Vn>1 esetén. Bizonyitsd be, hogy a b, = —" sorozat szamtani
n

haladvany! (Megyei olimpia, 1993, Calarasi)
46. Az (an )ne y* novekvl szamtani haladvany elsé tagja 1-nél nagyobb.
Bizonyitsd be, az alabbi egyenl6tlenséget:

\/az -\/a3 -\/a4 “4/as \/Z <a;, Vnz2

(Grigore Moisil emlékverseny, 1995., D. Acu)

Tovabb |
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