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Valos szamok 5

. . Tartalomjegyzék
I. Valos szamok L

I.1. Természetes, egész és racionalis szamok
I.1.1. Feladatok (8. oldal)

1. Fogalmazz meg és bizonyits be egy-egy oszthatosagi kritériumot a 2-vel, 3-mal,
S-tel, 7-tel, 9-cel, 11-gyel valo oszthatosagra.

Megoldas. A kettével valo oszthatosagi kritériumot konnyli észrevenni: egy szam
akkor oszthato 2-vel, ha utols6 szamjegye 0, 2, 4, 6 vagy 8 (vagyis egy szam pontosan
akkor paros, ha utolsé szamjegye is paros).

Bizonyitas. Legyen n egy természetes szam és a az n utolsé szamjegye. Ekkor n
felirhato n =10-n, +a alakba, ahol n, € R (tulajdonképpen n = mn,a). Innen
kovetkezik, hogy n —a =10-n, =2-5-n,, tehadt n —a oszthato kettdvel. Ez pedig
azt jelenti, hogy az n és a szamok paritasa (paros vagy paratlan volta) megegyezik,
vagyis n pontosan akkor paros, ha a is paros (0, 2, 4, 6 vagy 8), és ha a pératlan,
akkor n is paratlan.

Hasonloan igazolhaté a kovetkezd kijelentés helyessége is (ottel vald oszthatosagi
szabaly): egy szam pontosan akkor oszthaté ottel, ha utolsé szamjegye 0 vagy 5.

A harommal val6 oszthatosagi szabaly a kdvetkezd: egy szam akkor és csak akkor
oszthat6 3-mal, ha szamjegyeinek Osszege is oszthat6 3-mal.

Bizonyitas. Ha n = aa,...q,, (a,,a,,...,a, szamjegyek), S a szamjegyek Osszege,

akkor a szam és szamjegyeinek kiilonbsége
n—=S=aa0,.a, —(a+a+..q,)=
=a-10"" " +a,-10"* +...4+a, ,-10+a, —(a, +a, +... +a,) =

m—1

= ,

(10" ~1)q, :Z 99...9-a, =3-3-
k=1

m—k

S g,
k=1

m
k=1 m—k

tehat az n és S kiilonbsége oszthatdo harommal. Innen kdvetkezik, hogy az n csakis
akkor oszthatd 3-mal, ha szamjegyei Osszege is oszthatd 3-mal. A bizonyitasbol jol
latszik a kilenccel valo oszthatosagi szabaly is (s6t, a két kritérium bizonyitdsa teljesen
azonos): egy természetes szam akkor €s csak akkor oszthatdo 9-cel, ha szamjegyei
Osszege oszthato kilenccel.

Héttel valo oszthatosagi kritérium: az n = a,a,...a,, természetes szam akkor és csak

m

akkor oszthato 7-tel, ha az f(n) = aa,...a, ;, —2a, szam oszthato héttel (példaul

f(203) =20 —2-3 =14, tehat 203 oszthatd 7 -tel).

Bizonyitas. “=-" Tegyiik fel, hogy n oszthato héttel, ekkor n = Tk,k € N. De

n=10-a,a,...a, , +a, =10-(a,a,...a, | —2a, )+ 21a, =10f(n) + 21a,, innen

m—1



6 Valés szamok

pedig kovetkezik, hogy n =10f(n)+ 2la, =7k = 10f(n)=7(k — 3a,,), tehat
10f(n) oszthatd héttel. Mivel 10 és 7 relativ primek, kapjuk, hogy f(n) oszthatd
héttel.
“«<”"Ha f(n)="TIl,l € N, akkor

n =10f(n)+2la, =10-71 4 21a, = 7-(10l + 3a,,),
igy n is oszthato héttel.

Tizeneggyel vald oszthatésag: egy szam csak akkor oszthatdé 11-gyel, ha a
szamjegyeibOl alkotott alternalé Osszeg oszthatd 11-gyel (példaul a 80729
szamjegyeibdl alkotott alternalo osszeg 9 —2 + 7 — 0 + 8 = 22, tehat 80729 oszthatod
11-gyel). A bizonyitas hasonlit a 3-mal, illetve 9-cel vald oszthatosag igazolasahoz.
Ha n=uaa,.q,, akkor a szamjegyeibol alkotott alterndldé Osszeg

S=a,—a, +a, ,—..+(=1)""a,,igy

n— S = a1a2 a’ - (am - m 1 + +( )milal) =
=a,-10"" +a, - 1()’”2+ +a, , 10" +a, 10+
+am - (a’m - a’m—l + am—? T + (_ 1)M71 a’l) =

m—1

=(10+1a, , + (10" = Da,_, + (10’ +1a, _, + ..+ (10" +(=1)")a, =
m— m—1
(10k + ( )k 1) am—k = Z [(11 - 1>k + (_ 1)k71] ’ am—k =
k=1 k=1

=
>_‘

[M11+( D'+ (-1)""-a, , = 3 (M11)-a

1

11

mk H

k=1

>
Il

ahol M11 a 11 valamely tobbszorosét jelenti. Tehat n — S mindig oszthato 11-gyel,
igy n akkor és csak akkor oszthato 11-gyel, ha S oszthato 11-gyel.

2. Bizonyitsd be, hogy ha n paratlan természetes szam, akkor n' + 14n* + 49 oszthaté
64-gyel.
Bizonyitas. Mivel n egy paratlan természetes szam, létezik egyetlen olyan k£ € N
szam, amelyre n = 2k + 1. Tehat
A=n'+14n* +49 = (n* +7) = (46> + 4k +1+7) = [4k(k + 1) + 8]

Tudjuk, hogy két egymas utani szam szorzata mindig paros (az egyikiik biztosan
paros), igy k(k + 1) = 2m,m € N . Ezt felhasznalva irhatjuk, hogy

A= (8m+8)" = [8(m + )] = 64(m +1)%,
tehat A t6bbszordse 64-nek.
3. Bizonyitsd be, hogy ha b | a, c|a és (b,c) =1, akkor bc | a.
Bizonyitas. A b |a és c|a oszthatosagokbdl kovetkezik, hogy léteznek a k,l
természetes szamok, amelyekre a =k-b és a=1-c. Innen k-b=1-c, tehat kb
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oszthato c-vel, de mivel (b,c) =1, k oszthatd c-vel. Tehat létezik olyan m € N,

amelyre k¥ = m - c. Ezt visszahelyettesitve az a = k- b 0Osszefiiggésbe, kapjuk, hogy
a=m-b-c,vagyis a oszthato b-c-vel.

4. Bizonyitsd be, hogy ot egymds utani természetes szam szorzata oszthato 120-szal.
Altalanositas!

Bizonyitas. 120=1-2-3-4-5=2°.3-5, tehat elégséges igazolni, hogy ot
egymas utani természetes szam szorzata oszthatd 2°-nel, 3-mal és 5-tel. Az 6t szam
kozil legalabb kettd paros, ezek egymas utani paros szamok, tehat az egyik oszthato
4-gyel és a masik 2-vel, igy a szorzatuk oszthatdé 8-cal. Harom egymas utani
természetes szdm koziil az egyik oszthatdo 3-mal, tehat az 6t kozt is van 3-mal
oszthatd. Ot egymas utdni természetes szam koziil az egyik oszthatd 5 -tel, tehat a
szorzat oszthatd 2° - 3-5 = 120 -szal. Ez a gondolatmenet nehezen terjeszthetd ki tobb
szamra, ezért az altalanos esetre mas megoldast kell taldlnunk. A tulajdonsag
altalanosabban a kovetkezoképpen fogalmazhatd meg:

k darab egymds utini természetes szam szorzata oszthatdo k!-sal, ahol
kl=1-2-3-...- k.

!
A tulajdonsag ekvivalens azzal, hogy az % kifejezés egész szam minden
n

n,k € N' esetén és ezt ugy fogjuk belatni, hogy tetszéleges p primszamra igazoljuk,

hogy a szamlaloban legalabb akkora a kitevdje, mint a nevezdben. Ehhez sziikséges
megvizsgalni, hogy a p-nek mi a kitevéje m! primtényezOs felbontasaban (m € N

D

tetszoleges). Az 1,2,3,...,m szadmok kozt p-nek tobbszorose van, ezek koziil

m
—| oszthatd p’-nel és altalaban
p

p

oszthatd p*-tel, oszthatd p’-nel, ha

2

p
r>1.1gya p kitevdje az m! primtényezds felbontasaban

3

BNENE R
Ezt a tulajdonsagot Legendre-féle tételnek is nevezik. Masrészt az [z] + [y] < [z + y],
Vz,y € R egyenldtlenség alapjan i; % + il pﬁ' < 2 n;: i , vagyis (n +k)!
felbontasaban a p kitevdje legalébb:kkora, rr;i;t az nl k,;‘ felbontasaban. Mivel ez a
tulajdonsag minden primszamra igaz, az % kifejezés egész szam minden

n,k € N esetén, és igy az (n +1)(n +2)...(n + k) szorzat oszthato 1-2-3-...- k-
val.

Tartalomjegyzék



8 Valés szamok

5. Hany nulldara végzédik az 1-2-3-4-...- 2001 szorzat? Lenizl ey e

Megoldas. A vizsgalt szorzat primtényezés felbontasiban nagyobb 2-nek a
kitevéje, mint 5 -nek, ezért elégséges az 5 kitevojét meghatarozni. Az 1,2, 3,...,2001

szamok koziil 2001) _ = 400 oszthat6 5 -tel. Ezek k6zil |—— 2001 = 80 oszthatd 25 -tel,
2001 2001 . .
[ 10205 =16 oszthato 125 -tel, 20011 = 3 oszthatd 625 -tel, és igy az 5 kitevije

400+80+16+3=3-4+4 (16 —3)-3+ (80 —16) -2+ (400 — 80)-1 = 499.
Tehataz 1-2-3-4-...-2001 szorzat 499 nullaban végzddik.

6. Hatdarozd meg a 3 kitevojét az 1-2-3-4-...- 2001 szorzatban.
Megoldas. Az el6bbi gondolatmenet vagy a Legendre-tétel alapjan a 3 kitevje az

1-2-3-4-...-2001 szorzatban Z 2001

r=1

=667 +222+74+24+8+2=1997.

7. Bizonyitsd be, hogy a 2° + 2% szdam oszthaté 10-zel.
Bizonyitas
29 4 99 _ ((230 )3 ) 99 (230 + 1) (260 99 4 1) _
— 29 (210 + 1) (220 210 + 1) (260 230 + 1) —
=2°.1025- (2" = 2" +1)(2" -2 +1) =
=10-2°-205-(2* — 2" +1)(2" — 2" + 1),
tehat 2° + 2" oszthato tizzel.
8. Bizonyitsd be, hogy ha a, b és c egész szamok és (a+b+c):6, akkor
a’ +b° + cis oszthaté 6-tal.
Bizonyitas. Elégséges igazolni, hogy [((f +b° 4 c)—(a+b+ c)]36. De
b> —b =b(b—1)(b+1):6, mert harom egymds uténi természetes szam kdzt biztosan
van paros is €¢s harommal oszthato6 is. Hasonléan
a’ —a=a(a®—1)(a +1)=ala—1)(a+1)(a® +1):6,
tehat [((f +b° + c)—(a +b+ c)] = [(as —a) +<b3 —b)]fﬁ.
9. Bizonyitsd be, hogy (3" +2n + 3)i4, Vn € N.

Bizonyitas. Két esetet kiilonboztetiink meg n paritasa szerint.
Ha n =2k 4+ 1,k € N, akkor

3" +2n+3=A4-1)"" +4k+2+3=v-4—1+4k+5=4-(v+k+1)i4,
ahol v € N,
Ha n = 2k, k € N, akkor

3 +2m+3=4-1)"+4k+3=v-4+1+4k+3=4-(v+k+1)i4
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aholv egy természetes szam.
10. Milyen szamrendszerben érvényes a kivetkezo szorzdas 25 - 314 = 10274 ?
Megoldas. Ha 1 a szamrendszer alapja, akkor a

(22 +5)(32° + o +4) = 2" +22° + Tw +4
egyenlethez jutunk. Ez z* — 62° — 152" — 62 — 16 = 0 alakba irhato, és az egyetlen
7-nél nagyobb természetes szam gydke az x =8, tehat a szorzds a §-as
szamrendszerben érvényes.

11. Vizsgald meg, hogy az alabbi egyenleteknek van-e megoldasa a természetes
szamok halmazaban:

a) zy(r +y) =2001; b) 2° +¢y* —x —y = 2001; c) 3z —21ly =14,

d)2* -2y =17; e)5 +11'=12" (2 =0); f2°+9y° =22+2y—3.
Bizonyitas
a) Ha az z,y szamok kozill valamelyik paros, akkor az xy(z + y) szorzat is paros,
tehat zy(z + y) nem lehet paratlan. Ha z és y paratlanok, akkor = + y paros, igy
zy(x 4+ y) ebben az esetben sem lehet paratlan. Mivel mas eset nincs, kovetkezik,
hogy zy(x +y) mindig paros, tehat az zy(x + y) =2001 egyenletnek nincs
megoldasa N -ben.
b) Az 2° +y° — 2 —y = 2001 egyenlet még z(z — 1)+ y(y — 1) = 2001 alakban is
irhat6. Mivel két egymas utani szdm szorzata mindig paros és két paros szam Gsszege
is paros, kovetkezik, hogy az egyenlet bal oldala csak paros értékeket vehet fel, tehat

sosem lehet 2001.
c) Tegyiik fel, hogy a 3z — 21y = 14 egyenletnek van természetes megoldasa. Ekkor

létezik z,,y, € N 10gy, hogy 3z, —2ly, =14=14=3-(z, —7y,), s mivel
(z, —Ty,) € N, ez azt jelentené, hogy 14 oszthato harommal, igy nyilvanvaldan
ellentmondashoz jutottunk. Kovetkezik, hogy feltételezésiink hamis volt, tehat az
egyenletnek nincs természetes megoldasa.

d) Az egyenlet egy megoldasa =, =5 és y, = 2.

e) A bal oldal utols6 szamjegye 6, tehat z:4. A jobb oldal oszthato 4 -gyel és a bal
oldal 4-gyel valo osztasi maradéka 1+ (—1)", tehat y paratlan. A jobb oldal 3-mal
is oszthato, mig a bal oldal 3-mal valo osztasi maradéka (—1)" —1, tehat z paros.
Ezek alapjan létezik olyan z,,y,,2z € N, amelyekre z =2z, y=2y +1 ¢és
z = 4z, . Az eredeti egyenlet tehat

112y1+1 — (12221 )2 . (511 )2 _ (122z1 . 5;L'l>(122z1 + 51'1)
alakban irhato. 12 — 5% és 12° 4+ 5" relativ primek és 11 primszam, tehat az
elébbi egyenléség csak akkor lehetséges, ha 12*7 — 5" =1 és 12°% +5% = 117",

Tartalomjegyzék
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i 2 2\4 : L L _ Tartalomjegyzék
Masrészt 12°* —1 = ((12 ) — 1):143 és 5 /143, tehat a vizsgalt egyenletnek nincs

megoldasa a természetes szamok halmazaban.

f) Py =24+2y-3 2 —20+14+y —y+1l=-1&
(z —1)* 4+ (y —1) = —1, ami lehetetlen, mert két pozitiv szdm Osszege nem lehet
negativ.

12. Hatdarozd meg a hianyzo szamjegyeket ugy, hogy
a) 36 | 5222y, b) 45 | 24268y ; c) 99 | 62zy427.

4| 5222y
Az els6 oszthatosag alapjan y értéke 0, 4

Megoldas. a) 36 | 5272y <
9 | 5222y.

vagy 8 lehet. Ha y =0, a masodik oszthatosag alapjan 9| (9 + z), s mivel z
szamjegy, kovetkezik, hogy =z =0. Ha y =4, akkor 9| (134 z), tehat z = 5. Ha
y=8,akkor 9| (17 + ), tehat x = 1.

5 | 24268y y €40,5}

=

9(24268y |9](20+z+y)
tehat © =7.Ha y = 5, akkor 9 | (25 + z), tehat z = 2.
9| 62zy427 [9 |21+ z +y)

b) 45\24:5683/@[ . Ha y =0, akkor 9| (20 + z),

c) 99 | 62z2y427 & { , ahol z,y szamjegyek. Ebbdl

=
11]62zy427 (11| (13 +2 —y)
(z+y) € {6,15}
kovetkezik, hogy . Az igy kapott négy egyenletrendszer koziil csak
(z—y) € {=2,9}
r+y==6 r=2
egynek van megfelel6 megoldasa, az rendszernek, innen pedig 4

1 8
13. Lehet-e egyszerre egész az nl—g ésaz ,haneN?

Megoldas. Tételezziik fel, hogy 1étezik olyan n , amelyre nl—g 1 és n; 8 egészek.

Ekkor (n+1):15, (n+8):21, innen pedig n+1 és n + 8 oszthatoak harommal.
Kovetkezik, hogy kiilonbségiik is oszthatd 3-mal, tehat (n + 8) — (n +1) = 7:3, ami
egy hamis allitas. Kovetkezik, hogy nem létezik olyan n , amelyre mindkét tort értéke
egész legyen.

14. Bizonyitsd be, hogy ha a természetes szamokat irjuk a tizedes vesszé utan névekvo
sorrendben, a kapott szam nem lesz raciondlis.
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Megoldas. A kapott szam nem véges, mert végtelen sok természetes szam létezik és
nem lehet periodikus sem, mert tetszleges n € N esetén végtelen sok olyan
természetes szdm létezik, amelynek tobb mint 3n — 2 darab egymas utani szamjegye
0. igy ha a periodus hossza n volna, akkor ezeket a szamokat a periodikus rész nem
tartalmazhatna és ez nem lehetséges (mert végtelen sok van bel6liik).

15. Hatarozd meg azokat az a, b, ¢ és d szamjegyeket, amelyekre

abed +bed 4 cd + d = 9844 .
Megoldas
abed +bed + cd + d = 9844 < 1000-a +200-b +30-c + 4-d = 9844 <
< 1000-(a —9)+100-(20 —8)+10-(3c —4) + (4d —4) = 0.
Az Gsszeg elsd harom tagja tobbszorose 10-nek, innen kovetkezik, hogy (4d — 4) is
oszthato kell legyen tizzel, tehat d € {1,6}.
Ha d = 1-et helyettesitiink vissza, kdvetkezik, hogy
1000-(a —9)+100-(20 —8)+10-(3c—4) =0,

innen pedig 100(a —9)+20(b —4)+ (3c —4)=0. Az O0sszeg elsé két tagja
tobbszorose  20-nak, kovetkezik, hogy (3¢ —4):20, tehat c¢=8 és
100(a —9)+20(b —4) +20 =0 azaz 5a+b =48, ami csak gy lehetséges, ha
a=9¢é b=3.
Ha d = 6-ot helyettesitlink vissza, kovetkezik, hogy

1000 (@ — 9) + 100 (2b — 8) +10- (3¢ — 4) + 20 = 0,

innen pedig 100(a —9) +20(b —4)+ (3¢ —2) =0. Az O0sszeg els6 két tagja
tobbszorose 20-nak, kovetkezik, hogy (3¢ —2):20, ami egyetlen ¢ szdmjegy esetén
sem teljestil.

Tehat az egyetlen szam, amely kielégiti az egyenletet, az abed = 9381.

16. Vizsgald meg, mi lehet az osztdsi maradéka egy teljes négyzetnek 4-gyel, 3-mal, 5-tel, 7-
tel.

Megoldas. Ha 1z =2kkeN, akkor 1’ =4k, tehat 2°i4. Ha
r=2k+1,k €N, akkor 2 = 4(k* +k)+ 1. Tehdt egy teljes négyzetnek néggyel
vald osztasi maradéka 0 vagy 1 lehet.

Hasonléan, ha 2 = 3k £1, akkor 2” = 3(3k” £2k)+ 1, ha pedig z = 3k, akkor
2”13, tehat egy teljes négyzet 3-al valé osztaskor 0 vagy 1 maradékot adhat.

Ha 2=5k+1, akkor 2°=5(k"+2k)+1, ha =x=>5k+2, akkor
2” = 5(5k* & 4k) + 4, ha pedig x = 5k, akkor z°:5. A lehetséges maradékok:0, 1,
4.

Tartalomjegyzék
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Hasonloan kapjuk, hogy egy teljes négyzet héttel vald osztasi maradéka 0, 1, 2, 4 L T e
lehet.
Megjegyzés. A levezetések alapjan jol latszik, hogy a teljes négyzetek n -nel vald

-nél kisebb természetes

. . . 1
osztasi maradékait megkapjuk, ha meghatarozzuk az nt

szamok négyzeteinek n -el valo osztasi maradékainak halmazat.

17. Hatarozd meg azokat az x egész szamokat, amelyekre

a) (4z —3):7; b) (3z —2):11; c) (7Tx +4):13.

Megoldas

a) Mivel (5,7)=1, ezért a (4x—3):7 feltétel egyenértékli azzal, hogy
[5(4x —3)]:7, ez pedig rendre a kovetkezOkkel ekvivalens: (20z —15):7,
[7(3z —2) — (202 —15)]: 7, (21z —14 — 20z +15):7, (z +1):7, tehat 3k € Z ugy,
hogy z+1= 7k, innen pedig z = 7k —1. Tehat minden z =7k — 1k € Z alakl
szam megoldas.

b) (3z—2)i11 e [4B3z—2) 11 < (llz+z—18)!11 & (z—8)i11 < Ik € Z ugy,
hogy x —8 =1k < x=11k+8 ke Z.

c) (Tz+4)'13 < [2(7Tz +4)'13 = (132 +2 +8)!13 = (¢ +8)!13 = Ik € Z
ugy,hogy 1 +8 =13k < 2 =13k -8k e Z.

18. Bizonyitsd be, hogy ha a =b-c + d, akkor (a,b) = (b,d).

Bizonyitas. Ha (a,b) = z és (b,d) = y, igazolni kell, hogy = = y.

Mivel z = (a,b), = osztja a-t is és b-t is, tehat z|a, x|bc, innen pedig
z|(a—be)=z|d. Tehat z|d és z|b, igy z-nek osztania kell y-t is (mert y
értelmezés szerint b és d kozos osztoi koziil a legnagyobb). Kapjuk tehat, hogy = |y .
Hasonléan bizonyithato a forditott oszthatoésag is: y = (b,d)=y|b, y|d =
ylbet+d)=yla, ylb=yl(ab)=ylz.

Az x|y és y |z oszthatésagokbodl kovetkezik az = = y egyenldség.

19. Adjadl algoritmust két szam L.n.k.o-janak és L.k.k.t.-ének meghatarozadsara.

Megoldas. Ha a és b a két szam (a > b), akkor az el6bbi tulajdonsag alapjan a
kovetkezo 1épéseket végezhetjik:

1. Osztjuk a-t b-vel, jeloljiik ¢, -gyel és 1, -gyel a hanyadost és a maradékot.
2. Osztjuk b-t 7, -gyel, jeldljiik g, -vel és ,-vel a hanyadost ¢és a maradékot.

3. Minden n > 2 esetén osztjuk 7, -et r,_, -gyel, jeloljik g,  -gyel és r,

ntl”

gyel a hanyadost €s a maradékot.
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Ebben az eljarasban az el6bbi feladat alapjan (r,,7,,,) = (a,b), ¥n >1, tehat az
utols6 nullatol kiilonbozd maradék az eredeti két szam legnagyobb kozos osztdja (ezt
nevezik Euklideszi algoritmusnak). Ha d = (a,b) és t = [a,b], akkor t = a7~b’ tehat
meghatarozhat6 a legkisebb kdzos tobbszoros is.

20. Bizonyitsd be, hogy barmely n € N esetén az n* —n szam oszthaté 6-tal.
Bizonyitas. Mivel 6=2-3 & (2,3)=1, elég igazolni, hogy az
n® —n = (n—1)n(n+1) szorzat oszthatd 2-vel és 3-mal. Az n—1 és n egymas
utani szamok koziil pontosan az egyik biztosan paros, ezért (n —1)n:2 minden
n€Z esetén, tehat n®—n mindig paros. Ha n=3kkcN, akkor
n*—n=3mn-Dk(n+1):3, ha n=3k+1, n*—n=3kn(n+1):3, ha pedig
n =3k —1,akkor n* —n = 3(n —1)nk:3.

Tehéat minden természetes n szam esetén n® —n:2, 3, igy n® —ni6,¥Yn € N,

21. Igazold, hogy hdarom egymads utani egész szam kébének osszege oszthato 3-mal.
Megoldas
A=ad"+(a+1)°"+(a+2)°=0a"+(a’+3a* +3a+1)+ (¢’ +6a* +12a + 8) =
=3-(a’ + 3a® + 5a + 3), tehat A oszthaté harommal.
22. Adottak az a=3" :[3"-3% +(3"0-3"): 37 4 (47 :4° —1').3"|-2 és a
b=10: {123 + 34 : [(2 -3 )2 (18 —17° -1125}} szamok. Hatarozd meg az a és b
szamok [.n.k.o-jat es L.k.k.t-ét.
Megoldas
a = 3\ . [340 . 3% + (3110 . 315) . 327 + (457 4% _ 14>'397]‘2 _
— gloo . [340+58 4 glos-27 (457—56 _ 1) . 397] L9 =
=3 [3% +3% +(4-1)-3"]-2=3":(3.3").2=3"".2=2.3=6

b =10° :{123+34 23y as-1r .1125}} _

—10° :{123+34:[(22 -34): (2'32)—1]} —
=10": (123 +34:17) = 1000:125 = 8
(a,b) = (6,8) = 2 és [a,b] = [6,8] = 24.

23. Az a és b szamok Ln.k.o-ja 15, L.k.k.t-e 180. Melyek ezek a szamok?

Tartalomjegyzék
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Megoldas. Az a,b szamok In.k.o.-ja 15, ezért a = 15z, b = 15y, ahol z,y € N és
(z,y) = 1. Ekkor 180 = [a,b] = [15z,15y] = 15[z, y], tehat [z,y] = 180:15 =12.

(z,y)=1 r=1 r=3 r=4 r =12
vagy vagy vagy 1 Tehat a

p=—
[z,y] =12 y=12 y==4 y=3 =
a=15 a=45 [a=60 [a=180
Idasok: .
megolddsok: 4, o0 1o =607 1o =45’ 1o =15

24, Két természetes szam osszege 2001. Hatarozzuk meg a szamokat, ha legnagyobb
kozos osztojuk 87.
Megoldas. Legyen a két szam a és b. Az (a,b) = 87 feltétel alapjan a = 87z,
b=28Ty, ahol x ¢és y két egymassal relativ prim természetes szam. Ekkor
2001 = a + b = 87(x + y), innen kapjuk, hogy = + y = 23. Ez utdbbi sszefiiggés
tartalmazza azt is, hogy = ¢és y relativ primek, hiszen ha d|z,d |y, akkor
d|(x+y)=23, innen pedig d € {1,23}. De d = 23 nem lehetséges, igy marad a
d =1 eset, tehat (z,y) = 1. Kovetkezik, hogy minden (k,23 — k), k = 1,22 alaku
szampar megoldds, tehat a feladat megoldasai (a,b) = (87k, 87-(23 —k)), k =1,22.
25. Hatdrozd meg az n = 49a4b szamot, ha n 28 és (% +1):9.
Megoldas

n:28 nid,n:7 4b:4,(49a4 — 2b):7

_ = .=

[(ab+1)59 ((1()@ +b0+1):9 {(a +b+1):9
be{0,4,8), (10a+4 —2b):7
= [(a +b) € {8,17).

Ha a+b0=17, a be{0,4,8} feltétel alapjan a =9 és b =8, ekkor viszont
10a +4—2b=78 nem oszthatd héttel. Kovetkezik, hogy a=8—0b, igy
10a — 2b 4+ 4 = 84 — 12b csak akkor oszthato héttel, ha b = 0, ekkor a = 8, tehat a
keresett szam az n = 49840.

26. Bizonyitsd be, hogy ha az n természetes szam nem oszthato 7-tel, akkor az

TZ6

N = 7 + ? szam természetes szam.

Bizonyitas. Az n szam héttel valo maradéka lehet 1,2,3,4,5 vagy 6. Mind a hat
esetben n° -nak 7 -tel valo osztasi maradéka 1, tehat (n6 + 6)57 .

27. Bizonyitsd be, hogy az N = 3° + 3' + 3% + ... + 3 szdm oszthaté 13-mal és az
M = N — 3" szdm oszthaté 40-nel.

Bizonyitas. Eszrevessziik, hogy 13 felirhato 3° + 3' +3° alakba. Ezért az N
Osszeg tagjait a kovetkezoképpen csoportositjuk:

Tartalomjegyzék
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Tartalomjegyzék
N=3"+3+4+3+.+3"= IeEY

:(30+31+32>+(35+34 +35>++(31998 +31999 +32000>:
:(30+31+32)+33'<3D+31+32>+‘“+31998.(30+31+32):
=(1+4349) (143 +3°+..+3")=13-(1+3" +3° +... + 3 ) = Ni13.

Hasonloan, mivel 40=3° + 3' + 3% + 3, M tagjait négyesével csoportositjuk:

M=3 +3+3+..43" =
=(3°4+3 +3 +3°)+ (3" +3 +3 +3T)+ ...+ (3" + 37 439 + 3™ =
=(3"+3 +3° +3)+3 (3" +3 +3° + 3% )+ .. +3"0 (3" +3 +3° +3%) =
=(1+34+9+27)-(1+3" +3° +...+39)=40-(1+3" +... 43" ) = M 40.
28. a) Bizonyitsd be, hogy nem létezik olyan természetes szam, amely négyzetének

harommal valo osztasi maradéka 2.

b) Oldd meg az egész szamok halmazdn a b* = 9a — 2b + 10 egyenletet.
Megoldas. a) Harom esetet vizsgalunk n-nek harommal vald osztasi maradéka
szerint:

« han=3l [ €N,akkor n® = 9/”:3, tehat n* nem 3k + 2 alaku
*  han=3l+1,akkor n* =9° + 6/ +1=3(3I* +2[) + 1 nem 3k + 2 alaka
*  han=23l+2,akkor n® =9° + 120 +4 =33 + 4 +1)+1 nem 3k +2
alaku
Kovetkezik, hogy egy teljes négyzet harommal vald osztasi maradéka csak a 0 és 1
értékek valamelyikét veheti fel, sosem lehet 2.
b) A b° =9a—2b+10 egyenletet még igy is irhatjuk: 0> +2b+1=9a +11,
(b+1)° =3-(3a+ 3)+2. Mindkét oldal hdrommal valo osztasi maradékét nézve,
azt kapjuk, hogy (b+ 1)’-nek 3-mal valé osztisakor maradékul kettét kapunk, ez
pedig ellentmond az a) pontban megfogalmazott allitasnak. Tehat az adott egyenletnek
nincs megoldasa az egész szamok halmazaban.

29. Hatdrozd meg azokat az n € N természetes szamokat, amelyekre az n +1,
n+7, n+13, n+19, n+ 25 szamok mindegyike primszdam.

Megoldas. n-nek ottel valo lehetséges osztasi maradékai szerint Ot esetet
kiilonboztetiink meg.
Ha n =5k +1, k € N, akkor n +19 = 5k +20 = 5- (k + 4) nem lehet primszam.

Ha n =5k +2, k€ N,akkor n +13 =5k +15 =5-(k + 3) nem lehet primszam.
Ha n =5k + 3, k € N, akkor n +7 = 5k +10 = 5- (k + 2) nem lehet primszam.
Ha n=5k+4, ke N, akkor n+1=5k+5=5-(k+1) pontosan akkor lesz
primszam, ha k +1 =1, vagyis ha n = 4. Ez az érték valoban teljesiti a feltételeket.
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Tartalomj ek
Ha n = 5k, k € N, akkor n +25 =5k +25 =5-(k + 5) nem lehet primszam. artalomjegyze

Tehat az egyetlen megfelelé szam az n = 4.

30. Bizonyitsd be, hogy az 15n tort irreducibilis, barmely n € N esetén.

3n +

Bizonyitas. Adott n esetén legyen d = (5n+ 3,13n+8). Ekkor d|5n+ 3,
d|13n+8, tehat d |[5-(13n +8)—13-(5n + 3)|, innen pedig d|1. Kovetkezik,
hogy d =1, vagyis barmely n € N esetén (5n + 3,13n +8) =1.

1 1 1

31. a) Igazold, h 1t
Vgazold hogy <y = 4 v

b) Bizonyitsd be, hogy 1 + 1 + L 4.+ L < Q
4 9 16 100 20
. ez 1 k+1—k k41 k 1 1
Bizonyitas. a) = = — ==
k(k+1)  k(k+1)  k(k+1) kE+1) &k k+1

b)
1 1 1 1 1 1 1 11 1
ottt m bbb —— < —— . ——=
49 16 100 2-2 3-3 10-10 1-2 23 9-10
1 1. 1 1 1 1 1 1 19
=t b=l — = —,
1 2 2 3 3 4 9 10 10 10

32. Bizonyitsd be, hogy a 27 4925 1, 2 —2° —1 és 2% — 2" + 1 szdmok dsszetett
szamok.

Bizonyitas
2" 4+2 —1=B-1)"+B-1 -1=v,-3-1+v,-3—-1-1=3-(v, +v, - 1),
ahol v,,v, egész szdmok. Tehat (217 +2° — 1) :3, igy nem lehet prim.

212 _9° —1:(24)3 —2.2' 1=(17T-1"-2-(17T-1)—1=

=0,-17-1-2-1742—-1=17-(v, —2) :17, ahol v, € N.

29 2 41=2.(2') 2" $1=2.(17T -1 (1T -1 +1=

=2-(17v, - 1)—174+2=17-(2v, —1):17, ahol v, € N.
33. Bizonyitsd be, hogy a 2105 4 3% orim oszthatd 5-tel, 35-tel, 275-tel és 2315-tel.
Az &+ 0" = (a+b) (aQ" —a® b +a” 7 — .. —ab” ! + 62”) képlet alapjan
(2105 +3)i(2+ 3) = 5. Ugyanezt a képletet hasznélva, kapjuk, hogy
2+ 3% = ()" + () )i(2* + 8°) = 35,

illetve
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2 g = () + () )i ) =2,
és

2 45 = ()" + (37) )27 +57) = 2315.
I.2.1. Gyakorlatok és feladatok (15. oldal)

1. Milyen racionalis szamok tizedes reprezentdacioi a kovetkezo szamok?

a) 0,(135);  b) 1,23; c) —24,5; d) 0,(3);
e) 2, (12) ; f) -9, (234), g) 0, 1(23) ; h) _5715(12) 5
i) —0,4(31); j) 2,43(1).
Megoldas
P PO N U SRS T
999 37 100 100 10 2
d) 0,3) =5 =2, e) 2,(12) =22 =22 _ 70,
9 3 99 33 33
234 26 581 123—-1 61
—5,(234)=-H5—=-5—=——; 0,1(23) = =——;
f (234) 999 111 111 g) 0.1(23) 990 495
h) —5,15(12) = —5 151215 5 499 16999 :
9900 3300 3300
i) —0,4@31) = —BLod 22T gy gy A3, 9T AT
) 990 990 900 225 225
2. Ird végtelen tizedes szam alakjaban a kovetkezo torteket:
7 3 8
a) —10; b) —; c) —; d) ——;
) ) 3 ) 5 ) 5
1 12 13 11
e) ——; > - h) —.
) 6 f 13 g 30 ) 35
Megoldés. a) —10 = —9,(9) = —10,(0); b} g —2.(3):
3 8
c) 5 =1,5(0) = 1,4(9); d) _g =—1,6(0) = —1,5(9);
1 16 —1 12 13
e) ——=——=-0,1(6); f) —=0,(923076); —— = -0,4(3);
) o= (6): 9 1= 0,023076):  g) —— = ~0.4(3

n) 1L 0,30142857).
35
3. Hatarozd meg a kévetkezé szamok szdzadik tizedes jegyét:
a) 31221); b)-275:  ¢)2(243): d) %;
1

10 23
e) —; - ——.
) 3 f 15 g 47

Tartalomjegyzék
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- . . . . Tartalomj ek
Megoldas. a) Konnyi belatni, hogy a tizedesvessz6 utani szamjegyek az elsé kettd artalomjegyze

kivételével periodikusan ismétlddnek. Mivel a periodus kettd, ezért a szazadik
szamjegy megegyezik a 98.-al, ez pedig a 96.-al, s folytatva a gondolatmenetet,
kapjuk, hogy a szazadik szdmjegy egyenld a negyedikkel, ami az 1-es.
Altalanosan, az N = c, a,0,...a,(bb,...b;) alaku szam n -dik tizedes jegyét a
kovetkezoképpen hatarozhatjuk meg:
e ha 0 <n <1, akkor a keresett szdmjegy a, lesz,
e ha i < n, akkor legyen m az (n —i)-nek j-vel valo osztasi maradéka. Ha
m =0, akkor az n-dik szdmjegy a b,, ha pedig 0 <m < j, akkor a
keresett szamjegy az a,, .
b) A masodik tizedes utan mind nullak allnak, igy a szazadik szamjegy a 0.

. . 4 o .
c) A szazadik szamjegy a kettes. d) == 0,8 = 0,8(0), a szazadik tizedes jegy a 0.

e) ? = 3,(3), a szazadik tizedes jegy a 3. f) —% = —1,5(3), a szazadik tizedes

jegy a 3.
4. Hasonlitsd dssze a kévetkezd szamokat. Melyik szam a nagyobb?
2,6 4,5 13, 16
a) — és —; b) —— és —; c) —— é ——;
3 9 5 6 5 7
15 14 .
d) 5 és 7,49; e) 5 és 4,667 ; f) —1,(17) és =1L, 1(7);
g) —4,123(4) és —4,12(35); h) /2 és 1,(41); i) m és 3,1(4).
Megoldas. a) g:é<§;b) —£<0<§;c) —E:—%<—@:—E;
3 9 9 5 6 5 35 35 7

d)§:7,5>7,49; e)%=4,(6)=4,666~-<4»667?

f) L17)=1,1717.. < L,1777... = LU7) = —L1U7) < —1,(17);

g) 4,123(4) = 4,123444... < 4,123535... = 4,12(35) = —4,12(35) < —4,123(4) ;
h) 2 >1,4142... > 1,4141... = 1,(41); i)~ 3,141 < 3,1444... = 3,1(4)
5. Hatarozd meg a kovetkezd szamok egészrészét, illetve a tortrészeét:

a) = b) 2. o) 2 d) 4,92)
2 6
16 512
e) —3,125; —11,8(41); g) ——: h) - =
) f) (41); 8) 5 ) 03
Megoldas. a) g = 8,5, igy egészrésze 8§, tortrésze pedig 0,5;
b) % =10,8(3), egészrésze 10, tortrésze 0,8(3);

1
c) % = 0,53(571428), egészrésze 0, tortrésze 0,53(571428);
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d) [4,92)] =4, {4,92)} = 0,92); Tartalomjegyzék

e) —3,125 = —4 4 0,875 = [—3,125] = —4, {-3,125} = 0,875;
f) —11,8(41) = —12 + 0,1(58) = [~11,8(41)] = —12, {—11,8(41)} = 0,1(58);

g) —1———32——4+0,2,[——]: { }—0,2;

012

h) ——— = —8,(126984) , tehat 512

=9, { 512} 0,(873015).
63

6. Hatarozd meg a kévetkezé irraciondlis szamok 1, 2 illetve 4 tizedessel hiannyal,
majd tobblettel valo kozelitéseit:

a) V2; b) V5 c) V13; d) —/17;
e) —/85; f) —/2001 .
Megoldas. a) 1,4 <2 <1,5; 1,41 <2 < 1,42; 1,4142 < /2 < 1,4143;
b) 2,2 </5 <2,3; 2,23 <5 <2,24; 2,2360 < /5 < 2,2361;
c) 3,6 <+/13 < 3,7; 3,60 < /13 < 3,61; 3,6055 < /13 < 3,6056 ;
d) —4,2 < V17 < —4,1; —4,13 < /17 < —4,12; —4,1232 < —/17 < 4,1231;
e) —9,3 < —/85 < —9,2; —9,22 < —/85 < —9,21; —9,2196 < —/85 < —9,2195;
f) —44,8 < —2001 < —44,7; —44,74 < —2001 < —44,73;
—44,7326 < —/2001 < —44,7325
7. Hatdarozd meg az z +y, illetve az -y szamok harom tizedessel hiannyal, majd
tobblettel valo kozeliteseit, ha
a) =42 és y=+7; b) z = 2,41321... és y = 5,12347;
c) z=3,(12) és y =10 ; d) © =—4,71654... és y = —8,1(4).
Megoldas. a) 4,059 < 2 +/7 < 4,06 és 3,741 <2 -7 < 3,742;
b) 7,536 <z +y < 7,537 és 12,364 < z-y < 12,365 ;
c) 6,283 <z +y <6,284 és 9,870 < z-y < 9,871;
d) —12,861l <z +y < —12,860 és 38,413 < z-y < 38,414 .
8. Bizonyitsd be, hogy a kévetkezd szamok irracionalisak:
a) V/3; b) /5; c) Vn , ha n nem teljes négyzet;
d)V2+3; e)V2+V3+5.
Bizonyitas. Az a) ésb) alpontok a c) sajatos esetei, amikor n € {3,5}.
c) Tegyiik fel, hogy 1étezik olyan nem teljes négyzet n szam, amelyre /n

racionalis. Ekkor léteznek az a, b egész szamok ugy, hogy /n :% és b=0.

Négyzetre emelve, majd b -el atszorozva ez utobbi egyenldség mindkét oldalat,

kapjuk, hogy a® = n-b*, tehat o b*, ami egyenértékii azzal, hogy a:b . fgy létezik

egy k egész szam, amelyre a=k-b. Visszahelyettesitve,
a’ (l{:b)2 kb’
b’ b’ b’

= k*, ami ellentmond annak, hogy n nem teljes négyzet.
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Kovetkezik, hogy ~/n pontosan akkor raciondlis, ha n teljes négyzet, és ebben az Tartalomjegyzék

esetben /n is egész szam.
d) Tegyiik fel, hogy ~2+3= %, a,beZ, b=0. Ekkor

(\/§+\/§)2 :Z—j, 5—1—2\/6:2—;, ﬁ:%, s mivel o’ — 5b%, 2b° egészek,
ez azt jelenti, hogy /6 racionalis, ami ellentmond a ¢) pontban szerepld allitasnak.
Tehat ~/2 4 /3 irracionalis.
Mas megoldas. Konnyi belatni, hogy egy nullatol kiillonb6z6 szam pontosan akkor
raciondlis, ha inverze is az. Mivel (V3 —+2)(v/3 ++2) =3 -2 =1, ezért /3 — /2
és /3 ++/2 egymas inverzei. Igy, feltételezve, hogy ~/3 +~2 racionalis,
kovetkezik, hogy /3 —~/2 is az. Két raciondlis szam Osszege is az, tehat
(\/5 -2 ) + (\/§ ++2 ) = 24/3 is racionalis kell legyen, ez pedig szintén ellentmond
a c) alpontnak.

e) Feltételezziik, hogy 2 +~/3 ++/5 = %, ahol a, b egészek, b = 0. Ekkor

2
J§+J§:%—J5 &s 5+2J6:Z—2—2J5%+5,tehat

a' +20a°h* — 24b*
4a®b

24b* = a* 4+ 20a%* — 4540 < 5 =

b
vagyis /5 racionalis, ami ellentmondas.

. , 1, m . .
9. Bizonyitsd be, hogy ha (m,n)=1, akkor az — és — szamok tizedes
n n
dabrazolasaban a szakasz hossza ugyanaz.

Bizonyitas. A 2.4. tétel g) alpontja alapjan a legkisebb szakasz hossza csak az

irreducibilis alakban irt tort nevezOjétél fiigg, tehat — ¢és — tizedes
n n

srer

10. Ha m, n €N (m,n)=1 és (n,9) =1, akkor m felirhaté olyan tizedes tort
n

formdjaban, amelynek a szakasza egy 9-cel oszthato szam.
Bizonyitas. Ha a,b,c € N, akkor az = = a,b(c) tizedes szam atalakitasa soran az

b(10" —1)+c
T=at————— *)
99...900...0

k

tortet kapjuk. Ha ez ekvivalens egy ™ itreducibilis torttel, amelyben (n,9) =1,
n
akkor a (*) tort egyszeriisithetd 9 -cel, tehat ¢:9.

1 1
11. Bizonyitsd be, hogy — +
V' & n n+l n+2

vegyes szakaszos tizedes tort, bdrmely

n e N esetén.
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s Tartalomjegyzék
. P | 1 1 3n” +6n + 2

Bizonyitas. — + + =

n n+l n+2 nn+1)(n+2)
mal és a szamlaldja nem, tehat a tort tizedes reprezentacidja szakaszt is tartalmaz (2.4.
tétel a) alpontja). Masrészt a szamlalo paratlan n esetén paratlan, paros n esetén nem
oszthatd 4-gyel, mig a tort nevezdje az elsd esetben paros és a masodik esetben
oszthato 4 -gyel. Igy a tort nevezdje egyszerlisités utan mindig paros lesz, tehat a tort
tizedes abrazolasa vegyes szakaszos tort (2.4. tétel c) alpont).

2

1 x
12. Bizonyitsd be, hogy ?2—4_1 vegyes szakaszos tizedes tort, barmely n € N\ {1}
n(n

. A tort nevezdje oszthatdo 3-

esetén.

n® +1
n <n2 - 1)
oszthatd, tehat irreducibilis alakban a nevezOnek van 2-t6l és 5-t6l kiillonb6zo
osztoja. Ugyanakkor paros n esetén a nevezd paros €és a szamlald paratlan, mig
paratlan n esetén a nevez6 oszthatd 8-cal és a szamlalé nem oszthatd 4 -gyel, tehat

az irreducibilis alakra hozott tort nevezdje paros. Igy a 2.4. tétel c) alpontja szerint a
tort tizedes reprezentacidja vegyes szakaszos.

13. Bizonyitsd be, hogy két tiszta szakaszos tizedes tort szorzata is tiszta szakaszos
tizedes tort.

Bizonyitas. Az tort szamlaloja nem oszthaté 3-mal és a nevezdje

Bizonyitas. Ha az % és % irreducibilis tortek tizedes reprezentacidja tiszta
szakaszos, akkor (b,10) =1 és (d,10) =1, tehat (b-d,10) =1. Ebbdl kovetkezik,
hogy b-d minden osztoja is relativ prim 10-zel, tehat az % tort tizedes

reprezentacioja is tiszta szakaszos.
14. Ha az © és y valos szamoknak ismerjiik az n jegyii hiannyal illetve tobblettel
valo kozelitését, akkor milyen kozelitest adhatunk a kdvetkezd kifejezésekre:
a)r+y; b)z—vy; c)r-y; d) 2 +y°?
Megoldas. Feltételezhetjiik, hogy =,y > 0, mert a tobbi eset erre visszavezetheto.

1 . .
Aza<z<a+ ésb<y<b+ o egyenl6tlenségek alapjan irhatjuk, hogy:

n

2 1
at+b<zrty<a+bt+—<a+b+—r,
10” 10”
1 2
a—b——<z—-y<a->b+ <a—b— +—,
10" 10" 10" 10"
1
ab<xy<ab—|—a+,b+—2,és
10" 10™
R O P R . Chul) S
10" 107"

Ez alapjan lathato, hogy az Gsszeadas és a kivonas esetén csak a legutolsd szamjegy
veszhet el (tehat az eredmény n —1 tizedesjegye pontos), mig a szorzas ¢és
négyzetosszeg kiszamitasa sordn tobb szamjegyet is veszithetiink a szamok
nagysagrend;jétol fiiggden.
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I.6. Gyakorlatok és feladatok (21. oldal)

1. Szamitsd ki:

1 )
ek
Megoldas. a) é] :;—Z:%;b) [%]1 =2;¢c) 1]2 =—:d) (VB) =3;
o (] =[] =3 =wi 8 () = Hi = -

o~ -sola]
k)[ 1 ]2:[J§—J§]2: L
V2443 3-2 (V3-2) 5-2/6
2. Ird egyszeriibb alakba a kovetkezd szamokat:
a) \2-32-92; b) Va-¥a - Ya,ahol a > 0; c)\/%(\%f;

6

d) V175 ; e) Y—96; f) =L,
z

=5+26.

Megoldas. a) \/5.3/5.9/522%.2%.2%:2%%*%:21:2;
b)ﬁ-%-%:aé-aé-aé:aé%%ZG —q:
c)\/%(3/3)2:2\3/5-3%:3%-3§=3é%=3§=i‘/3_2=€/§;
d) V175 = J7-5° = J7 5" =57 ;

e) =96 = {[(—32)-3 = (-2 - ¥3 = —2%3;

6 23 2)3 2
LTy T JI T T .
f 3\/79:?/2‘?'?/:\7[73] V=

3. Hozd egyszeriibb alakra a kévetkezd kifejezéseket:

a) /300 — /45 + 3427 + 2420 — /64 ; b) Y64a* + 3327a — 2 if5a :
a

1
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c) 3¥9-¥3; d)5-25; e)%%/w_m:{/g; f)3/2_15xy 52y .

Megoldas. a) /300 — /45 + 327 + 220 — /64 =
_10J‘ 35 + 93 + 45 — 8_19J§+J3—8;

b) Y644’ + 3327a — \3/8a = 4a¥/a + 9¥a — 2a2 a

—(4a+9)\/——8a\/——(9—4a)§/5;
c) 3Y9-33 =393 =3-3=9;

2 1 2 7

1
d)\/g.ﬁ/%:52.53 523f56f5\/—
3 3 3 Lo e :
e)5\3/192:3§/g 443 [2] —9.95.30.20 —25.3 — 60 — & ;
1 -1
ﬂ?’—xy 1527y’ 53xy -[52~x2y\/@] =

21 1 11 7 5 5

—53:133/:1:3/3 B2.ogiyly 2y 2 =05 6g 6yb
4. Szamitsd ki:

3 5 6
a) {/0,00001; b) /0,001 -625 - 2048 ; c) 27 32 64;
2
1 1 1

d) .- 4—]| :—=.

)[\g 32] 432

5
Megoldas. a) 3/0,00001 = 5/1(1)5 = 5/ % =—=

b) /0,001 - /625 - Y2048 = / LT -

10
C)F-W-F_@-F-ﬁ_&w_i
J81-3125 Jor.¢5* 9.5 15’

[ O SR 1% RS SO S |
4 [\Ei/?;] 4#5[[2] n 23 1(4R) W2 =oi

5. Ird egyszeriibb alakba:

@
—_
o
-
[N}
Ot

a) V3 ++2:b) V5+2v6;¢) 5 —2v6 ;:d) Y17 —12v2 ; €) 26 — 1543 .

Megoldas. a) A megoldas soran vagy az Osszetett gyokok képletét hasznaljuk, vagy

a kiils6é gyok alatti kifejezést teljes négyzetté alakitjuk. Az elsé modszerrel

\/3+2\/§=\/3+‘§2_8+\/ 3~ =2 +1,

a masodik modszerrel
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V3+2V2 =2+ 202 +1 =2 +1) =2 +1 =2 +1;

o) V5246 = (3 —V2)* = VB - 2| =3 - 2;

d) 171242 = YJ(3-22) = [3-2v2| =322 =2 - 1;

e) Mivel a kobgyokon beliil gydkjel alatt csak a harmas szam szerepel, ezért
varhatoan a keresett egyszeriibb alak a +b+/3 lesz. Meg kell hatarozni az a,b

(lehetSleg racionalis) szamokat Gigy, hogy teljesiilion az /26 — 153 = a + b/3

egyenlOség. Kobre emelve mindkét oldalt, kapjuk, hogy

26 —15v3 = a® + 9ab® + (3a°b + 3b*)\/3 . Ha a,b racionalisak, akkor ez azt jelenti,
26 = a® + 9ab’

ho . . . Az egyenletrendszernek egy megoldasa (a,b) = (2,—1).
U Ty gy gy meg (a,0) = (2,-1)

Konnyen ellendrizhetd, hogy valdban teljesiil a 326 — 164/3 = 2 — /3 egyenléség.
6. rd egyszeriibb alakba:

a) (7)" 495 ) (¥3)": V35 ©) ({50 + I |
Megoldas. a) (Y7) :49 = 75 49— T 491
b) (%)m;\/5:31740:\/5:32:\6:9@:\5:9;

3 -2

;) (Va5 5|

o) ({50 I | = (52 + 32 — ({52 :[@] _ [23]3 05

TR 1 S SRS N B
4 [~ (uﬁ—ﬁf (33&)2 (W) SE

7. Hozd egyszeriibb alakra a kiovetkezo kifejezéseket:

a) (333 y2$)3; b) [%{/yTx]z, c) (—:1;3 " )2;

g 12 )5 4
Yy Yy Y

Megoldas. a) (x%/yz—x)g =z ytr =1y

1.5 1 . : 2
\“/y%] =’ =y’z?;

x x
2 4
c) (—xf’/xyZ) = 2*32’y" = 2Pyd2’y = (mQy)i‘ ;

d)

b)
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12 4
) ] o 8 312'212-3012-,7;24 .
d 327 23 : — 3121:12 24 _ i :612274 8;
) Y ,/x2y4 Y :1:2y4 ° 'ym Yy
4
3 4 -1
e) x+y:4(x+y) :(x—i-”y) — :xfy,hay(x+y)>().
y y y' (z+y)

8. Szamitsd ki: |
a)(J2+J§+J2—J§) b)(%/a+\/5+%/a—\/5)3.
Megoldas. a) (\/2+\/§+J2—\/§)2 =242+ 202+ 222 422 =
=44+2J4-2 =4+2J2;

b) (Yot b +4a—b) =
:a+\/5+3g/(a+«/5)(a—ﬁ)-(%/a+«/5+%/a—\/5)+a—«/5=
:2a+3€/a2—b-(%/a+ﬁ+%/a—\/3).

9. Bizonyitsd be a kovetkezé egyenldséegeket:

a) 3(2-5) =I5 —2V3; b) V10 + V40 — V24 + 60 =2 — V3 + 5 ;

c) \/3+J5=13;§; d) 326 — 1543 + 326 + 1543 = 4.

2
;

Megoldas. a)

32— B) = 3(9 - 45) =27 125 = 15 +12 - 4445 =
— J(VI5 —24B)" = |VI5 — 28| = VI5 — 243 , vagy
JB32-5) =VB3(2-5) = V32— V5| = V3 (V5 —2) = VI5 ~ 23

b) V10 + 40 — 24 +/60 =2 —/3 +5 <
10+ 210 =246 + 215 =2 + 3 +5 — 26 + 2410 — 2415 ,

ami nyilvan igaz.
c) Mivel mindkét oldal pozitiv, ezért a négyzetre emelés ekvivalens atalakitast jelent.

\/3+ﬁ:13§£@3+£=%@3+\/§=3+\/§;

d) Ha /26 — 1543 + /26 + 1543 = z, akkor
z* :26—15J§+33/(26—15\/5)(26+15J§)z+26+15\/§<:>
1’ —-32-52=0& (z—4)(2" +42+13) =0 =4, mert z € R.
Tehat 4/26 — 1543 + 326 + 1543 = 4.
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10. Rendezd novekvo sorrendbe a kovetkezo szamokat: Uil Fe s
a) V2B I Zes 2 B0t Yl g
4
¢) 0.45; Y2, 19 %9 a) 075, Y2, 15 V63
3 40 5 2 21 4

Megoldas. a) Hasonlitsuk ossze az elsé két szamot. A /12 —/6 > /20 —
egyenlOség a kovetkezoképpen alakithato:

T3 = 6 > 30 — V12 < 443 < 25 + 6522 < 4305121 < 120 |

Mivel az utolso egyenldtlenség nem igaz és ekvivalens atalakitasokat végeztiink, az
eredeti egyenlStlenség sem volt igaz, tehat /12 — /6 < +/20 — /12 . Hasonl6 modon

a 12 —J6 > 3 —/2 egyenlbtlenség atrendezés és négyzetre emelés segitségével a
kovetkezoképpen irhato:

JI2—J6>3—2 e JIZ 442 > 3+ V64514 + 46 > 15 + 66 .

Mivel az utolsd egyenlStlenség nem igaz, 12 —+/6 <3 —+2. Az eddigi két
egyenl6tlenség alapjan nem allapithat6 meg a sorrend, tehdt a harmadik
0sszehasonlitast is el kell végezniink.

V20 — V12 < 32 20 + 42 < 3+ V1251 + 4410 < 6412 .
Masrészt 1+4/10 <14+4-4=17<18 é 18<12/3 & 3<2/3 <9< 12,
tehat /20 — /12 < 3 —+/2.

V3

b) A gyokok kozelité értékeit hasznaljuk. 1,7 < /3 < 1,74, tehat 0,4 < 1 <0,5.
1,4 <2 < 1,42, tehat 0,28 =1,7—1,42 <3 -2 <1,74—1,4=0,34. Ezek
V31

alapjan a sorrend a kovetkezé: 0,1 < /3 —+/2 < e < 3

c) 0,45 45 ﬂ = 18 < ) , tehat 0,45 < ) . Ugyanakkor
100 20 40 407 40
3 3
W _ 4 <4<y s 64<81, tehit £<0,45<£. Masrészt
5 20 20 5 40
3-0,45=1,35<1,4 <2, tehat 0,45< g és  igy a ?—at kell
0sszehasonlitanunk a %—nel. ? < 411?] & 4042 < 57 < 3200 < 3249, tehat a
3

helyes sorrend a kovetkezo: ? < 0,45 < g < 411_5())
d) @<\/674:ﬁ=&=£<§, tehat 63<—2<0,75. Masrészt

4 4 4 2 4 4 2
72 & T2 <10 < 98 < 100 és g<%<:>20<21, tehat
Y63 2 15

<—<—=<0,75.
4 2 21
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11. Bizonyitsd be, hogy a kévetkezo szamok irracionalisak:
a) V10 b) ¥/3; c) 42; d) ¥7.
Megoldas. a) Tegyiik fel, hogy /10 racionalis. Ekkor léteznek az a,b relativ prim

egész szamok Uiy, hogy b = 0 és /10 = %. Innen kapjuk, hogy a® = 10b°, tehat a”

oszthato kettével, ami egyenértékll azzal, hogy a paros, vagyis a = 2m, ahol m egy
egész szam. Visszahelyettesitve, 100> = a” = 4m” = 5b° = 2m’, tehat b*:2 = b:2.
Ez viszont azt jelenti, hogy mind a, mind b oszthato kettdvel, ez pedig ellentmond
feltételezésiinknek, miszerint (a,b) = 1. Kovetkezik, hogy +/10 irracionalis.

b) A bizonyitast az a) ponthoz hasonloan végezziik. Feltételezziik, hogy /3 = %,

(a,b) =1, a,b e Z.Igy a®* = 3b* = 6’3 =043 =0a=3m, m c€Z,innen
3 =a’=21m’ =0 =9m’ =0’ 13=0:3=(a,0):3=(a,b) = 1,

ellentmondas.

Hasonlo6an igazoljuk a ¢) és d) alpontokat is.

12. Mi a sziikséges és elégséges feltétele annak, hogy a ¥/n szam raciondlis legyen,
ha kkneN, k>27?

Megoldas. Ha az n primtényezs felbontasaban van olyan p, primszam, amelynek

k
a kitevdje legalabb £, akkor p, kihozhat6 a gydk aldl, és &/n € Q & vn € Q, tehat
Dy

feltételezhetjiik, hogy az n primtényez6s felbontasaban nincs k-val egyenld vagy

annal nagyobb kitevé. Ha p az n legkisebb primosztdja, és &/n = %, ahol a,b € Z

és (a,b) =1, akkor a" = n-b" ésigy a":p.Ez csak gy lehetséges, ha a’p viszont
ebben az esetben a* = p*-a és (a,b) =1 alapjan n:p". Ez csak akkor lehetséges,

ha n felbontasdban nincs legkisebb prim, vagyis ha n = 1. Figyelembe véve, hogy a
gyok aldl csak a teljes k-adik hatvanyok emelhetdk ki £/n pontosan akkor racionalis
szam, ha n teljes k-adik hatvanya egy természetes szamnak.

13. Bizonyitsd be, hogy ha a+b-32+c¢-Y4=0 és a, b, c€Q, akkor
a=b=c=0.

Megoldas. Az a+b-32 +c-34 =0 egyenléség mindkét oldaldt megszorozva
Y2 c-vel, kapjuk, hogy ac¥/2+bc¥/4 +2¢> =0. Az eredeti egyenléségbdl
kifejezve cif4-t és ez  utdbbiba  behelyettesitve,  kapjuk,  hogy
acd2 —bla+b32) +2¢° =0,  vagyis  (2¢° —ab)+2(ac—b*)=0. Ha
2¢* — ab
ac—b’
irracionélis. Kovetkezik hogy ac —b° =0, innen pedig 2¢® —ab=0. Tehit a

2¢> —ab =0, akkor 32 =— € Q, ami ellentmondana annak, hogy Y2
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2¢ —ab =10

kovetkezd egyenletrendszerhez jutottunk: k B0 Az elsé egyenlet mindkét
ac—"b" =

oldalat megszorozva c-vel és felhasznalva a masodik egyenletet, kapjuk, hogy

b}

2¢* = bac = bb* =b* . Ha ¢ = 0, akkor 2 = —, 32 = b € Q, igy ellentmondashoz
¢ c

jutottunk (32 irracionalis). Tehat ¢ = 0, innen pedig kovetkezik, hogy b =0 és

a=20.
14. Bizonyitsd be, hogy az

S = \/26 Foy13— 48 + 26 245 + \/26 613+ 44826 1 245

szam racionalis.
Megoldas. Beliilrdl kifele haladva rendre egyszeriibb alakra hozzuk a gyokoket:

J6—25 = (V5 —1) =5 1,

8+2(V5 —1) =\6+2v5 = (V5 +1) =5 +1,
\/m JoI—4d5 = J2—5) =5 -2,
J26+6(V5—2) =14+ 645 = [(3+5) =3+5,¢és

J6+205 = (\/5+1)2 =5 +1,

8—2(vV5+1) =625 = (V5 -1 =51,

J13+4(¥5 —1) =0+ 445 = (2 +5) =5 +2,
(26 - 6(v5 +2) =14 - 645 = [3-V5) =3-5.

Tehat S =3++/5+3—-/5=6.
15. Bizonyitsd be, hogy

a _Nad' + b
NN RN +b2 w2 atb
ha a tortek mind értelmezettek.
a b
+ —
Ja? + b’ — b2 a0 — a2
a(\/a2+b2 +b\/§) b(«/aZ—i—bQ —|—a\/§) (a_b)\/a2+b2 J& +0°

+ = = .
a’ +b* —2b° a’ +b> —2a° a’ — b’ (a+0b)

Megoldas.
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Yr+1+ ¥z -1
16. Szdamitsd ki az FE(x) = ,  kifejezés  eértékét,  ha
Yr+1-Yz-1 fei
a’ +b° ab
L= .
4ab a’ 4+ b’
2 2 4 272 4
Megoldas. o= 0 @ _a *6ab +b
4ab a+b 4ab(a® +b*)
1= a' +4a’b +60°0* +4ab’ +b' _ (a+b)'
a9 w17
0 = 4a% 4 Ge’ —dab’ b (a—b)'

4ab(a® + %)

Mivel =z kifejezése szimmetrikus

Y ey e L
44ab(a,2 +b2)

B 4ab(a2 + b2) '
a,b-ben, feltételezhetjiik, hogy a >b. igy
bs Yo T=—""0  tchat B(z)= 2.

ddab (a,2 + b2> b

a—+c c

17. Bizonyitsd be, hogy ha 0 < % < £ akkor < < <<

b d b b+d d
a < a+c
b b+d
alb+d) <bla+c) és d(a+c) < c(b+ d). Az utdbbi két egyenlétlenség ekvivalens
az ad < bc egyenl6tlenséggel, tehat a bizonyitas teljes.

18. Szdamitsd ki az © = 5/0,99...9 szam elsé 2001 tizedesjegyét.
2001

Bizonyitas. (0 < % < 2 & ad < be és < % pontosan akkor teljesiil, ha

Megoldas. Mivel 0,99...9 € (0,1) és minden =z € (0,1) esetén 1> ¥z >z,

2001

kovetkezik, hogy 1> 4/0,99...9 > 0,99...9, tehat 4/0,99...9 elsé 2001 tizedesjegye
2001 2001

9-es.

19. Van-e olyan a és b irracionadlis szam, amelyre a +b és a-b raciondlis?

2001

) —st4s?—4
Megoldas. Ha a+b=scQ é a-b=p € Q, akkor a,b:¥,tehm

ha ugy vélasztjuk meg az s és p értékét, hogy s° —4p ne legyen teljes négyzet,
akkor irracionalis szamokat kapunk. Ilyenek példaul az a = 3 —+/2 és b =3 ++/2.
20. Hatdarozd meg az A= {999 ‘n|ne N*} halmaz legkisebb elemét, amely nem

tartalmazza a 9-es szamjegyet.

Megoldas. 999-n = n-1000 — n . Ha n egy szamjegyl akkor a kivonas elvégzése
soran az utolso eldtti szamjegy 9-es. Ha az n két szamjegyti, akkor hatulrdl a
harmadik szamjegy 9-es, tehat az n legalabb haromjegyli kell legyen. Ebben az
esetben az utolsd szamjegy nem lehet 1 és az elStte allo szamjegy nem lehet 0. Igy a
legkisebb n, amit érdemes kiprobalni a 112. Masrészt 112-999 = 111888, tehat az
A halmaz legkisebb eleme 112.
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1.7.2 Gyakorlatok és feladatok (25. oldal)

1. a) Bizonyitsd be, hogy
(z—D(z+1) (2" +1)=2' =1 & (z—1D)(z+1)(* +1)(z' +1) =2 - 1.

b) Szdmitsd ki az (x —1)(z + 1) (132 + 1)(134 + 1)($8 + 1)(:62 + 1) szorzatot.
Megoldas. a) (z —1)(z +1)(2* +1) = (s* —1)(¢* +1) = 2" —1.
(x—l)(a:+1)<x2 +1)<x4 +1> = (:1:2 —1)(302 +1)<x4 +1> =
:(:v4—1)($4+1)::v8—1.
b) (z —1)($+1)(x2 +1>(fc4 +1)(x8 —i—l)...(:v?” +1) =
= (2" —1)(* +1)(2* +1)(2° +1)...(a" +1) =
= (x4 — 1)(:64 + 1)(:58 + 1)(:52 + 1) =.=
= (xQn 1 —1) (an 4 1) (an + 1) = (xQn —1)<$2N +1> =z —1.
2. Bizonyitsd be, hogy ©* + 2> +1 = (:c2 -z + 1)(:1:2 +x+ 1) és
z° +$4+1:(:1:2—$+1)($2+$+1)(x4—$2+1).
Bizonyitas
t+ 2 +l=2"+22" +1-2° :(x2 —1—1)2—1:2 :(1:2—33—1—1)(352—1—1’—}—1)
2+t +1=2"4+22" +1-2" =(a* +1)2—:c4 =(z' =2 +1)(z" +2° +1) =
:(xQ—x—Fl (:v2+x+1)(x4—:v2+1>.
3. Bizonyitsd be, hogy (302 — 9 )2 + (2zy) = (a:2 +9° )2, Vi,yeR.
Bizonyitas
(x2 T )2 + (2zy)’ = ' — 227" + ot + 42ty =2t F 2% 4yt = (x2 + yQ)

4. Bizonyitsd be, hogy ha a, b és ¢ paronként kiilonbozé valos szamok, akkor:

2

0, k=1
1, k=2
a* N bt . & B
(a—b)a—o> (b—a)(b—c) (c—a)(c—D0) a+b+c, k=3 -
L’ k:_l
abe

Bizonyitas. Mind a négy esetben elvégezziik a miiveleteket.
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a b c -
(a—b)(a—c)+(b—a)(b—c)+(c—a)(c—b)_
_alc—=b)+bla—c)+c(b—a)
(a—=b)(b—c)(c—a)
alc—=b)+bla—c)+clb—a)=ac—ab+ba—bc+cb—ca=0.

= 0, mert

a’ b’ c
(a—b)(a—c)+(b—a)(b—c)+(c—a)(c—b)
:a2(c—b)+b2(a—c)+62(b—a)
(a—=b)(b—c)(c—a)
a*(c—=b)+b(a—c)+c*(b—a)=d’c—a’b+ba—bc+c’b—cla=
:aQ(c—b)+a<b2—02)—bc(b—c):—(b—c)(a2—a(b+c)+bc>:
=(a—=b)(b—c)(c—a).
a’ n b’ n ¢’ -
(a—b)a—c) (b—a)(b—c) (c—a)(c—b)
a’lc—=b)+b*(a—c)+c’(b—a)
(@—=0)(b—c)(c—a)
a’lc—b)+b(a—c)+cPb—a)=a’(c—b)+a(b®—c*)—be(t’ —*) =

2

=1, mert

=a+b+ c,mert

=(b—c)(a’ —a®® +bc+ )+ be(b + ) =
=—(b—c)(a(a® —b*) +be(b —a) + *(b—a)) =
= —(a—b)(b—c)(ala+b)—bc—c*) =
= (a—b)(b—c)(—a® + ac —ab+bc—ac +*) =

=(@a—=b)(b—c)lc—a)la+b+c).

1 n 1 n 1
ala=b)a—e) bb—a)lb—c) cc—a)c—Db)
_belc—b)t+acla—c)+balb—a) 1
abe(a —b)(b—c)(c—a) abe’

mert

be(c —b) + ac(a —¢) + ba(b — a) = bc® —b*c + a’c — c’a + b'a — a’b =
=(a—=b)(b—c)(c—a).

Tartalomjegyzék
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5. Bizonyitsd be, hogy ha a, b és ¢ pdronként kiilonbozd valos szamok, akkor: Tartalomjegyzék

b—c c—a a—>b 2 n 2 n 2
(a—b)a—e (b—c)(b—a) (c—a)c—=b) a—b b—c c—a

Bizonyitas. b-c + e + a—b =

(@a=b)(a—c) (b—c)b—a) (c—a)lc—D)

c—b a—c b—a

(@—b)c—a) -0 (c—ab-0
_c—a+a—b+a—b+b—c+b—c+c—a_
(a=b)(c—a) (b—c)la=b) (c—a)ib—rc)
-ttt ry o222
a—b c¢c—a b—c a—-b c—a b—c a—b b—c c—a

6. Bizonyitsd be, hogy ha a +b + ¢ = 0, akkor a® +b* + ¢ = 3abe.
Megoldas. A 7.2. tétel 15. alpontja szerint
a’ +b* +¢* —3abc = (a+b+c)(a® +b +c” —ab—bc—ca),

tehatha a +b + ¢ = 0, akkor a® + b + ¢* = 3abc.
Mas megoldas. Az a + b + ¢ = 0 feltételbdl ¢ = —a — b . Ezt behelyettesitjiik:

a’ +b* 4+ ¢’ —3abc =a’ + b’ —(a+b)’ + 3ab(a +b) =
=a’ + 0 —a® —3a’h — 3ab® —b® + 3a’b + 3ab® = 0, tehat a* +b* + ¢* = 3abe.
7. Bizonyitsd be, hogy ha(a +b+c¢)’ = a* +b* + ¢, akkor

2001 2001 2001 2001
=a +b07 +c.

(a+b+c)

Bizonyitas. A 7.2. tétel 14. alpontja alapjan csoportositas segitségével belathato,
hogy (a+b+4c) =a® +0° +¢' +3(a+b)(b+c)c+a), YVabcecR, tehat a
feladatban megjelené szamokra (a +b)(b+c¢)(c+a)=0. Ha a+b =0, akkor
a?DOl +b2001 + C?DOI — a2001 _|_(_a)2001 +C?001 — C2OD] és (a +b+ 0)2001 — CQOOI’ tehét

(a+b+c)™ =a™ 4+ ™ 4 ™' . Hasonléan a masik két esetben is ugyanehhez az
egyenldséghez jutunk.

8. Bizonyitsd be, hogy ha @ +b*+c* =3abc és a+b+c=0,akkor a =b=c.
Bizonyitas. A 7.2. tétel 15. alpontja szerint

a’ +b* + ¢’ —3abc = (a+b+c)(a® +b* +c* —ab—bc—ca),
tehat ha o’ + b + ¢* = 3abe akkor (a+b+c)(a’ +b° +¢* —ab—bc—ca) = 0.
Figyelembe véve az a+b+c=0 feltételt, kovetkezik, hogy
a’ +b*+c* —ab—bc—ca=0. Beszorozva 2-vel és atcsoportositva a tagokat,
kapjuk, hogy (a —b)’ + (b —¢)’ + (c —a)’ = 0. Mivel hirom szdm négyzetdsszege
csak akkor lehet nulla, ha a szamok mind nulldk, kovetkezik, hogy
a—b=b—c=c—a=0,vagyisa=b=c.
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9. Bizonyitsd be, hogy ha az a, b és ¢ nullatol kiilonbozo valos szamok paronként
kiilonboznek és a +b + ¢ = 0, akkor

b—c+c—a+a—b][ o b L o9,
a b c b—c c¢c—a a-—0»
Bizonyitas. Mindkét zarojelben elvégezziik a miiveleteket
b—c+c—a+a—b:(b—c)bc+(c—a)ca+(a—b)ab
a b c abc
a—"b)b—c)lc—a) ,
RIELCELIETN
o b L __ala—c)(a=b)+bb—a)(b—c)+c(c—a)(c—b)
b—c c—a a-—b

(b—c)(c—a)(a—b) -

L+ 4 —ad'(b+o) -

b’(c+a)—c*(a +b) + 3abe
(b—c)(c—a)(a—0) '
Az a+b+c=0 feltétel alapjan a® +0b* + ¢’ = 3abc (lasd 6. feladat) és
a*(b+c)+b*(c+a)+c*(a+b)=—a’ —b’ —c’ = —3abe, tehat
a n b n c_ 9abe
b—c c¢c—a a—b (b—c)(c—a)(a—0b)’
o b—c c—a a—b] a b c
és igy + + + + =9.
a b c b—c

c—a a-—>»

I.8.2. Gyakorlatok (27. oldal)

1. Racionalizald a kdvetkezd tortek nevezdjét

L. 1. 1. 1. __r .
a) =5 b °) = d) 5 NI

1 g
NN RN A

h)1.i)1. .)1.
J3+2° Y3 -1’ Ji/7+2’

K)o ) m) : .
%/_—%/_+1 V2448 -7 1+2+/3+6
Megoldas. a) \/, \/_\/47\/4_4 /4 )\/, i ;c)%_g;
1 Y3 1 B+\2
I s ey s GRS
1 - 1 VT A1 2-V3 _, =
V5763~ 2 9 F 1 )J_+2 oy 2

33

Tartalomjegyzék
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1 Y3 4B4+1 PB4

VBT 3 2
) — Y2 27 +20 Y9 -7 +4 Y9 -7 +4
Vir2 (7 2)(7 247 +22) (V7)) +2 15
1 B+l ¥B+1 1 2+ B+T

B I i e R R N iy S TN A

VBT (V2 HVBAVT)(2V6+2)  4Z 4334T+ VE2

24/6 —2 24— 4 10
m) 1 _ 1-V2 -3 +6 _
L2+ V346 [(1446) + (V2 + B)][(1+6) - (V2 + 3)|
1-v2 —3++/6 1-V2-3+6

(14 6)+ (V2 +3)|[(1+V6) - (V2 ++3)]  (1++6) —(v2+3)

o 1-2-B+ 1-R2-B+V6 1-V2-V3+6

C(146) —(\2+3)  TH26-5-2V6 2 '
2. Racionalizald a kovetkezé tortek nevezdjet:

1
——,ahol g, b, c € ;b
Ja +b + e Q. b)

a) ,ahol a, b, c € Q,;

1
Ya + b+ ¥c

1 1 1
c ; d ; e) ————.
)4/1—3(‘/5—1—2 )\4/27+«4/§+<*/§+1 )4/5—5%%
Megoldas. a)

1  Ja+~b—c _(\/E+\/5—\/E)(a+b—c—2\/ﬁ)'
Ja+b+ve  a+b—c+2Jab (a+b—c) —4ab ’
1 Yoo + 3" + 3 —Yab —¥oc —yea
b) - —= =
Ya + b + e a+0b+c—3abc

S - ((a +b4c) +3(a+b+ c)¥abe + Ra’bc® )

N (a+b+c) —27abe »ahol
S =a® + 30> +3c* —¥ab —Yoc — Yea .
o 1 _ 1 A2 4 4 4B
Y4 — 342 42 (@—1)(@—1) ((ﬁ)”_1)(ﬁ_2)

(\”/2"‘l +{L/2"—‘2+...+¥E+1)(¥/2”—‘1+2¥/2”—‘2+...+2”‘2Q/§+2"‘1)

2_2n ’

Tartalomjegyzék



Valos szamok 35

Y3 -1 ¥8-1 ¥3-1.

1
d — _ :
)\4/27+%/§+%/§+1 (%_1)(14/33%4/32%/3“) 3-1 2
1 n/3n—l 4 271,[3n—2 N 211—2% + 271—1 _

1
| BosEre g3 () 253
(377 4243 2B (33T 3T 3B 3

G-2)(3-3)

9.1.2. Alkalmazasok (28. oldal)

1. Ha a,b,c > 0, akkor (a + b)(b+ c)(c+ a) > 8abc.
Bizonyitas. Mivel a,b,c >0, felirhatjuk az (a,b), (b,c), (c,a) szamparokra a
szamtani-mértani  kozéparanyosok  kozti  egyenlStlenséget.  a + b > 2v/ab,

b+c>2/be, c+a>2Jca. Ha az egyenldtlenségek megfelelé oldalait
0sszeszorozzuk, kapjuk, hogy

(a+0)(b+c)(c+a)>2-ab-2-be-2-Jeca = Sabe.
Egyenléség abban az esetben all fenn, ha a = b =c¢.

2. 24959 viy>o0.
Yy xX

Bizonyitas. Az z,y >0 feltétel alapjan — és 2 pozitivak, igy irhatjuk, hogy
Yy X

24y >2 LYo, Egyenléség akkor all fenn, ha Lo g,vagyis haz=y.
y oz vy z y oz

&

1,1, 1
3. (a:—i—y—i—z)[——l———i——
r Yy =z

>9,Vz,y,2>0.

Bizonyitas

111
(x+y+z)[—+—+—]=1+f+5+3+1+2+3+3+1:
Y z

x Yy z z Ty
:3+[3+3]+[2+3]+[3+3)23+2+2+2:9.
y T z Tz

Felhasznaltuk az el6z6 feladatban szerepld egyenlétlenséget. Egyenléség pontosan
akkor all fenn,ha x =y = 2.

, 1y 1Y _ 25
4. Ha a,b>0¢és a+b=1, akkor |a + — —i—b—i-g 2?.
a

Tartalomjegyzék
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Tartalomjegyzék
x2+y2+x2+y2>x2+y2+2xy:l(x+y)z & 158y
2 B 2 2

Bizonyitas. Az 1’ + ¢’ =

Jry < Ty = ! > 2 egyenldtlenségek figyelembe vételével irhatjuk, hogy
2 Jry oz ty
2 2
E= [ ] [ ]_ +1+b+1] :l[a+b+a+b] =
b 2 ab
2
:1(1+i] 21[1+ 2 2} :1{1+ 2 ] 21(1+4)Q:§.
2 ab 2 +b 2 1—2ab 2 2
5.Ha a,b >0 és a+b=4, akkor o +1° 3?_ 32
a
2
Bizonyitas. a® +b® + Q:aul +b2+—>2/16“ +2 16b
\f (_8[a+b] g 32
Jab \/_ Jab
9.1.4. Alkalmazasok (29. oldal)
Bizonyitsd be, hogy:
a@ b _a b
1.—+—+—>—+ +—
v ¢ a® b a
2.b—c—|——+a—b>a+b—|—c ha abc > 0;
a b c

3.a' +b' + ¢ > a1V + Fa’y
4. 0" +0b' +c' >abc(a+b+ec);
5.0°+b0 +c+d*>ab+bc+cd+da.

Bizonyitas. 1. Ha az 2° 4+ ¢° + 2° > 2y + yz + 2z egyenl6tlenségben az z = % ,

b : .
y=—2¢s z= < helyettesitést alkalmazzuk, a bizonyitando egyenlétlenséghez jutunk.

c a
b b [ foc) : b)
2.Haa abc >0, akkor—c+—+a—:\/z _|_[ ﬂ] 2] >
a b c b c
> @%4_ %a_b+\/a_b b_c>a_|_b_|_c
a

3. Ha a 9.1.3. paragrafusban bizonyitott egyenldtlenségbe a, b, c helyébe a’ -et, b’ -
etilletve ¢’ -et helyettesitiink, a bizonyitand6 egyenldtlenséghez jutunk.
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. . . lomj ek
4. Az elobbi egyenlétlenség valamint a 9.1.3. paragrafus alapjan B SV

at +0' + ¢t > at + b2+ fa’ =
= (ab)’ + (bc)* + (ca)’ > abbc + beca + caab = abe(a +b +c).
5. Az (a—b) +(b—c) +(c—d)’ +(d—a) >0 egyenldtlenségbol kovetkezik,
hogy 2a” + 2b° + 2¢* + 2d* — 2ab — 2bc — 2¢d — 2da > 0, tehat
>+ +c+d >ab+be+ed+da.

9.1.8. Alkalmazasok (30. oldal)

1. £+£+323,ha z,Y,2 > 0.
x

y oz
Bizonyitas. Mivel az 2’2 ¢s Z szamok pozitivak, alkalmazhatjuk rajuk a
Yy z T
szamtani-mértani kdzepek kozti egyenldtlenséget: z + 4 + z >33 T Y23,
Yy oz T Vy 2z z

2. (a+2b+c)(a+b+2¢)(2a +b+ c) > bdabe, ha a,b,c > 0.

Bizonyitas. Az a+2b+c, 2a+b+c é a+b-+2c Osszegekre alkalmazzuk
kiilon-kiilon a szamtani mértani kozepek kozti egyenldtlenséget.

2a + b+ c > 332abc
a+2b+c>332abc = (2a+b+c)(a+2b+c)(a+b+2c) >3- 3(2abe)’ .
a+0b+2c > 332abc

2 2 2

3.+ 2 > Y0 2 haay >0,
Y z X Yy z T

Bizonyitas. A négyzetes és szamtani kozép kozti egyenlbtlenség alapjan

2 2 2 2

1

$_2+y_2+z_2 > = £+2+3 Z£+2+i, az utolsd6 egyenlétlenség az
Y z x 3ly 2z = y 2z 7
2+ ¥ 4 2 > 3-bol kovetkezik.
y oz

‘ 1 1 1
4. Bizonyitsd be, hogy ha ©* +y* + 2> =1 és x,y,2 > 0, akkor —+—+=> 33 .
T Yy 2z
Bizonyitas. A harmonikus ¢és négyzetes kozéparanyosok kozti egyenl6tlenség
alapjan

/2 42 1 1 1 1 1

1 ?i 1S vy te =—=>1—?i1§72>3\/§§—+—+—.

S 3 3 S 3 xr Yy =z
z

x Yy oz Ty
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5. Bizonyitsd be, hogy ha a,b,c > 0, akkor \/a—i—b +\/b+c + ',c—bka 23\/5.

Cc a
Bizonyitas. Alkalmazzuk a ot , te és |< Jbr ¢ szamokra a szamtani-
Cc a

mértani kozepek kozti egyenlotlenséget, majd a 9.1.2 alkalmazasok koziil az elsot.

\/a+b+\/b+c+ /c—l—azS# /a—l—b‘ fb—i—c. [c+a >
c a b c a b

23\/i/(a+b)(b+c)(c+a) S 375 = 35,

abe

Tartalomjegyzék

9.2.2. Alkalmazasok (31. oldal)

1. Bizonyitsd be az ab+bc+ca<a’ +b*+c egyenltlenséget a Cauchy-
Buniakovski egyenldtlenség segitségével.
Bizonyitas. Alkalmazzuk a Cauchy-Buniakovski egyenlStlenséget az (a,b,c) és
(z = b,y = ¢,z = a) szamharmasokra. Igy

(ab+bc+ca)’ <(a’ +0* + )b+ +4d°),
tehat négyzetgyokvonassal a keresett egyenldtlenséghez jutunk:

ab +bc+ca <lab+bc+cal < a’® +b* + .

2. Ja(b+c)+b(c+a)+Jela+b) <~2(a+b+c), ahol a,b és c porzitiv.
Bizonyitas
(a(® + ¢) + Jblc + a) + Je(a +b))2 = (Vab+c +byeta +Veva +b)2 <
< ((\/5)2 +(\/5)2 +(\/E)2)(<\/b +c)2 —i—(\/c—i-—a)? —l—(\/a +b>2) =2a+b+c) =
= Ja(b + c) +b(c + a) + \Je(a +b) <2(a+b+c).

3. (x+y+z)[l+l+l >9,ha z,y,2 > 0.
T Yy z
Bizonyitas
1 1 1 , A1) (1) (1Y
4| = _— — | l>
(:c+y+z)[x+y+z] ((ﬁ)+(y)+(ﬁ))[[ﬁ [y]+[¢z] >
> ﬁi+fi+ﬁi2—32—9
“ETY TR '

4. Hatdrozd meg az a—2b+3c kifejezés minimumat és maximumdt, ha
o’ +b° +2¢=1¢és a,bccR.
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Megoldas Tartalomjegyzék
2 2
(a—2b+30)2_[1-&—2[)4—%(\/56)] < 12+(_2)2+[%] (a +b2+26)
=[1+4+§]-1=3

Tehat az a —2b + 3¢ kifejezés értéke mindig kisebb, mint /% €s nagyobb, mint

1 . .
— ?9 Még ellendrizni kell, hogy felveszi-e ezeket a szélséértékeket. Ez akkor

lehetséges, ha a Cauchy-Buniakovski egyenldtlenségben egyenléség van, vagyis ha

1 =2
—=—= i Innen b= —2a, c= §a,. Az a® +b0° +2c" =1 egyenldségbdl
a b 2c 2

kovetkezik, hogy a’ + 4a’ +§a2 =1, ahonnan a ==+ /% . Tehat a = %,

f / esetén megkapjuk az a — 20 + 3¢ kifejezés maximalis

értékét, /— -t, ha pedig a = / } = —5 ,E , akkor a —2b + 3¢
/ 9
értéke minimalis, — ?

5. Bizonyitsd be, hogy az ABC és A'B'C’ hdaromszégek pontosan akkor hasonlok,

b / / !
ha Naa' +~bb' +~ec' =24pp’, ahol p:# és p’z%.

Bizonyitas. A Cauchy-Buniakovski egyenl6tlenség alapjan

(\/aa +\/ﬁ+\/;) (@+b+c)a +b +c)=4dpp’,

ahonnan aa' +~bb" ++cc' < 2.pp’. Az egyenldtlenségben pontosan akkor van
va b e a b ¢

T \/_ \/_ vagyis g = o = —, ami egyenértékil azzal,
c

egyenldség, ha
hogy a két haromszog hasonlo.
9.3.4 Alkalmazasok (34. oldal)

1. b—c+%+a—b>a+b+c ahol abc > 0.
a
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Bizonyitas. Mivel az egyenl6tlenség szimmetrikus, feltételezhetjiik, hogy L Bl s

a >b>c. Ekkor fennall a kdvetkezé egyenldtlenségsor is: /a_b > [% > /b—c
c a

Ezekre a szamokra felirva a rendezési tételt, kapjuk, hogy

ab |ab ac [ac be [be ab [ac ac |bc be [ab

N i EN e i e e e e e RPN e Lo e e i

c\c b\Nb a\a c\b b\a a\ ¢
ami éppen a bizonyitand6 egyenl6tlenség.
2.0+ +c" +d>+¢e >ab+bc+cd +de+ea, ahol a,b,c,d,e €R.
Bizonyitas. Feltételezhetjiik, hogy a >b>c>d > e, igy a rendezési tételbol
kovetkezik, hogy a-a +b-b+c-c+d-d+e-e>a-b+b-c+c-d+d-e+e-a.
8.3(a" +b*+¢") > (a+b+c)(a* +b° +¢*) > 9abe, ha a,b,c > 0.
Bizonyitas. Az egyenl6tlenségsor szimmetrikus volta miatt feltételezhetjiik, hogy
a >b > c,ekkorigazak az a® > b* > ¢’ egyenlétlenségek is. A rendezési elv alapjan
felirhatjuk a kdvetkezo egyenldtlenségeket:

a-a*+b-b>+c->>a-b>+b-c>+c-a’
a-a*+b-b>+c-*>>a-F+b-a’ +e- b
Ha 06sszeadjuk az elébbi egyenldtlenségek megfeleld oldalait és mindkét oldalhoz
hozzdadunk (a3 +b° 4 cg) -t, kapjuk, hogy
3(@3 + b’ +c3>2a3 +b* 4+ ¢* 4+ ab® +ac® +ba® +bc” +ca’ +cb’ =
=(a+b+c)a®+b°+c*).

Masrészt az a + b + ¢ > 3¥abc és a® +b” + ¢ > 3¥a’b’c’® egyenlétlenségek
Osszeszorzasaval a masodik egyenlétlenséghez jutunk.
4. ¢ +0° + ¢ > a*be +b*Vea + Aab , abe> 0.

Bizonyitas. Az a’be < %aQ (b + ¢) egyenldtlenség alapjan irhatjuk, hogy

a’\Jbe +b*vac + ¢*\be g%(aﬁ(b+c)+b2(a+c)+c2(a+b)).
A rendezési elv alapjan viszont

b +bc+cfa<a®+b +cés a’c+ba+c’h<a+0b +
tehat a’~/bc 4 b*ac + *oe < a® +b* + ¢,

. a + b + ¢ Zi,haa,b,c>0.
a+2b+2c 2a+b+2c 2a+2b+c 5
. ag 2 . 1 1 1 L
Bizonyitas. Az (a,b,c) és szamharmasok

a+2b+2c 2a+b+2c 2a+2b+c
ellentétes rendezésiiek, tehat a rendezési tétel alapjan irhatjuk, hogy
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a b c b c
+ + > + +
a+20+2c 2a+b4+2c 2a+20+c¢c a+20+2¢c 2a+b+2c 2a+2b+c
a b c c a b
+ =+ > + +
a+2b+2c 2a+b+2c 2a+2b+c a+20+2¢c 2a+b+2c 2a+2b+c
a b c a b c
+ + = +
a+2b+2c 2a+b+2¢c 2a+2b+c a+206+2¢ 2a-+b+2¢c 2a+2b+c

Ha az els6 két egyenldtlenséget szorozzuk 2 -vel és 6sszeadjuk mindhdrom
egyenl6tlenség megfeleld oldalait a bizonyitandd egyenldtlenséghez jutunk.

1.9.4. Gyakorlatok és feladatok (34. oldal)

1. (a +b)ve + (b +c)va + (¢ +a)Nb > 6\abe , ha a,b,c > 0.
Bizonyitas. Tudjuk, hogy a+b>2Vab, b+c>2Jbc, c+a>2JVac, igy
(a +bWE + (b + c)Wa + (¢ + a)Nb > 2Jabe + 24Jabe + 24abe = 6-abe .

2.2+9+£+i24,ahol a,b,c,d > 0.
b ¢ d a
Bizonyitas. A szamtani-mértani kdzéparanyosok kozti egyenldtlenség alapjan
a b ¢ d /a b e d a b c d
— 44—+ —-—>2 - —4+2,]—— >4 —_ .= —
b ¢ d a b ¢ d a b ¢ d a
3. Bizonyitsd be, hogy ha a + b + c = 1, akkor
a) aQ—i-bQ—i—cQZl; b)1+l+l29.
3 a b ¢

Bizonyitas. a) A szamtani és négyzetes kozepek kozti egyenl6tlenség alapjan

2 2 2 2
[@> +b" +¢ 2a+b+czl’tehéta2+bz+622[1] a1
3 3 3 3 3

b) A 9.1.2. alkalmazasok 3. feladata (vagy a szamtani és harmonikus kozép kozti
egyenldtlenség) alapjan (a + b+ ¢) {1 + % + 1] > 9, tehat az adott feltétel alapjan
a c

1 1 1
—+=+=2>09.
a b ¢

4. Bizonyitsd be, hogy:

1 1 1 11 1 1 *
a + + S—[——i———i——],ha a,b,ce R_;

a+b b4+c c+a 2la b ¢

2 2 + 2 Sl+l+1,ha a,beRi;

a+b a+1 b+1 a b

Tartalomjegyzék
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o) 4t bre ewa 1 11, b c€R;

a+b V4 F4a T a boc

a—l—b'aZ—i—b2 <a3+b3
2 2
e) abc > (—a+b+c)la—b+c)(a+b—c), ha a,b,c>0;

ha a+b>0;

d)

a b c <
ﬂ\/(a2 +0)(a® + &) i Jo* +a?)(0 + ) " Jle +at)(et +07) T

a+b 4+
abe

1 "
SE yha a, b, ce R ;

11 1 1 1 1Y .

3_+_+_]24[ + + ],haa,b,ceR .
g [ab be  ca a+b a+c b+c -

Bizonyitas. a) A szamtani és harmonikus kozép kozti egyenldtlenség alapjan

atb > 2 , tehat 1 + 1 > 1 . Hasonléan irhatjuk, hogy 1 + 1 > 1 és
2 1 n 1 a b a+bd b ¢ b+ec
a b
1 1 4 , fpq . , ) - .
-—+—-2> , tehat ha az eldbbi egyenldtlenségek megfeleld oldalait 6sszeadjuk, a

c a c+a

bizonyitand6 egyenl6tlenséghez jutunk.

b) Ha az el6bbi egyenl6tlenséget ¢ =1 esetén irjuk fel, megkapjuk a kivant
egyenlGtlenséget.

c) Az a® +b° > 2ab egyenlétlenségbdl kdvetkezik, hogy 2(a” + b*) > (a + b)’, tehét

Z+b2 < 2 . Hasonléan irhatjuk, hogy iH—cz < 2 és S'HIQ < 2 ,
a +b a+b b"+c b+c ¢ +a c+a
tehat ath + bte cta <2 1 + 1 és igy az a) alpont

‘ < +
o +b 4+ F+ad a+b b+c c+a
alapjan kovetkezik a kért egyenldtlenség.
2 2

d) Ha az a> —ab+ b2 > +b

egyenl6tlenség mindkét oldalat szorozzuk

a + b > 0 -val, a bizonyitand6 egyenl6tlenséghez jutunk.

e) Mivel a,b,c € Ri , a jobboldalon megjelend zardjelek koziil csak egy lehet negativ
(barmely kettd Osszege nagyobb, mint 0) és ebben az esetben a bal oldal pozitiv és a
jobb oldal negativ, feltételezhetjiik, hogy —a+b+c=2>0, a—b+c=y >0 és
a+b—c=2>0. Igy viszont a = y—gz’ b= $—2|—z és c:wT—HJ, tehat az
egyenldtlenség 8zyz < (z + y)(y + 2)(z + x) alakban irhato, és ezt mar igazoltuk a

9.1.2. alkalmazasok 1. feladatainal.

Tartalomjegyzék
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) Tartalomjegyzék
Mas megoldas. Osszeszorozzuk az o’ —(b—c)’ <da’, b —(c—a)’ <b* és L

¢® —(a—0b)* < ¢’ egyenlétlenségeket.
f) Az a® +0* >2ab, a® + ¢* > 2ac egyenlétlenség alapjan
o« a1
\/(az +07)(a* +¢*) V2ab-2ac 2 be’
a b c
+ +
\/(a2+b2)(a2+02> \/(bQ—l—a?)(b?—FCQ) \/(02+a2>(02+b2)
1 n 1 n 1
Jbe  Jea  Jab
Ly Ly Loy b
Jbe  Jea  NJab T be  ac  ab
egyenldtlenség ekvivalens a vabc (JE +b + e ) <a’ 4 b + ¢ egyenlétlenséggel
és ez a 9.1.4. alkalmazasok 4. feladata a,~/b és /e -re.

tehataz S =

.1
0sszeg nem nagyobb, mint 5[ ] . Mésrészt az

g) Alkalmazzuk a Cauchy-Buniakovski egyenl6tlenséget az [

Wbe 2vac 2Jab
b+c a+c a+b

1 1),
, , és
Jac ab ]

évH
o

] szamharmasokra. [gy irhatjuk, hogy

1 1 1

[ 2 2 n 2 ]2<[_ _] 4bc dac 4ab
b+c a+c a+b) “\bec ac ab){(b+c) (a+c¢)?  (a+b))

4be 4ac i
(b+c) =1, (a+c) =l &

Ebbol kovetkezik a kért egyenl6tlenség, mert

4ab <1
(a +b)
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Tartalom;j ek
II. Egyenletek és egyenlétlenségek e

I1.1.3. Gyakorlatok és feladatok (37. oldal)

1. Oldd meg a kdvetkezé egyenleteket:
a)z+2=+3; b)2z-V3=+6; ¢) x—;l—?’x;l:—%;
2v 2z —1

r—3 42

d) (z-2)z+1)—(z—-1)(z+1)=-5;e)

f) (z+1)°—(z—-1° =62 +2.
Megoldas. a) z +2 =3 <z =3 -2;

b) V2 V5 =G & JEr =B+ E o r =S 5

V2
c) xgl—?’””;l ——%(:)3(x+1)—2(3x+1)——2(:>—3x——3@:5—1;
d) (z=2)(z+1)—(z-DE+)=-H< (z+)[(z-2)—(z—-1)]=-5 <&
S+)(-)=-bHer+l=5&zr=4;
e) Ahhoz, hogy a $2_:63 és 2;_;21 tortek értelmezettek legyenek, sziikséges, hogy

x = 3 és x = —2. Ha ez teljeslil, az eredeti egyenlet a kdvetkezd modon alakithato:
20(z+2) =2z - 1) (2 —3) & 22° +4r =22" —Tr + 3 & 11x=3<:>$:%;
f) (z+1) —(z-1° =62"+2 2" +32° +3z+1— (2> =32 + 3z - 1) =
=62"+2< 62° +2=61"+2< 0=0. Az egyenléség tehat minden valdés z
esetén teljesiil, igy a megoldashalmaz R .

2. Oldd meg a kovetkezo egyenleteket:
a+b+x+b+c+x ct+a+z

a) + +3=0,ahol a,b,c e R";
c a b
r4+ab x4+bc z+ac
b + + =—(a+b+c),ahol (a+b)b+c)la+c)=0 és
) a+b b+c a-+c ( ) ( )( )( )
a,b,c e R;
o) TFayrfb rte T3 ol (atb)b+e)(ate) =0,

b+c c¢+a a+b a+b+ec
a+b+c=0és abceR.

Megoldas. a) A kovetkezd atalakitasokat végezhetjiikk

a+b+x+b+c+x cta+tx

+ +3=0«&
c a b

[1 1 1] +a21)+ab2+b20+b62+02a+ca2+3abc_

S |—+t-+—|z
a b ¢

0«
abe
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Tartalomjegyzék
& (ab+be+ ca)r + (a+ b+ c)(ab + be + ca) = 0 < artalomjegyz¢

< (ab+bc+ca)(r+a+b+c)=0.
Ha ab + bc 4 ca = 0, akkor minden valos szam megoldasa az egyenletnek.
Ha ab+bc+ca=0, akkor z+a+b+c=0, tehit az egyenlet egyetlen
megoldasaaz © = —(a + b+ ¢);
b) Az egyenlet a kdvetkezoképpen alakithato:
x+ab+x+bc+x+ca — atbto) e
a+b b+c cta

z+ab+c+x+bc+a+x+ca
a+b b+c c+a

r4+ab+bc+ca x+bc+ca+ab x4 ca+ab+bc
And + + =
a+b b+c c+a

& (x4 ab+be + ca) ! + ! + ! =0.
a+b b+c cHa

+b=0<

0

Ha L + L + L = 0, akkor minden valds szam megoldasa az egyenletnek,

a+b b4+c c+a

mig ha 1 + ! + 1 = 0, akkor z = —(ab + bc + ca) az egyenlet egyetlen

a+b b+c c+a
megoldasa.
c) A kovetkez6 ekvivalens atalakitasokat végezziik:
:1:+a+:1:+b+:v+c: -3z N
b+c a+c a+b a+b+c
x+a+1+z+b+1+$+c+1: —3z IEON
b+c a+c a+b a+b+c
x+a+b+c+x+b+a+c+z+c+a+b_—3($+a+b+c)
b+c a—+c a+b a+b+c

1 1 1 3
S(r+a+b+e) + + + =6
b+c¢c a+c a+b a+b+ec
1 1 1 3
a + + +
b+c¢c a+c a+b a+b+ec
1 1 1 3
- + +
b+c¢c a+c¢c a+b a-+b+c

+6 <

H = 0, az egyenletnek nincs megoldasa, mig ha

= 0, az egyetlen megoldas

v 6
1 1 1 3
b+c a+c a+b a+b+c
3. Oldd meg a kovetkezo egyenleteket:
1.2-2—-3 2-3-2—-5 3-4.2—-7 k-(k—l—l)-x—%—l_o

a + + + ...+
) 1.2 2.3 3?47 k- (k+1)

—a—b—c.

b
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1 1 1 1 4 Tartalomjegyzék

o) GrDE12) @iDE1d)  @id@td) s

. Ei(i 1)z —2i—1 | E2i 41
Megoldas. a = - s
g ) Z (i + 1) ;MH) ;f(z‘ﬂf

b).

=0z

k

1 1)) &1 1
§:§_¢+1H_;;h2 (i 41y

1=1

m[l__J:l_ L
k+1 (k+ 1)

<> T

1
Tehat z =1+ k az egyenlet egyetlen megoldasa.

b) Az értelmezési tartomany D = R\ {0,—1,—2,—3,—4}.

1 1 1 1 4
+ + + -— &
r(z+1) (z+D)(x+2) (z4+2)(z+3) (+3)(z+4) bz
1 1 1 1 1 1 1 1 4
&= — - + - - =—
r z+1 z+1 2z+2 z2+2 z+3 x+3 z+4 Sz
1 1 4 4 4 a=0 1

—-— = ———=—2%5
r z+4 br z(z+4) bz z+4
Mivel 1 € D, az egyenlet egyetlen megoldasaaz z =1.
4. Oldd meg és targyald a kévetkezo egyenleteket:

a)mr+n=0 mnecR; b)ymm-Dr=2m"-1, meR;

:%@x+4:5©x:L

c)(m2—1)$+m3—1:0, meR; d)z_m:$_2m, meR;
x—2 z—4
e) metl_ m:z:27 meR; f)z(z—m)=(x—-1)(x+m), meR;
T z—
g) z+D)(z+m)=(x—-2m)(z+2)+n, mneR,;
1 1 1

h) + + zi,aholmeR*.

(z+1) (+D)x+2) (z+2)(z+3) mz
Megoldas. a) Az mz +n = 0 egyenletet ekvivalens az mz = —n egyenlettel. A
kovetkez6 eseteket kell letargyalnunk:

1. Ha m = 0, akkor végigoszthatjuk az egyenlet mindkét oldalat m -mel, igy

kapjuk az egyenlet egyetlen megoldasat az © = — D et
m

2. Ha m =0, akkor az egyenlet igy alakul: 0= —n. Igy ismét két esetet
kiilonboztetiink meg:
2.a. Ha n = 0, akkor az egyenletnek nincs megoldésa.
2.b. Ha n = 0, akkor a megoldashalmaz a val6s szamok halmaza.
b) m(m — D)z =2(m* —1) & m(m — 1)z = 2(m —1)(m + 1)
Ha m =1, akkor az egyenlet 1-0-2 =2-0-2 alakot 6lt, amelyet minden valos
szam kielégit.
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Tartalom;j ek
Ha m = 1, akkor az egyenlet mindkét oldalat eloszthatjuk (m — 1) -el, igy kapjuk, artalomjegyze

hogy mx = 2(m +1). igy targyalas sziikséges. Ha m = 0, akkor az egyenlet 0 = 2,

a megoldashalmaz tehat az iires halmaz, mig ha m = 0, akkor az egyenlet mindkét

2(m+1)
m

oldalat végigoszthatunk m -mel, a megoldas: = = . Az elébbi eseteket a

kovetkez6 tablazatba foglalhatjuk:

m A megoldashalmaz
m=1 R
m =0 %)
e R\ {0,1
" {01} M — {M}
m

c)(m*—Dz+m’ —1=0 m—-D[(m+Dz+m*+m+1=0
Ha m =1, azonossagot kapunk, tehat minden valds szam megoldas.
Ha m =1, akkor (m+1)z=-m’—m—1. Két esetet kiilonbdztetink meg,
aszerint, hogy (m + 1) nulla vagy sem. Ha m + 1= 0, vagyis m = —1, akkor az
egyenlet: 0 = —1+41—1, amelynek nyilvanvaléan nincs megoldasa. Ha m =1 ¢és

2
1
m = —1, akkor az egyenletnek egyetlen megoldasa van, x = —w. Tehat

m+1

az esetek a kovetkezo tablazatban foglalhatok 0ssze:

m A megoldashalmaz
m=1 R
m=—1 %]
mER\{le} M m?4+ma1
T

d) Az x—m:x—Qm
r—2 r—4

egyenlet gyokeit az R\ {2,4} halmazban kell keresniink,

masként a tortek nem lennének értelmezettek. Atalakitva az egyenletet, kapjuk, hogy
(x—m)(z—4)=(z—2m)(z —2) &
Sa’—dr—mz+4dm=21" —22 —2mx +4m & (m—2)z=0.

Ha m = 2, akkor minden R \ {2,4} halmazbeli szam megoldas. Ha m = 2, akkor az

egyenlet megoldasa z = 0, ez a tortek értelmezési tartomanyaban is benne van.

m A megoldashalmaz
m =2 R\ {2,4}
m =2 M = {0}

e) Az egyenlet értelmezési tartomanya D = R\ {0,2} .

mr+1  mz

T T —2

S mz’ +z—2mz—2=mz’ & (1-2m)r =2.
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Ha 1—-2m =0, vagyis m = %, akkor a 0 =2 hamis egyenldséget kapjuk, igy az

egyenletnek nincs megoldasa. Ha m = %, akkor =z :L, tehat azt kell

megvizsgalni, hogy ez benne van-e az értelmezesi tartomanyban vagy sem. A

1—2m

1—-2m

1—2m

= 2 egyenléségbdl m = 0. gy a kovetkezé tablazathoz jutunk:

m A megoldashalmaz
1
m=—
5 1]
m=20 %]
meR\{o,l} M:{ 2 }
2 1—-2m

=0 egyenldség nem teljesiilhet egyetlen m € R esetén sem, mig a

f)z(z-m)=@-Da+m)er’ —mr=2"—-z+mr—me 2m -1z =m.

Ha m = %, akkor a 0-2 :% egyenloséghez jutunk, amelyet egyetlen valos szdm

. 1
sem teljesit. Ha m = 3 akkor a megoldas =z =

2m —1
m A megoldashalmaz
1
m== 1%}
2
m¢l M—{ m }
2 2m —1
g) (z+1)(z+m)=(z—2m)(z+2)+n < (B3m—1)z=-5m+n.
Ha3m—1¢0,vagyismil,akkorxzm. Ha m:l,
3 3m —1 3

: 1 .
egyenlet 0-z = —%%—n alakuva valik. Ha m:§ és —g+n:0,vagyls nzé,

akkor

az

3

akkor a megoldashalmaz az R, mig ha m = % és n = g, akkor az egyenletnek nincs

megoldasa. Ezeket az eseteket a kovetkezd tabldzatba lehet szemléltetni:

m n A megoldashalmaz
mil n e R M:{—5m+n}
3 3m —1
1 n 5 R
m=— =—
3 3
n = § %]
3

Tartalomjegyzék
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h) A tortek értelmezési tartomanya D = R \ {0,—1,—2,—3}.
(z+)—2 (@+2)—(@+1)  @+3)—(z+2) 3

z(r +1) (z+1)(z+2) (z+2)(z+3) mz
1 n 1 1 1 1 3 1 1 3

1
&= - — + - = =
zr z+1 z+1 z+2 z+4+2 z43 mz T T+3 mz
L:i@mx:f—h‘ix@z(z—kiﬁ—m):o.
z(z+3) mz
Ez utébbi alapjan z = 0 vagy x + 3 —m = 0. De az z = 0 érték nincs benne az
értelmezési tartomanyban, igy csak az x+3—m =0 eset lchetséges, tehat
z=m—3. Ha m €{1,2,3} akkor z rendre —2,—1,0, ezek az értékek viszont
nincsenek benne az értelmezési tartomanyban, tehat az egyenletnek ezekben az
esetekben nincs megolddsa. Minden mas esetben egyetlen gydk Ilétezik, az
r=m-—3.

m A megoldashalmaz
m € {1,2,3} %)
meR \ {123} M ={m -3}

5. Mi a feltétele annak, hogy az y = a,x + b, és y = a,x + b, egyenesek parhuzamosak

legyenek?
Megoldas. Két egyenes akkor parhuzamos, ha nem metszik egymast. Tehat annak
feltétele, hogy az y = a,z + b, és y = a,x + b, egyenesek parhuzamosak legyenek,

az, hogy az ax+0b =a,x+b, (=y) egyenletnek ne legyen megoldasa. Az
egyenletet atalakitva, kapjuk, hogy (a, —a,)z = b, —b,. Amennyiben az a, és a,
szamok kiilonbozéek lennének, az egyenletnek mindig lenne megoldéasa
[ T = b2 — b1

a —a,

. Tehat a parhuzamossag egyik sziikséges feltétele az, hogy a, = a,

legyen. Azonban ez még nem elégséges, ugyanis ebben az esetben az egyenlet
0-z =0, — b, alaku, amelynek b, = b, esetben minden valos szdm megoldasa (ez

egyben azt is jelenti, hogy a két egyenes pontosan akkor egybees6, ha a, = a, és
b, =b,). Tehdt még az is sziikséges, hogy b, ¢és b, kiilonbozzenek. A két egyenes
parhuzamossagéanak feltétele tehat a, = a, és b, = b,.

6. Egy olyan M(z,y) sikbeli pontot, amelyre x,y €7 rdacspontnak neveziink.
Bizonyitsd be, hogy ha egy egyenesen van két racspont, akkor végtelen sok racspont

talalhato rajta.
Bizonyitas. Legyen az egyenes egyenlete y = ax + b, a rajta fekvé két racspont

pedig (z,,y,) és (=,,y,). Felirthatd tehat az y, =azx, +b és vy, =azx, +b
egyenléség. Ha k tetszleges egész szam, az els6 egyenletet (k + 1) -el, a masodikat

pedig k-val szorozzuk, majd egymasbodl kivonjuk a kapott egyenldségeket, akkor a
(k+1Vy, —ky, =a-[(k+ 1)z, —kz,]+b  egyenl6séghez  jutunk. Tehat a

Tartalomjegyzék
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((k + 1)z, — kx,,(k + 1)y, — ky,) pont is az egyenesen helyezkedik el. A
tovabbiakban igazoljuk, hogy kiilonb6z6é £ értékekhez kiilonb6zd pontok tartoznak.
Ha M ((m + 1)z, — ma,,(m + 1)y, —my,) é N ((n + Dz, —na,,(n + 1)y, — nyQ)
két ilyen pont, ahol m,n € Z , akkor

(m + 1z, —mz, = (n + 1)z, — nz, (m—n)(z, —z,)=0

M=N & =

(m+1)y1_my2 :(n+1)y1_ny2 (m_n)(yl_yz)zo
Ha m = n, akkor z;, = z, és y, = y,, ami azt jelentené, hogy az egyenesen fekvo két

racspont egybeesik, ami ellentmondana a feltételnek. Kovetkezik tehat, hogy m = n
esetétn M ¢és N kiilonb6zo pontok. Mivel végtelen sok egész szam létezik és a
kiilonb6z6 szdmokhoz tartozd pontok kiillonbozoek, az egyenesen végtelen sok
racspont helyezkedik el.

7. Van-e olyan egyenes, amely csak egy racsponton halad at?

Megoldas. Igen, s6t végtelen sok olyan egyenes van, amely pontosan egy
racsponton halad at. Tetszdleges ¢ irracionalis szam €és r egész szam esetén vegyiik a
d:y=gqx+r egyenest. A d egyenes nyilvan atmegy az O(0,r) ponton. Ha d
tartalmaz még egy M(z,,y,) racspontot, akkor y, =gz, +7r, ¢= DT ami

Zy

ellentmond ¢ irracionalitasanak. Tehat az y =gz + 7, ¢ € R\ Q, r € Z egyenletii

egyenesek pontosan egy racspontot tartalmaznak.
8. Hany rdcspont van az OM szakaszon, ha O(0,0), M(m,n) és (m,n)=1? Hat
akkor ha (m,n) =d ? (m,n,d € N'),

Megoldas
A Nézziik elébb azt az esetet, amikor m,n
M  relativ primek. Igazoljuk, hogy az OM
n szakaszon két racspont talalhato, a szakasz
Vo N végpontjai. Legyen (x,,y,) egy racspont az
szakaszrol. Thalész tétele alapjan
T _ON _ 4
m OM n’
>
o X o m

vagyis z,n = y,m. Eszerint n osztdja y,m -nek, s mivel (n,m)=1, kovetkezik,
hogy y, tobbszorose n-nek. De 0 <y, <n, igy y, csak a 0 és n értékeket veheti
fel. Ha y, = 0, akkor z, = 0 kell legyen (ekkor N egybeesik az origoval), ha pedig
Y, = n, akkor z, = m, ekkor N = M . Tehat két racspont van az OM szakaszon,
ezek az O, M pontok.

Ha (n,m)=d, akkor léteznek az n,,m, szamok ugy, hogy (n,,m,) =1,
n =dn,, m = dm,. Ekkor az x,n = y,m egyenléség z,n, = y,m, alakban irhato.
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Tehat n, |y0m0 = n, |y0 =y, = kn,,k € N =z, = km,. Masrészt az N pont az
0<z,<m {ngmogdmo

<0<k <d.Tehataz

OM szakaszon van, tehat &
RO Y [OSyOSn 0 < kn, < dn,

m —_

OM szakaszon d + 1 racspont van, ezek a kovetkezok: [k%, k y ] ,ahol £ =0,d.

9. a) Abrdzold az ax + by = c egyenldséget teljesitd (x,y) koordindtdjii pontokat.

b) Mi a feltétele annak, hogy az elébbi pontok kézt rdcspont is legyen, ha
a,b,c e N?

c) Ha az eldbbi feltételek teljesiilnek és a pontok kézt vannak racspontok, mennyi
a racspontok kozt fellépo minimalis tavolsag?
Megoldas. a) Ha a = 0, b = 0, akkor az egyenlet y = —%m +% alakban irhato,
ami a [O, %] és [E,O] pontokon atmend egyenes egyenlete (ha ¢ = 0, az egyenes:
a

y:—gx). Ha a =0, b =0, akkor yz%, ami a [0,%] ponton atmend, az Oz

-n
a a

tengellyel parhuzamos egyenes egyenlete. Ha b = 0, a = 0, akkor =z = < ,a (E, 0

atmend, Oy -nal parhuzamos egyenes. Ha a =0, b =0 és ¢ = 0, akkor az zOy sik
barmely pontja kielégiti az egyenletet. Ha ¢ =0, b =0 és ¢ = 0, akkor egyetlen

pont koordinataira sem teljesiil az egyenléség.
b) Igazoljuk, hogy az ax + by = ¢, a,b,c € N egyenletet teljesité (z,y) pontok

kozott pontosan akkor van racspont, ha (a,b)|c. El6bb igazoljuk, hogy a feltétel

elégséges. Ha a = b =0, akkor csak abban az esetben van racspont az egyenletet
teljesité pontok kozott, ha ¢ = 0. Feltételezve, hogy a = 0 vagy b= 0, létezik

d = (a,b) ésaz u,v € Z szamok gy, hogy au +bv = d . Ha d | ¢, akkor x:% és

ve i re e
y=— esetén az (z,y) koordinataji pont racspont, és koordinatai teljesitik az
egyenletet. A feltétel sziikségességét egyszerli belatni, hisz ha létezik z,y € Z ¢és
az + by = ¢, akkor, mivel d | a, d | b, d osztja c-tis.

c) Ha a-b=0, akkor a legkisebb tavolsag 1, mivel az egyenes parhuzamos
valamelyik tengellyel. Ha a-b =0, és (z,,y,), (,,y,) két racspont, akkor a koztiik

levé tavolsag a Pithagorasz-tétel alapjan \/(3:1 -, )2 + (y1 -, )2 Az az, +by, =c
és ax, + by, = c egyenldségeket egymasbol kivonva kapjuk, hogy
a(z, —a)=-b(y —u).
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Ha (a,b)=d, akkor a=da, b=db, (a,h)=1, tovibbd a (z —z,)=
= (y1 - yQ) . Kovetkezik, hogy (z, —z,)ib, ¢és (y, —1,)ia,, ahonnan
(z, — z, )2 = ub és (y, — v )2 = va; , ahol u,v € N. Innen

\/(:cl — 2, +(y — ) = Jub? +va? > Jal +b7,

Ja? + b’
d

tehat a legkisebb tavolsag nem kisebb, mint d . =

min

. Masrészt ha (z,y) egy

, . a .
racspont, amelyre ax +by =c, és u:x+g,v:y—g, akkor w,v € Z, és

au +bv =a [x + %] +b [y — %] =az + by = ¢, tehat (u,v) rdcspont tavolsaga az

2 2
(z,y) ponttdl d = \/(x —w? +(y—v) = [%] + [%] =d_. . Tehat az egyenes
[ .2 2
két racspontja kozti legkisebb tavolsag d ., = GTM .

10. Az A-bol a B felé indulo személyvonat sebessége 60 km/ h. A4 vonatot a késobb

. 2
indulé 120 km/h sebességii gyorsvonatnak B-ben kell utolérnie. Utjanak 3 részet

megtéve a személyvonat eredeti sebességének felével folytatja utjat és igy a gyorsvonat
80 km -rel B elott éri utol. Milyen messze van A-tol B?

Megoldas. Legyen az A és B kozti tavolsag z km. Ezt a tavot a személyvonat

:—0, a gyorsvonat % ora alatt teszi A C D E I3
| | | | |

1 1 l I l
80km

meg (a t:i képlet alapjan).
v

Jeloljiik ¢, -gyel a két vonat induldsa kozti id6t. Mivel egyszerre érnek B -be, irhatjuk,

hogy t, = %—% Jeloljik a B varostol 80 km-re levo helyet E -vel. Ha a
személyvonat az AD tavolsagot 60km/h sebességgel, a DE -t pedig 30km/h-val teszi
meg, a személyvonat indulasidtol az FE  pontba érkezéséig eltelt ido

AD DE 1 2 1 (= ,
—F+—=——2+—|——80|. A gyorsvonat ugyanezt a tavot
60 30 60 3

30 (3
AE  1—80
120 120
indul, és egyszerre érkeznek E -be, irhatjuk, hogy
T z 8 x z — 80 1
+ &2 [

x g—i]:20©x:360. Tehat az A és B

oOra alatt teszi meg. Mivel a gyorsvonat a személyvonat utan ¢, oraval

90 90 3 120 120
varosok kozti tavolsag AB = 360 km.
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11. Egy orszagnak export rendelése van egy miiszer 1. tipusabol 1500 darabra és a Il.
tipusabol 800 darabra. A miiszert az A és B iizemekben gyartjak: az A tizem naponta
30 darabot készit az 1. tipusbol vagy 20 darabot a Il. tipusbdl, a B tizem pedig naponta
50 darab 1. tipusu vagy 40 darab Il. tipusu miiszert gydrt. Hogyan kell elosztani a
gyartast a ket tizem kozott ahhoz, hogy a leheté legrovidebb idé alatt elkésziiljenek a
rendelt darabok? (egy iizem egy nap nem gyarthat mind a kétféle miiszerbdl)

Megoldas. Ha az A iizemben z napig gyartjak az I. tipust és « napig a II. tipust, a
B iizemben pedig y napig az L. tipust, v napig a IL. tipust, akkor felirhatjuk a

30z + 50y = 1500

Kévetkezs leteket:
OVEIKEZO €gyenicieke 20w -+ 40v = 800

. A megrendelt termékek legyartasa

akkor veszi fel a legrovidebb idot, ha mindkét iizem folyamatosan dolgozik, vagyis
s=rx+tu=y+v

z+u=y+ov (jeloljik a kozos értéket s-sel). Megoldva az {30z + 50y = 1500
20u 4 40v = 800

egyenletrendszert (s -t paraméternek tekintve) kapjuk, hogy
x = 500 —15s, v = 165 — 500, y = 9s — 270, v = 270 — 8s.

A megoldasok mind természetes szamok kell legyenek, tehat 500 —15s >0,
165 — 500 > 0, 9s—270 >0, 270 —8s >0, ahonnan s € {32,33}. Mivel a lehet

legkisebb s értéket keressiik, tehat s = 32, innen pedig
r=20,u=12, y=18, v=14.

324503 22-—3

12. Legalabb mekkora és legfeljebb mekkora a

ha figyelembe vessziik, hogy az eléfordulo tizedes szamok kerekitéssel jottek létre?
3r +503 2r—3

egyenlet gydke,

Megoldas. 7 I = 124503-1,75 = (8 —3-1,75)z &
$212+5,03-1,75:20,8025:7756(45)
;124503175 8—3-1,75 2,75
 8-3-175 ;- 12+4504-176 _ 20,8704 _ 3261
8—3-1,76 2,72 425

13. Két cég dsszesen 8200 szamitogépet szerelt Ossze. Az ellendrzés az egyik cég
gépeinek 2%-at, mig a masik cég gépeinek 3%-at hibasnak taldlta, ésszesen 216
darabot. Hany jol miikodo gépet szereltek ossze a cégek kiilon-kiilon?

Megoldas. Jeloljikk z -szel az els6 cég altal 6sszeszerelt szamitogépek szamat, ekkor

. : 2 .
a masik cég 8200 —x gépet szerelt 0ssze. A hibas gépek szama ﬁx, illetve

3 2 3
——- (8200 — x), tehat irhatjuk, hogy — z + — (8200 — z) = 216, innen kapjuk,
100" ) juk. hogy 7057 155 ( ) P

hogy x = 3000. Tehat az elsé cég 3000, a masodik pedig 5200 gépet szerelt Ossze,
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ezekbdl 60, illetve 156 hibas volt, igy az Osszeszerelt miikodé gépek szama 2940,
illetve 5044.

14. Egy gyalogos és egy kerékparos reggel 8 orakor elindul a 12 km-tavolsagra levo
varosba. A kerékparos 20 percet idozik a varosban, azutan visszaindul. Hol és mikor
talalkozik a gyalogossal, ha a kerékparos sebessége 18 km/h, a gyalogosé pedig

6km/h.

- s 12 2, . . -
Megoldas. A kerékparos s = 3 ora alatt ér be a varosba, ott 20 percet (1/3 orat

iddzik), tehat amikor visszaindul, a gyalogos % + é =1 6raja uton van, ezalatt 6 km-

t téve meg. Tegylik fel, hogy innen szamitva ¢ 6ra mulva taldlkoznak. A gyalogos
d, =6t km-t, a kerékparos d, =18t km-t tesz meg ezalatt. Tudjuk, hogy

d +d, = 6 km, innen 6 = 6¢ 418t =~ t = 1/4 . Tehat a gyalogos és a kerékparos 9
ora 15 perckor talalkozik, d, = 4,5 km-re a varostol.

15. Jdnos bacsi elindult Nekeresdfalvirol a legkézelebbi vonatillomds iranydba.
Miutan az elsé ora alatt 3 km utat tett meg, kiszamolta, hogy ezzel a sebességgel 40
percet fog késni. Igy a maradék tavolsagot 4km/h sebességgel tette meg és 45

perccel hamarabb érkezett. Hany kilométerre volt az dllomastol az indulas
pillanataban?

Megoldas. Jeloljiik d-vel Nekeresdfalva és a vonatallomas kozti tavolsagot,
valamint ¢ -vel a vonat indulasaig hatralevd id6t (6raban mérve). Janos bacsi 3 km/h
atlagsebességgel 40 percet (2/3 orat) késik, tehat d = 3(¢ +2/3). 3 km utan (d — 3)

km-t kell megtegyen (¢ — 1) ora alatt, de ekkor 45 perccel (3/4 6ra) hamarabb érkezik,
tehat d — 3 = 4[t —-1- %] A két egyenlet alapjan ¢t = 6, d = 20, tehat Janos bacsi

20 km-re volt az indulas pillanataban az allomastol.

16. Két fogaskerék Osszekapcsolasakor a meghajto és a meghajtott kerek
fordulatszamanak aranya 9 :7. Ha az egyik kerék helyére 3-mal kevesebb, a masik
helyére 3-mal tobb fogu kereket tesziink, az attétel 1:3 vagy 3:1. Melyik kereket
cseréltiik kevesebb fogura? Hany foga van a 4 kerék mindegyikének?

Megoldas. A kerekek fordulatszamanak aranya forditottan aranyos a fogak
szamanak ardnyaval. Ha a meghajté keréken k;, a meghajtott keréken k£, fog van,

akkor LY = Z Ha a meghajté kereket cseréljiik ki egy nala 3-mal kevesebb fogu
2

fogaskerékre, akkor az arany il ; lesz, ami kisebb, mint ﬁ = Z , tehat nem lehet
2 2
3:1 (tehat az arany 1:3). A L = Z, h—3 = 1 aranyokbol k, =7, k, =9, a fogak
k, 9 k+3 3

szama 7, 9, illetve 4 és 12.
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Ha a meghajtott kereket cseréljiik ki egy nala 3-mal kevesebb fogu fogaskerékre,
k +3 A k7T k43
k,—3 k9 k-3
nem egész szam, tehat ez az eset nem allhat fenn.

akkor az arany =3 egyenletrendszerbdl k, = % , ami

17. Egy tehergépkocsinak mind a négy kerekére uj gumiabroncsot szereltek. Egy
abroncsot akkor tekintenek teljesen elkopottnak, ha hatso keréken 15000 km-t futott,
vagy ha elsd keréken 25000 km-t. Mennyit futhat a kocsi a négy abroncs teljes
elkopasaig, ha az elsd abroncsokat felcserélhetik a hatsokkal?

Megoldas. Tegyiik fel, hogy az egyik abroncs d; km-t futott valamelyik elsd
keréken, d, -t hatul, egy masik abroncs pedig (d, —t) eldl és d, km-t hatsé keréken

(d, km utdn az abroncsokat felcser¢lték). Bevezethetjiik a kovetkezd "kopasi

1 1
allandokat": a hatso kerekeké ¢, = Tro00” 22 elséké ¢, = ———. (d +d,) km utdn

25000 °
ad, +c,d, =1
mind a négy abroncs teljesen elkopott, tehat , Osszeadva
ad, +c,d =1
2 2
(d, +d,)(c, +¢,) =2, ahonnan d, +d, = = = 18750 km.
¢+e Lo 1

15000 25000
18. Két egyenlo hosszu gyertyat egyszerre gyujtottak meg. Az egyik 3, a mdsik 5 ora

1
alatt égett el egészen. Egy fenyképen a két gyertya hosszanak ardanya >’ egy masikon

1 1
3’ egy harmadikon T Mikor kesziiltek a fenyképek, ha a gyertyak egyenletesen

égnek?
Megoldas. Legyen z a gyertyak hossza. Ekkor az elsé gyertya égési sebességének

szamértéke g, a masiké %, tehat ¢ id6 alatt az els6bol t%, a masodikbol pedig t%

hosszusag ég el. A meggyujtas utan ¢ idovel a két gyertya hosszanak aranya

T t
c—tt 1t 5-t3
5 5
3-1 E:l, akkor 30—1Ot:15—3t:>t:1—5. Ha ﬁ-Ezl, akkor
5—t 3 2 7 5—¢t 3 3
15—5t:5—t:>ﬁ:§.Ha§:i~§:13aMmr60—%%215—3#$t:é§.
2 5—t 3 4 17

. 1 . 4
Tehat a fényképek a gyertyak meggyujtasa utan 75 oraval, 2,5 oraval illetve £

oraval késziiltek.

r—a xT—0b
_l’_
r—2 x-—3

19. Oldd meg és targyald az = 2 egyenletet!
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Tartalomj ek
Megoldas. Az értelmezési tartomany D = R\ {2,3}. artalomjegyze
x—a+x—b:2®x—2+2—a+x—3+3—b:2®
r—2 x-—3 r—2 r—3
2 - 2 -
14220 370y 2ma 370
T—2 z—3 r—2 x—3
S 2—-a)xr—-64+3a+B-b0r—-64+20=0< (Hb—a—-bjxr=12—3a—2b

12—-3a—-2b
5—a—b
Ez a kifejezés pontosan akkor 2, ha a = 2 ¢és pontosan akkor 3, amikor b = 3, tehat
ha a =2 és b= 3 vagy b =3 és a = 2, akkor az egyenletnek nincs megoldasa. Ha
a+b=25, akkor az egyenlet 0-x =12 —3a —2b alakban irhatd, tehat ha a
(12 — 3a — 2b) értéke 0, akkor a D halmaz minden eleme megoldasa az egyenletnek,

Ha a +b = 5, akkor az egyenletnek egyetlen megoldasa van, az = =

kiilonben nincs megoldasa az egyenletnek. Ha b =5 —a és 12 — 3a — 20 = 0, akkor
a =2 és b =3, tehat a kdvetkezd tablazatban foglalhatjuk dssze az eseteket:

a b A megoldashalmaz
3 R\ {2,3}
2 R\ {3} o
3 %]
R\ (2 R\{3} ésa+b=5 1%}
2} R\{3}ésa+b=5 M_{12—3a—2b}
5—a—>b

20. Micimacko ordjanak szamlapjarol lekoptak a szamok. Egy reggeli alkalmabol
Malacka megkérdezte Micimackot, hogy mennyi az ido. Erre Micimacko azt
vdlaszolta, hogy a kis és a nagy mutato merdleges egymdsra és, hogy az elmult egy
oraban ilyen dllas csak egyszer fordult elé. Meg tudja-e dallapitani Malacka, hogy
mennyi az ido, ha tudja, hogy déli 12 ora elott reggeliznek?

Megoldas. Egy ora kismutatdja 12 ora alatt tesz meg 360 fokot, tehat egy ora alatt

. 1
30 fokot mozdul, egy perc alatt pedig 12620 = B fokot. A nagymutat6 egy perc alatt
360

= 6 fokot mozdul. Ha Malacka z 6ra y perckor kérdezte meg az id6t, ebben az
idépontban a kismutaté o = 30z + 12y fokos szdget zar be a 12 ordhoz tartozod
sugarral, mig a nagymutatdé p = 6y fokos szoget. Mivel a két mutatdé merdleges
egymasra, az (o—p) egész szam oszthatd 90-nel, tovabba tudjuk, hogy
z€40,1,2,...,11} és y € {0,1,2,...,59} .

. 11 ). . .
(0—p)i90 = [30:5 —;yJ:QO =y =2y, (30 —11y,):90 = (30z — 11y,)}30 =

:>11y1§30:>y1530:>y:2y1360:>y:0.
Visszahelyettesitve 302:90 = z € {0,3,6,9}.
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Pontosan 6 drakor a két mutatd 180° -os szdget zar be, tehat ez az eset nem allhat fenn,
s mivel 12 eldtt reggeliznek, csak az z = 9 eset lehetséges. Tehat Malacka pontban 9
orakor kérdezte meg az idot.

21. Egy oran a harom mutato 12 orakor talalkozik. Hany perc mulva felezi a
mdasodpercmutato az ora- és percmutato altal bezart szoget?

Megoldas. = oOra y perc és z masodperc mulva a masodpercmutatd a 12 -eshez
tartozo sugarral z-6°-os szoget zar be, a percmutatd y-6°-os szdget (mert a

Y

percmutatd csak percenként mozdul el) és a kismutatdé z-30° + -6° -0s szoget

(mert az 6ramutatd 12 percenként mozdul egyet). A masodpercmutaté pontosan akkor
felezi a percmutato6 és az 6ramutatd altal bezart szoget, ha

2-2-6°=2-30°+

y o (o]
—|-6"+y-6" va
12} Y &
2-z'6°+36O°:1:-300—1-[%}-604-3/-60.

Y

fgya 22 =5z +y+ 12 vagy 2z 460 =5z +y + [% egyenlethez jutunk. Ennek

a legkisebb megoldésa x =0, y =2 és 2 =1.

22. Hatarozd meg az osszes olyan idopontot, amikor a percmutato dllasa
felcserélhetd az oramutato dallasdaval.

Megoldas. A feladat megfogalmazasabol nem deriil ki, hogy milyen orardl van szd
(a mutatok folytonosan jarnak, vagy beosztasrol beosztasra ugranak) és, hogy mit
értiink felcserélhetdségen. Vilagos, hogy ha a felcserélés utan is ugyanazt az orat kell
mutatniuk, akkor a két mutatd egymast kell fedje. Ilyen allas a folytonos mozgasu
mutatok esetében 11-szer van 0 o6ra 0 perct6l 11 ora 59 percig (egy korbejaras
alatt), minden oraban egy, az utols6 kivételével. A talalkozasoknak megfeleld

ivhosszak a (12-t6]1 szadmitva a mutatok jardsa mentén) 6(1)_1m alaka, ahol
m € {0,1,2,...,10}. Nem folytonos jarasu mutatok esetén a helyzet bonyolultabb,

mert z Ora y perc utdn a mutatok z-30° +

%%60 -o0s, illetve y-6°-o0s szdget

zéarnak be a 12 -eshez huzott sugarral. fgy az z-30° + % -6° = y-6° egyenlethez
jutunk. Mivel % €{0,1,2,3,4} , a kovetkez6 esetek targyalasa sziikséges:

1. eset. Ha

% =0, akkor y = 5z, tehat a (0,0), (1,5), (2,10) megoldasokhoz

jutunk (12 o6ra, 1 6ra 5 perc és 2 6ra 10 perc).
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2. eset. Ha

%‘ =1, akkor y =5z +1, tehat a (3,16), (4,21) megoldasokhoz
jutunk (3 ora 16 perc és 4 ora 21 perc).
3. eset. Ha %} =2, akkor y = bz + 2, tehat az (5,27), (6,32) megoldasokhoz

jutunk (5 ora 27 perc és 6 ora 32 perc).
4. eset. Ha %} =3, akkor y =5z + 3, tehat a (7,38), (8,43) megoldasokhoz

jutunk (7 ora 38 perc és 8 ora 43 perc).

Y

5. eset. Ha 5 =4, akkor y =5z +4, tehat a (9,49), (10,54) és (11,59)

megoldasokhoz jutunk (9 6ra 49 perc, 10 o6ra 54 perc és 11 ora 59 perc).

Masrészt a felcserélhet6ség azt is jelentheti, hogy a felcserélt pozicié is egy valos
allast jelentsen (a mutatdk egymashoz viszonyitott helyzete nem lehet tetszdleges
példaul 3 ora O perckor ha megcseréljilk a mutatok allasat, egy nem lehetséges
poziciot kapunk). Ebben az esetben is mas a helyzet folytonosan mozgd mutatok és
ugrald mutatok esetében. Az elso esetben ha = és y a kis és nagymutato altal bejart iv

hossza a 12" -hoz viszonyitva, akkor [§_6_y()] € Z. Ebbol kovetkezik, hogy

x :w és y :w. Ha a mutatok beosztasrol beosztasra

143 143

Y Y

o7 +
ugranak, akkor az y =

2T +
vagy y = 30+

s egyenlethez jutunk,

ahol a felcserélhet6 allas = ora y perc. Az elsd egyenletnek csak y € {0,1,2, 3,4}
esetén van megoldasa és a masodiknak csak y € {30,31,32,33,34} esetén. A
megoldasok felsorolasat az olvasora bizzuk.

r+a+b z+a—0 a’ + b

23. Oldd meg az 5
halmazdn (a,b € R).
Megoldas. Az értelmezési tartomany: D = R\ {—a,a}.
r+a+b w+a—b a +b b 20 —b a®+b
= T2 7 < = T3 7 <
T+a rT—a T —a T+a r—a T —a
Sbr—ab=2a—b)z+2a"—ab—a’-b & (a—b)2z+a+b)=0.
Ha a = b, akkor minden =+a -tdl kiilonb6z6 valds szam megoldas.

Ha a = b, akkor z = —QT—H). Le kell ellendrizni, hogy a kapott érték benne van-e az

5 egyenletet a valos szamok
T+ a T—a T —a

értelmezési tartomanyban.
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Ca+b Tartalomjegyzék

=—a<<a+b=2a< a=>b, ez ellentmondas, hiszen az a=b

esetben vagyunk.

_a—2|—b =aeat+b=—2ab=—-3a.

Osszefoglalva, ha a =0, akkor a megoldashalmaz M = R\ {—a,a}, ha
a = b,b = —3a, akkor egyetlen megoldas van, ha pedig a = b,b = —3a , akkor nincs
megoldas.

24. Egy hatjegyii szamnak elsé szamjegye 1, a mdsodik 4. Ha e két szamjegyet
egyenként letoroljiik és a szam végére irjuk, akkor az eredeti szam kétszeresét kapjuk.
Melyik ez a szam?
Megoldas. Legyen a keresett szam 14abed . A feltétel szerint felirhatjuk az
abcdl4 = 2-14abcd egyenldséget. Kifejtve, kapjuk, hogy
a-10° +b-10" +¢-10° +d-10° +10 + 4 =
=2-10° +8-10" 4+2a-10° +2b-10*> +2¢-10 + 2d

vagyis
(a—2)10° + (b — 8)10" + (¢ — 2a)10° + (d — 2b)10* + (1 —2¢)10 + 4 —2d = 0.

A bal oldal els6 6t tagja oszthatd 10-zel, tehat (4 — 2d) is tobbszorose kell legyen
tiznek. Kovetkezik, hogy d kettd vagy hét.

Ha d=2, akkor mindkét oldalt elosztva 10-zel, kapjuk, hogy
(a —2)10" 4 (b — 8)10° + (¢ — 2a)10” + (d — 20)10 + (1 —2¢) = 0, ami  nem
lehetséges, mert a bal oldalon egy paratlan szam all, igy nem lehet zér6. Tehat d = 7.
Ebben az esetben

(a—2)10" + (b —8)10° + (c —2a)10* + (7 —2b)10 —2¢ = 0,

tehat ¢ =5 és (a—2)10° + (b —8)10° + (5 —2a)l0 +6 —2b = 0. Innen kapjuk,
hogy b =8 és (a —2)10° +4 —2a = 0, vagyis a =2. A Kkeresett szam tehat az
142857.

25. 0ldd meg a valés szamok halmazadn az ib + bi + X 1=abc— (a+b+c)x,
a c ac
(a,b,c € R) egyenletet.
Megoldas. A kovetkez ekvivalens atalakitasokat végezziik:
r T
—+—+——-1=abc—(a+b+c)x &
ab bc ca
a+b+c
<:> _—
abe
Ha abc = —1, akkor a megoldashalmaz a valds szdmok halmaza.
Ha abc = —1, akkor az egyenlet igy irhatd: (a + b+ c¢)x = abc. Ebben az

z+(a+b+c)zr=abc+1< (a+b+c)(l+ abe)r = abe(abe +1).

abe

esetben, ha a + b + ¢ = 0, akkor az egyenlet egyetlen megoldasa az x = ——.
a+b+c
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Ha a+b+c¢=0 és abc =0, vagyis ha az a,b,c szamok koziil valamelyik nulla, a Lenizl ey e

masik kettd 0sszege nulla, akkor minden valds szam megoldas. Ha a +b+ ¢ =0, de
abc = 0, akkor az egyenletnek nincs megoldasa.

1
26. Hiero kiraly korondjanak sulya 20 font. Vizben a korona lz fontot veszit a
sulyabol. Hany font aranyat és hany font eziistot tartalmaz a korona (mas anyagot
1 1
nem tartalmaz), ha az arany fajsulya 195, az eziisté pedig 105 ?

Megoldas. Jeloljik V -gyel és V,-vel a korondban lev$ arany, illetve eziist
térfogatat. Mivel a viz fajstilya 1 és Arkhimédész torvénye szerint a stlyvesztés a

kiszoritott viz stilyaval egyenld, irhatjuk, hogy V, +V, = % Masrészt a korona sulya

V- 39+V 21—20, tehat Vlzﬁ és V2:§, és igy a korona V- ﬁ:
2 2 72 72 2
_ 2039 = _ ~ 14,9 font aranyat és V, 2 3. 2 245 ~ 5,10 font
T72 2 48 2 72 2 48

ezUstot tartalmaz.
I1.2.1. Gyakorlatok és feladatok (42. oldal)

1. Oldd meg a valos szamok korében a kévetkezd egyenlitlenségeket:
1 1 -1
a)2x—1<x;_ ; b)z; +x2 +%<O; c)(z+)(z—-1)—2"<uz;

d) 2z + 3 <6 ; e)O,(6)x+0,25<§+0,25() nf”\lr <3 +42.

4
3<x+1<:>5x<4<:>x<g;

z+1

Megoldas. a) 2

z;1+x;1+%<0<:>3z+3+2$_3+$<0<:>7x<0<:>:1:<0;

) z+)z--r<rer’-1-2r<zre -1<a;

d)«/§z+x/§<\/6<:>\@$<\/§_\/§@z<\/€\/—§x/_ 3 \f
e) 0,(6)$+0,25<£+0,25(3)@§$+ £+M@
3 9 37 900

2 z 19 1 T 1 1
S-Sl S — S < —;
3 3 75 4 3 300 100

z+1
f)\/_ \/_<\/_—|-\/—<=>’£+1>(\/_ N2 +8) & x> 2.

2. Oldd meg és targyald a kovetkezo egyenlotlenségeket, ha m € R :

b)
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1 1 Tartalomjegyzék
a)mr+1<m; b)m+z>(m-1(z+1); ¢ < ;
) - ) ( ) ) )27($+1) (x+1)(z+2)
d) 2mz <m’ +1; e) > 2 ; f’m—x<m+m‘
rT—2 T—m T 11—z
m—1

Megoldas. a) mr+1<m < mz<m—1. Ha m >0, akkor z < . Ha

m
m—1

m < 0, akkor z > .Ha m = 0, akkor nincs megoldasa az egyenl6tlenségnek.

m
b)m+z>m-1)z+)emt+z>m—-1)z+m—-1< (m—-—2)x<1

Ha m —2 > 0, vagyis m > 2, akkor z < 5
m—

Ha m —2 < 0, vagyis m < 2, akkor z > 5
m_

Ha m = 2, akkor minden valoés szdm kielégiti az egyenlétlenséget.
C) M= (—OO, _2) U (_17 0) 5

2
d) Ha m > 0, akkor a megoldashalmaz [—oo, m2 + 1].
m
2
Ha m < 0, akkor z € m +1,oo].
2m

Ha m = 0, akkor minden z € R megoldas.

e) Az 5 > egyenl6tlenség megoldasait csak az R\ {2,m} halmazban
x— r—m
kereshetjiik.
1 2 1 2 z—m—2x+4
> - — >0& >0&
r—2 z—m -2 z-—m (x —2)(z —m)

o 2 +m—4
(x —=2)(x —m)
Harom szadm szorzata csak ugy lehet negativ, ha vagy mindharom szam negativ, vagy
az egyik negativ és a masik kettd pozitiv. Igy a kovetkez6 eseteket kell megvizsgalni:

z+m—4<0 r<4—m

<0s (z+m—4)(z—2)(z—m)<0.

L{iz—2<0 S ir <2 < < min{4 —m,2,m}
z—m <0 T <m

Konnyt ellenérizni, hogy
min{4 —m,2,m} =m,ha m <2 é min{4 —m,2,m} =4 —m,ha m>2.
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z+m—4<0 r<4—m
IL. z—2>0 ST > 2 . Az els6 két egyenlbtlenség alapjan
z—m >0 T >m
2<zx<4d—m=2<4—m=m <2.Tehat az m > 2 esetben nincs megoldas, ha
pedig m < 2, akkor z € (2,4 —m).
r+m—4>0 r>4—m
. jz -2 <0 ST <2 . A masodik ¢és a harmadik egyenlétlenség alapjan
z—m>0 T >m

m<z<2=m<2 kell legyen. Kovetkezik, hogy ha m >2, akkor az
egyenldtlenségnek nincs megoldasa, ha pedig m <2, akkor 4 —m > 2, tehat
z € (m,2).
z+m—4>0 r>4—m
IV. 32—-2>0 x> 2 . Az elsé és harmadik egyenl6tlenség szerint
z—m<0 r<m
d—m<zx<m=4—m<m=2<m. Ha tehat m <2, akkor nincs megoldas.
Ha m > 2, akkor 4 —m < 2,igy = € (2,m).
Osszesitve az eddigi részeredményeket (egyesitve a halmazokat), irhatjuk, hogy ha
m <2, akkor & (—oo,m)U(2,4—m)U(m,2)=(—00,4—m)\{2,m}, ha
m=2, akkor z € (—oo,m) = x € (—00,2), ha m>2, akkor
z € (—00,4—m)U(2,m).
m-—T m-+2x

f) Az tortek nevezoi koziil egyik sem lehet 0, igy z € R\ {0,1}.
x -z
m-—z m+x@ﬂ_1<m+1_1@ﬁ<m+1
x 1-z x 11—z x 1-z

Az egyenldtlenséget az el6z6 alponthoz hasonldan oldjuk meg.

3. Oldd meg a valos szamok halmazdban a kovetkezd egyenlotienségeket:
a) (z—1)(z+1)<0; B)2r—-3)(z+7)>0; ¢)(3x—4)(x—2)<0;
d) 2z—-1)(z+3)>0; e) (3z+1)(2x+3)<0; f) (3—2z)1+2)<0;

g) (1+2z)(3—2)<0; h) (z—-1)(z—2)(z—3)<0;

i) (z+1)(z—2)(3z—-1)>0; -2z +1)Bzx—-1)(bx+2)<0;
z+1 ) 5 — 3 ) 2—5z

k)x—2<0’ . 3x+120’ m) (1+2)(2z—4) —

Tartalomjegyzék
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Megoldas. a)

T —00 -1 1 +00
z—1 |--—————————-—- O++++++
x+1  |-—————- O+++++++++++

(z—D@z+1) |+ ++++ 0= 0+ ++++

A megoldas tehat x € (—1,1).
b) z € (—o0,—7)U(3/2,0);¢€) z € [%,2]; d) z e (—oo,—S)U[l,oo];

2
3 1 3 1
e) x e[—g,—g],ﬂ xe[—l,gl,g) x 6[—5,3 ;
h)
T —00 1 2 3 +o00
z—-1 |- O++++++++++++++++
z -2 |l----——- O+++++++++++
-3  |--—--———————- 0++++++
(z=1D(z-2)(xz=3) | ——————— O++++0————-0++++++
A megoldas: = € (—o0,1) U (2,3).
i)z € [—1,1]U(2,oo);j) T € —l,—le[l,ll;k) z € (—1,2);
3 2" 5] 13
l)xe[—oo,—%]U[B/&oo);
m)
x —00 -1 2/5 2 400
2 —b5x +++++++++++0 - —
1+2  |-————- O++++++++++++++++++
2tr-4  |---—-———--"""-"-"-"—-"——- O++++++++
2 -5z ++++++ |- O+ | ———
1+ z)(2x —4)

A megoldas z € (—oo,—1)U

2
5

4. A tényezokre bontas segitségevel oldd meg a kovetkezo egyenlotlenségeket:
a)r’—32r+2>0; b)62° +52+1<0; ¢) 2° —22° —z+2>0;

=1

d) (2 -3z+2)z+1)>0; e)3z>+z—-2<0;
l( )( ) > ) ﬂx+3

>0;

Tartalomjegyzék
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Tartalomjegyzék
g) $2+5x+6>0 Jegy
' —dx+4
Megoldas. a) 7° —32+2>0< (z—1)(z—2) >0 & 2 € (—o0,1]U[2,00) ;
1 1
b) 627 +52+1<0< (22+1)32+1) <0 & x€ —E,—gl;

)2’ -2 —2+2>0 (z-D)z-2(z+)>0 2 (-1L1)U(2,0);
d) (2" -32+2)(z+1) >0 (z-1)(z—-2)(z+1) >0 & z € [-1,1]U[2,0];

e) 32:2+x—2<0(:>(3a:—2)(x+1)<0<:>336[—1%];

2t —1

z+3

m’z +52+6 >0e (ZL‘—|—2)(1‘;{—3)

r —4x +4 (x—2)
&z e (—o00,-3]U[-2,2)U(2,00);

5. Oldd meg és targyald a kévetkezo egyenldtlenségeket, ha m, n, x,, =, € R :

f) >0 (z—Dz+)(z+3)>0<ze(-3,-1)U(1,00);

g) >0 (z4+2)(z+3)>0,z=2<

a) (mz—1)(14+2)<0;b) (mz —n)(nz+m)<0;¢) (z—1,)(z—1,)<0;

dm—z(m+2z)>0;e) (m+1—mz)(l+mz)>0;

f)(z—2)(z—2,)>0;8 —(z—2)(z—2,)<0;h) —(z—=z)(z—1,)<0.
Megoldas. a)

L eset: m € (0,00) = z € [—Ll];
m
ILeset: m=0=z€(-100);
1
II. eset: m € (—1,0) =z € [—oo,—] U(=100);
m

IV.eset: m =—-1=z € R\ {-1};
1
V.eset: m € (—oo,—1) =z € (—oo,—l)U[—,oo].
m
b) Leset m=n=0= M, =0;
Ieset: m=0,n=0=—n’r<0=1z¢€(0,00);

ILeset: m =0, n=0= m’zr <0= 2 € (—00,0);

IV. eset: mn>0:>mn[x—£ {x+m]<0:>xe[—m,£];
m n n m
V.eset: mn < 0= x—ﬁ [x+ﬂ]>0:>xe[_oo,£]U[—m,oo].
m n m n

c) Leset: m =0= VzecR megoldas;
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1 1 1 1 Tartalomjegyzék
IL. eset: m¢0:>[a:—1——][x+—)§0:>xe ——,1+—|,ha
m m m m
. 1 1
m € (—oo,—2]U (0,00), illetve z € |1 + —,——/|, ha m € (—2,0).
mm

d) m = 0 esetben nincs megoldas, ha m = 0, akkor = € (—|ml,Iml).
e) Ha z;, = z,, nincs megoldas, ha z, = z,, akkor z € (min {1:1, xg},max {1:1, z, })
f) Ha z, = z,, akkor M = R, ha pedig z, = z,, akkor

T € (—oo, min {z,, z, }] U [max {z,, xQ},oo> .

g) Az egyenlétlenség ekvivalens az el6z6 pontbeli egyenlbtlenséggel, igy a megoldas
is azonos.

h) Ha z, = z,, akkor M = R\ {,}, ha z, = z,, akkor

x € (—oo7 min {xl,xQ}) U (max {xl,xQ},oo> .

6. Oldd meg a 5 +l <2- egyenlotlenséget.
z—1 2 T —
Megoldas
3 1o 2 5 3 g M08 %
r—1 2 r—1 z-1 2 2(x —1) z—1

@xe(—oo,l)U[%,oo].

7. Oldd meg a valos szamok halmazaban a kovetkezd egyenldtlenségeket:
a)$—1<$+1;b)$—2<.’13+2;c)$+1>1‘—2;d)l‘—2<$+1‘
r+2 -2 z+1 z-1 z—5 x+3 r+3 z-4

Megoldas. a)

vl ozl ol wHl g T S gare(=20)U@0);
r+2 -2 242 -2 (z—2)(z+2)
b)x—2<x+2@x+1—3<x—1+3@1_ 3 <1+ o
x+1 x-1 z+1 x—1 x+1 x—1
1 1 2x
s0< + S0<—— s gpe(-1,00U100);
r—1 =z+1 (z—=1)(z +1)
c)$+1>x_2<:>1+ 6 -5 4 % 5 9o
r—5 z+3 T—29 z+3 r—95 z+3
1 —2
Oo 118 + 50 5>0<:>(11x—7)(x—5)(x+3)>0<:>xe[—?),l]U(aoo);
(—5)(z +3) 11
d)x_2<x+1<:>1— O 14— st 41
x+3 x—4 z+3 x—4 r—4 43
2x —1
<:>0<x—<:>x€(—3,1/2)U(4,oo).

(x—4)(z +3)
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8. Egy sakk korversenyen (minden mérkozésen 1 pontot kap a nyertes, 0 pontot a
vesztes illetve dontetlen esetén 0,5 — 0,5 pontot kap mindketts) csak nagymesterek és
mesterek vettek részt. Az utobbiak szama 3-szor annyi volt, mint a nagymestereké,
elért pontjaik egyiittes szama pedig 1,2-szerese a nagymesterek pontszamai
osszegének. Hanyan vettek részt a versenyen? Mit mondhatunk az elso hdarom
helyezettrol?

Megoldas. Ha = a nagymesterek szama, akkor 3z a mestereké és 4z az Osszes
résztvevok szama. A versenyen mindenki mindenkivel kétszer jatszik (egyszer fekete
és egyszer fehér babukkal), tehat Osszesen 4z(4z —1) a megszerzett pontok szama.

6 . .
Ebbdl a mesterek H-ed részt szereztek, a tobbi pontot a nagymesterek szerezték.

Masrészt a mesterek altal 6sszegylijtott pontok szama legalabb annyi, mint azoknak a
jatszméaknak a  szama, amelyekben csak  mesterek  jatszottak. Igy

%4x(4x —1)>3z(3z—1), tehat z<3. Az z=1 ¢é x=2 esetek nem

lehetségesek, mert a %4:5(4:5 —1) szam ezekre az értékekere nem g, k € N alaku.

Tehat az egyetlen lehetséges megoldas az x = 3. Ez azt jelenti, hogy 3 nagymester
és 9 mester vett részt a versenyen. z =3 esetén a vizsgalt egyenldtlenségben
egyenloség all, tehat egyetlen mester sem szerzett pontot nagymester elleni
jatszmabol, és igy az els6 harom helyezett a harom nagymester.

9. Az A és B varosok kozti P helyrdl kétféle modon juthatunk B-be: gyalog bejarva a
PB utvonalat vagy gyalog megyiink A-ba és onnan vonattal B-be. Mely pontokbol
elonyosebb az elso, és melyekbol a masodik modot vilasztani, ha a legrovidebb ido
alatt szeretnénk eljutni B-be, ha gyalog 5km/h sebességgel megyiink, a vonat

sebessége 50 km/ h, és az AB tavolsag 20 km?

Megoldas. Jeloljik az B és P varosok kozti tavolsagot z -szel. Meg kell

hatarozni,  mely értékeire melyik utazasi modot érdemes valasztani.

. i PB =z
Gyalog megtéve a PB ttvonalat, az utazashoz sziikséges id6 ¢ = e = 5 ora, a

AP AB 20—z 20 , , o
+ = + — oraba telik eljutni
50 5 50

P -bdl B -be. Akkor rovidebb gyalogosan megtenni a PB tavot, ha ¢, <+{,, vagyis ha
z <11 km.

masodik modot valasztva pedig ¢, =

10. Egy egyfordulos kormérkozéses pingpongbajnoksdag gyoztesérol tudjuk, hogy
mérkozéseinek tobb, mint 68 és kevesebb, mint 69 szdzalekat nyerte meg. Legaldbb
hanyan indultak a bajnoksdagon?

Megoldas. Ha mindenki n mérkézést jatszott és az elsé helyezett & mérk6zést
nyert, akkor 0,68n < k < 0,69n . Ez alapjan 0,31n < n —k < 0,32n , tehat

0,62n < 2(n —k) < 0,64n < 0,68n < k < 0,69n .

Tartalomjegyzék
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A 2(n —k) ésa k kiilonbozo egész szamok, tehat 0,69n — 0,62n > 1 ésigy n > 15.
Ha n =15, akkor 0,68n és 0,69n kozt nincs egész szam, tehat n > 16. n =16

esetén k = 11. Igazolni kell, hogy ez lehetséges is. Jeloljik G -vel a gyOztest és a
tobbi 16 résztvevdt osszuk két 5-0s (A, B) és egy 6-os (C) csoportba. Ha G

legy6zte az A és C' tagjait és kikapott a B csoport tagjaitol, akkor 11gydzelme és 5
veresége van. Ha a C' csoport tagjai legy6zték a B csoport tagjait, kikaptak az A
csoport tagjaitol és a B csoport tagjai legy6zték az A csoport tagjait, akkor G -nek
van a legtobb pontja. Tehat legalabb 17 résztvevd volt a bajnoksagon.

11. Husvetkor egy olyan csaladhoz, ahol 4 lany nevelkedik, a fiuk egyforma, teli iiveg
kélnivizzel érkeztek. Mindegyik fiu a neki legjobban tetszé lanyra a kélniviz felét a
tobbi haromra 5-5 cseppet, a maradékot pedig a mamdara locsolta. Legalabb hany
csepp kolniviz volt egy-egy tivegben, ha egy lanyra sem jutott 3 iiveg kolninél tobb, de
a mamara igen?

Megoldas. Ha n csepp van egy livegben és k fiu jart locsolni, akkor a mamara

k 3—15 csepp jutott €s a négy lanyra Osszesen &k

g+15] csepp. gy a

k [g — 15] > 3n > %[g + 15] egyenlGtlenségekhez jutunk. Ebbol kovetkezik, hogy

az livegekben legalabb n = 52 csepp kolni volt (és n = 52 esetén k = 15 locsolo
jart a haznal).

2.2.5. Gyakorlat (44. oldal)

Abrdzold a koordindtarendszerben az alabbi ponthalmazokat:
a) H, :{(a:, y)‘ 2x+3y>5}; b) H, :{(x, y)‘2$—3y§—1};

c) 4, Z{(l“, y)‘—fv+y§1}; d) H, Z{(:v, Y) ‘—3$—4y>7};

e) Hsz{(:r, y)‘?x—yg—?)}; f) H, :{ (z, y)‘—3x+2y<—1}.

Megoldas. A halmazok geometriai abrazolasa a mellékelt abrakon lathato.

yA yl\
1 1
O;V 4 , 2 o] .
) 1 ‘ z ‘ 1 z
- T

22+3y>5 22-3y<-1

Tartalomjegyzék
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yA y A

-rty<1

22-y<-3 -Sr2y<-1

I1.3.4. Gyakorlatok és feladatok (52. oldal)

1. Oldd meg a kévetkezd masodfoku egyenleteket és ird fel a mdasodfoku kifejezés
felbontasat:

a)37° +5r—-2=0; b)22°-52-3=0;¢)8" —62—-9=0;
d) 2> -9=0; e) 2’ +7x=0; f) 2 —5=0;
g) 282" —52—3=0; h)102°—2—-3=0;1) 2> =322 +4=0;
j) 227 +52+2=0; k)2’ —63+9=0; 1) 2° +102 +24 =0.
Megoldas. a) A 3.1.3. kovetkezményt hasznaljuk.
—5+7

A=25-4-3-(-2)=49 = 1, = I — 2
6 3 6
3x2+5x—2:3[$—%](x+2):(3x—1)(x+2);
b) $1:%, T, = —3, 2$2—5I—3=(2x—l)($—|—3);
3 3,
c) 131:5,5172:—2,8:17 —6x+9=2z—-3)(4z+3);

d)z,=-312,=3, 22 -9=(z—3)(z+3);
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e)r, =0, 7,=-7, 2 +Te=a(z+7); L

f) 2, =5, 2, =5, 2" —5=(z—5)(z +5);

g) %_—i,% —g,28x2—5x—3—(4x+1)(7x—3);
1 3

h) H=—sh =g 102" — 2 — 3 = (22 +1)(5z — 3);
i) 2, =2, 2, =242, 27 =32z +4 = (z —2)(z — 242);
1
i)z, =2, x2:—5,2x2+5x+2:(x+2)(2x+1);
k)z, =3, 2,=3 2" —6z+9=(z—3);
1) 1, =4, 2, =6, 2° + 107 +24 = (z + 4)(x +6).
2. Milyen m € R esetén van az alabbi egyenleteknek pontosan egy valos gyoke?
a)mz’ —(m+2)x+2=0;b) ma’ +(m—-1)z—-2=0;¢) 2° —mz +1=0;
d (m+1)2*—mr+1=0;€e) 2> —(m+Da+m=0; fyma’+z+1=0.

Megoldas. Egy valos egyiitthat6ji masodfoku egyenletnek pontosan akkor van egy
valds gyoke, ha a diszkriminansa 0. Igy a kdvetkez6 értékekhez jutunk:

a)0=A=m+2’ -4 m2cm-2=0m=2;
b) m, =3+2v2, m, =3-2V2;¢) m, = -2, m, =2;
d)m =2+242,m =2-22;e) m =1, m2:1;f)m:i.

3. Milyen m € R esetén van az elobbi egyenleteknek pontosan két valos gyoke?
Megoldas. Egy masodfoku egyenletnek pontosan akkor van két valos gyoke, ha a
diszkrimindnsa szigoruan pozitiv. Igy a kdvetkezé eredményekhez jutunk:

a) m=2;b) me(—00,3—2v2)U(3+2v2,00); €) m € (—o0,—2)U(2,00);

d) m € (—00,2 - 2v2)U(2+2v2,00); €) m = 1; ) mgi.

4, fiy’uk fel azt a masodfoku egyenletet, amelynek gyékei.:
a)l‘lzl; .’1}2:2; b).’l,’1:7; x2:_7;c)$l:0; $2:—5;

) 3 )

1
d)$1:§§ xQZE;e)x1:§§ 1‘2:?;ﬂ$1=—1; Ty = =75
1 1 1 1, )
g)%:E; xQZE’h)xlzg; xQZZ’l)x1:3+\/§§ x2:3—\/§,
k)xlzx/g; x, =2; l)x1:1+\/§; xQ:l_\E;

3
m) z =a+b; z,=a—0b,ahol a,b €R.

3

Megoldas. A 3.1.3. kovetkezmény vagy a Viéte-féle 6sszefiiggéseket hasznaljuk.
a) 2’ —3r+2=0;b)2°-49=0; ¢)z°+52=0;



70 Egyenletek és egyenlotlenségek

, , ) Tartalomjegyzék
d) 152" — 342 +15=0; e) 142" — 172 +5=0; f) 22" —32x+1=0;

g)122° —8x+1=0; h)122° -72+1=0; i) 2°—62+1=0;

k) 2° —(2+V6)z+2V6 =0;1) 92° —62 —1=0;m) z° —2az +a° —b* = 0.
5. Ha az ©* —mx+1=0 egyenlet gyokei z, és x,, irj fel egy olyan mdsodfokii

egyenletet, amelynek a gyokei:
1 1
a)y =z +Ly, =z, +1; b)y =—;y, =—,ha x,, = 0;
xl ZL‘?
1 1
c)y =1 —Fz—;y2 =z, —i—z—,ha r,=0;d) y =z +z,;y, =17,;
2 1
T + T+
= 25?/2: - ’hax1,2¢0;ﬂ%:_l;yz:_z’xwi();
T . ‘
1 2 2 1
gy =aiy, =2 hyy=uy =2; i)y =z"y, =", haz,=0;

2

e) y

3 =3y =23 h 0:1 — ! vy — Ty 2 2 0
J) y1 - $1 7y2 - '1:2 , na '1:1,2 = B ) yl - [Ef + :E; 7y2 - :Ef + :L‘; B :El + xz = .
Megoldas. A Viéte-féle Osszefiiggések alapjan z, + z, = m, z,2, =1. Ezekbdl

kiszamitjuk a keresett egyenlet gydkeinek Osszegét €s szorzatat, majd ismét a Viéte
Osszefiiggések alapjan felirjuk ezt az egyenletet.
a)y +y, =z +1+z,+1l=2+2,+2=m+2,

vy, = (@ +)(z, +)=zz, +2, +2,+1=14+m+1=m+2,
tehat az egyenlet y* — (m +2)y + (m +2) = 0.
b)y —my+1=0; c)y’ —2my+4=0; d)y* —(m+y+m=0;
e) y'—m'y+m’=0; )y —(m" -2y+1=0; gy —(m —2Jy+1=0;
h) Y —m(m* =3y +1=0; i)y"—(m’-2y+1=0;
Ny —mm* =3)y+1=0; 1) (m*-2)"y" —m(m* -2y +1=0.
Megjegyzés. Ncha a valtozo transzformalasat is lehet hasznalni (példaul az a), b),

g), h), 1) és j) alpontok esetében). A b) alpont esetében az y = 1 transzformacioval az
x

2
egyenlet [1] —-m 1 +1 =0 alakban irhato, tehat y° = 0 -val valé beszorzas utan az

)
y> —my + 1= 0 egyenlethez jutunk.
6. Targyald a gyokok természetét és elojelét a kovetkezd egyenletek eseteben:
a) mz’ —(m+3)z+3=0; b)m:rZ—(m?—l)x—m:O;

c) z° —mz—6m° =0; d2>—z-m"-m=0.
Megoldas. a) A — (m—3), s =+3 p_3
m m
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m A S P Tr Ty
(—00,—3) + + — 2, <0, 2,>0, |z| <z,
-3 + 0 _ r,=-1z,=1
(—3,0) + — — 2, <0, 2,>0, |z|>
0 | | | z=1
(0,00) \ {3} + + + z, >0, z,>0
3 0 + + T, =2, =1
b) A:(m2+1)2,5:m2_1, P=-1
m
m A S P Tys T
(—o0,—1) + - — 2, <0, z,>0, |z|>
-1 + 0 _ z,=—1z =1
(—1,0) + + — 2, <0, z,>0, |z| <,
0 + | z=0
(0,1) + — — 2, <0, z,>0, |z|>
1 + _ z,=—1z =1
(1,00) + + — 2, <0, 2,>0, |z| <,
c) A=25m*,S=m, P=—6m’
m A S P Tyy Ty
(—00,0) + — — 2, <0, z,>0, |z|>
0 0 0 0 z=0
(0,00) + + — 2, <0, 2,>0, |z| <,
d)A=02m+1?’, S=1, P=-m"-m
m A S P Ty Ty
(—o0,—1) + + — 2, <0, 2,>0, |z| <z,
-1 + + 0 z,=02,=1
(-1,—-1/2) + + + z, >0, z,>0
-1 0 + + |, =—1/2
(—%,0) + + + z,>0,2,>0
0 + + 0 z,=0z,=1
(0,00) + + — 2, <0, 2,>0, |z| <z,

Tartalomjegyzék
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7.4z x° —Tx + 2 = 0 egyenlet gyokeire szamitsd ki az alabbi kifejezések értekét:

a) z, +1,;  b) 1,3, )z +uy; d)a) +aj; e) ) +ay;
f) o) +27; g a4+, h) o 42,7 0) 27 + 2,7 ) 3 —
k) 2 —z; (ha , > ,); 1) Jz, + z, , (ha 3, = 0);

1 1
m){/z, + 4z, (ha z,, > 0); n) ﬁ+?’(ha T, >0);

T, T, T+

o) Jxr, — . Jx, ,(ha x, >z, > 0); + ;
) V&~ (ha 3, > 2, 2 0) e
1) xl+1+x2+1; s)xf—l—QSxf—xl—i-l_i_xQ—i-BxQ 71

T, —2 x —2 T, +x, +1 . +z, +1
Megoldas. a) 7; b) 2; ¢) 45; d) 301; e) 2017; f) 13517, g) 7/2; h) 45/4; i) 301/8;
j) V41 (ha z, > x,); k) 7441 ;

1)(\/’+\/£)_x1+z2+2\/m_7+2\/_:>\/_+\/£ NT+22
m)\/\/7—i—2 V2 4242 ; n) —+J§ o) 7 — 48\/_ ;1) -10; )8066.

73

8. Hatdrozd meg az m € ]R paraméter értékeét ugy, hogy az ¥ —mz+2=0
egyenlet x, és x, gyokére teljesiilion az alabbi dsszefiiggések koziil legalabb egy:

a)z, +z; =5; b) g, (z +z)=14; c)i+i:4;

Ty Ty

d) z, =2z,; e) z, +2z, =4; f) v, +2, =2 +2.
Megoldas. Ha a kifejezés szimmetrikus, akkor a Viéte-féle Osszefiiggések alapjan
kiszamitjuk a bal oldalt m fiiggvényében, és igy egy egyenlethez jutunk m -ben. Ezt
az a), b), ¢) és f) alpontoknal hasznalhatjuk. Ha az G&sszefiiggés nem szimmetrikus,
akkor a Viéte-féle Osszefiiggések és az adott egyenldség alapjan a gyokoket
kiiszoboljiik ki (vagy hatdrozzuk meg). Példdul az e) alpont esetében z,z, =2 ¢és

z, + 2z, =4 Osszefliggésekbdl alkotott egyenletrendszer alapjan (z,z,) = (2,1),
tehat m = 3. A kovetkez6 eredményekhez jutunk:
a)m==23;b)m=2;¢c)m=8;d) m=+3;e) m=3;1) .
Tehat m € {—3,0,2, 3,8} teljesiil az 6sszefliggések koziil legalabb egy.
9. Hatarozzuk meg az m € R paraméter értéket ugy, hogy az alabbi egyenletek
gyokei kozott fenndlljanak a mellette levd dsszefiiggések:

a) (m+1)a2* +2mz+5=0; 1z —z,=2;

b) (m—2)2" + B3m -5z +3=0; z, =1,;

c)(m+3)2*+mz+m+1=0; 1 =3z,;

d)3z° +(m—-3)z+m+5=0; :vf—i—a:;:%;
e)(m+5)z* —(m+Tz—m+3=0; zz,=1 +1,);
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f)y ma®> —(m—-Dr—-—m+1=0; 2} +2) =4;

1 1
g) ma’ +(m’ -2z +2(m+1)=0; —+—=2;
T, o,

h) (m+2)$2+(m—3)$+m:0; xl+x2+2x1x2:g;

i) 2> +max+2m+8=0; T, =21, ;

J) m2+2(3m+2)m+3(2m+1):0; xf—i—m’; ZlTxle;
k) 2" —(m+ 1)z +m=0; |z, — 2, |=1.

Megoldas. a) A Viéte-féle Osszefiiggések alapjan z, +z, = — , tehat az

adott egyenléségbdl kovetkezik, hogy z;, = % Ha ezt visszahelyettesitjiik az
m

1 1 . .
egyenletbe, az (m +1)-——— +2m-———+5=0 egyenlethez jutunk. Igy

(m+1) m+1

2m+1+5—0,tehétm:—g.

m+1

b) x1:x2@AzO@QmQ—30m+25—12m+24:0<:)m:—g.

m m
c) v, =3z, ¢, + v, =——— =1, = ——— . Ha ezt visszahelyettesitjiik
) z, 2y 1 2 mi3 2 4-(m+3) Yy ]
m’ m’ 3m’
az egyenletbe, az — +m+1=0& ———+m+1=0
16(m +3) 4(m + 3) 16(m + 3)
. 12
egyenldséghez jutunk, tehdt m, = —4, m, = 3
8 8§ (m—-3° _m+5 8
d) 2/ +2. =— = (2, +2,)} — 220, =— & -2 =—&
) 1 2 3 ( 1 2) 12 3 9 3 3

em’—6m+9—6m—-30=24m’ —12m—45=0 m =15 m, = —3;
m+7 —m+3

e)zrx, =2 +z, = Em=-2;
)12 1 2 m+5 m+5
2
— — — 1
ﬂxf+x§:4(:>m—1-[m—1]—3- m+1:4<:>m1:—,m2:§;
m m m 4 8
1 1 22 2 1
g)_+_:2<:>$1+$2:2x1$2<:>—m =2 (m+)<:>
T, T, m m
sm =242, m=-2-+2;
h)zl—l—x2+2mlx2:§(:>—m_3+2 m :§<:>m:();

2 m+2 m+2 2

Tartalomjegyzék
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j) my =-1 my :_g;

i) m, =12, m, = —3;

k) |:B1 —:L"2| =1 (z —:BQ)2 =l& (v, +z,) —4dny, =1 m=1.
10. Hatdrozd meg az m € R paraméter értékét ugy, hogy az z° + 3z —m =
egyenlet x, és x, gyokeire teljesiiljenek az alabbi egyenlitienségek:

b) 7} + 2} > 2] + 1) ;

a)z; +1; <0;
1 1 2 2
24z 2+u, T, + 7,
= =-m.

Megoldas. A Viéte-féle osszefiiggés alapjan z, + z, = —3, =z, =
9

a) z + ) <0<:>(x1+x2)2 < 2z7, ©9<2(—m)<:>m<—§;

b

b) 2} +2) > +2 & (2, +1,)[(2r, +2,)° —3z,2,] > (v, +12,) — 27,2, &
36

@(—3)(9+3m)>9+2m<:>—27—9m>9+2m(:>—36>11m<:>m<—1
=3z, +m =1’ =31 + mz, =

Mas megoldas. 2 + 3z, —m =0 = z
(m+9)z, —3m, i € {1,2}

= —3(=3z, + m) + mz, =

)tz >2 +a e (m+9)(z, +1,)—6m > -3z, +1,) +2m &
@—9m—27>9+2m<:>—36>11m<:>m<—%;
1-3 <ls

44z +z, N
442(-3)—m —

= >
442z, + z,) + z,7,
m+ 3
>0< m e (—o00,—3]U(-2,00);
m+ 2
+2m>1—m<:>3+2?m<m—1<:>12<m.

1 1
c) + <
247 2+,

@;4-120@
2+ m

2 2
T+
L2 >1+r1, &

d) —=
T, +x,
11. Hatdarozz meg egy m-tdl fiiggetlen Osszefiiggest az alabbi egyenletek gydkei kozt:

a) 2’ +(m—1)z+m* =0;b) ma’ —(m+1)z+2m = 0;
d) mx2+<m2—1)x+m2:0;

c) 2’ +mr+1=0;
e)(m+1)z*—(m-1)z+3m=0.

T +z,=1-m
Megoldas. a) ) =m? =z, = (v, +2,—1)7; b)zz, =2;
T, =M
2
-1
= . (%%)2 -1

T, t+x,=—
c) zx,=1; d){" m = +,=
TL, =m Ty
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m—1 -2
T+ Xy = —— T+ T, —1=——
e) m—|—1:> m+1:>xl+x2—1_g
_3m =3 X, — 3 3
TyTy = ——— Ty — 3 =——
m+1 m+1

12. Bizonyitsd be, hogy az alabbi egyenleteknek van m-t6l, illetve n-t6! fiiggetlen
gyokiik:

a) ma’ —(m+1)r+1=0; b) 2m —1)z° —(m—1)z—3m+2=0;

c)mz’ —(m+n)z+n=0; d)<m2—1)$2+m$+4—4m2—2m20;

e) m’z’ —<3m2 —i—m—4)$—i—2m2 +2m -8 =0;

f) 2 —(m+2)z+Bm+2J3-3=0.
Megoldas. a) Ha az egyenletnek van m -t6l fuggetlen gyoke, legyen ez z,, az azt
jelenti, hogy m -nek barmilyen sajatos értéket adunk, az igy kapott egyenletnek z,
gyoke. Ha m = 0, akkor az egyenlet: —z 4+ 1= 0, tehat az m -t6l fiiggetlen gydk
csak az | lehet. Masrészt © = 1 minden m esetén gyok, mert m —(m +1)+1=0.
Mas megoldas. Ha m szerint rendezziik az egyenletet, az (z° —x)m —z +1=0
egyenl0séghez jutunk. Ha az m egyiitthatoja nem nulla, akkor ez egy els6foku
egyenlet m -ben, tehat minden m esetén nem teljesiilhetne az egyenl6ség (mert egy
elséfokt egyenletnek csak egy gyoke lehet). Tehat ha az z, megoldas nem fiigg m -
t6l, akkor 22 —x, = 0 ésigy —z, + 1 = 0. Ez csak akkor lehetséges, ha z, =1, ami

valéban m -tdl fiiggetlen gyok.
Hasonl6 gondolatmenet kovetkeztében kapjuk a kovetkezo értékeket:

b)z=-1;c)z=1;d) z=2;e) z=2;f) 2 =+/3.
13. Az m € R milyen értékeire lesz pontosan egy kozés gyoke a kivetkezd egyenlet-

paroknak?

a)(m—-1)z" +2mr+4=0¢2"+(m—-1)z—-2=0;

b) ma’ +(m—2)z+1=0¢é (m+2)2> +52—(m+3)=0;

c)’ +2mz+m’ =0 és 22" +3mx+m=0.
Megoldas. a) Ha =z, egy kozos gyoke a két egyenletnek, akkor
(m—1)z} +2mz, +4=0, é& z+(m—1)z,—2=0. A masodik egyenlet
kétszereséhez hozzdadva az elsét, kapjuk, hogy (m +1)z) + (4m —2)z, =0,
ahonnan, felhasznalva, hogy z, =0 (0 nem gyoke egyik egyenletnek sem),

4m — 2

kovetkezik, hogy = = — 1 (m = —1 esetén nem lenne egyetlen kozos gyok
m
sem). Ha ezt visszahelyettesitjiik a masodik egyenletbe, kovetkezik, hogy
4m —2)’ dm —2
M—(m—l) M2 920, tehat m(m—2) =0.
(m+1) m+1

m =0 esetén z, = 2, m = 2 esetén pedig z, = —2 a kozods gyok.

Tartalomjegyzék
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ma, +(m—2)z, +1=0
b) Ha egy kozos gyok, akkor , . Ha kikiiszoboljik a
(m+2)z, + 5z, —(m+3)=0
négyzetes tagokat (az elsé egyenletet szorozzuk (m + 2)-vel a masodikat m -mel és
kivonjuk a két Osszefiiggés megfeleldé oldalait egymasbol), akkor az
(m2 —5m — 4):50 = —(m2 +4m + 2) egyenléséghez  jutunk. Masrészt ha
kikiiszoboljik az z,-t tartalmazd tagot (az elsd egyenletet szorozzuk b5-tel a
masodikat (m — 2) -vel), akkor az <m2 —b5m — 4>x§ =m’ +m —1 egyenldséghez
jutunk. Az eredeti két egyenlet kiilonbségébol 227 + (7 —m)z, — (m +4) = 0, tehét
2(m2 —5m—4)x3 +(7—m)<m2 —5m—4)x0 —(m—|—4)(m2 —5m—4) =0=
Q(m2 —I—m—l)—(?—m)(m2 —|—4m—I—2)—(m—{—4)(m2 —5m—4): 0=m=0.
Ebben az esetben a két egyenlet —2z +1=0 ¢és 22° +5r—3 =0, tehit az

1
egyetlen kozos gyokik az z, = 3

c)m=1, z,=—1.
14. Bizonyitsd be, hogy az
' +(b+c)r—ala+b+c)=0, 2° +(c+a)z—bla+b+c)=0 és
2 +(a+b)z—cla+b+c)=0

egyenleteknek legalabb egy kézos gyokiik van.
Bizonyitas. A harom egyenlet rendre irhatdé az (z—a)(z+a+b+¢)=0
(x=b)(z+a+b+c)=0 é (z—c)(r+a+b+c)=0  alakban, tehat
z, = —(a + b + ¢) kozds gyoke a harom egyenletnek. Ha a = b = ¢, akkor z = a is
kozos megoldas.
15. Hatdarozd meg az alabbi halmazok elemeit:

a) {reN’—62-7=0}; b){z N’ —52+2=0};

c) {er|x2—x—2:0}; d){er|3x2+2x—1:0};

e) {z € Q[6s* — 52 +1=0}; ﬂ{x€Q$2—<1+\/§)x+2:0}.
Megoldas. a) M = {7}; b) M = {2}, c) M ={-1,2};

d) M = {~1}; ou-{12 au-o.

16. Hatdirozd meg a p,q€ R valdos szamokat ugy, hogy teljesiilion az
AUB={-1,-2,1,3}  egyenldség, ha A= {m eER|z’ —pzr—6= 0} és
B={zeR|z’ —qz+q—1=0}.

Megoldas. Mivel egyik halmaz sem tartalmazhat tobb, mint két elemet és az
egyesités négy eclemet tartalmaz, mindkét halmaz pontosan két elemet kell
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Tartalomj ek
tartalmazzon. Ha A elemei a és b, akkor a,b € {—2,—1,1,3}. a és b gyodkei az artalomyegyze

7’ — pr —6 =0 egyenletnek, igy a Viéte-Osszefiiggések alapjan a-b = —6. De a
{—2,—1,1,3} halmazban csak a —2 és a 3 szorzatabol kaphatunk —6-t, ezért p =1
¢s ¢q=20.
17. Bizonyitsd be, hogy az
{a: eER|z’ —2mz—m—1= O}U{me R|z? —2(m+1)a:+m:0}

halmaznak minden m € R esetén négy eleme van.
Megoldas. 7° —2mz—-m—-1=0=A, =4m’ +4m+4=2m+1° +3>0,
tehat az els6 halmaznak két eleme van barmely m esetén.
' =2m+Dz+m=0= A, =4m’> +4m + 4 = (2m +1)* + 3, tehat a masodik
halmaznak is mindig két eleme van.

Meég ki kell mutatni, hogy a két halmaznak nincs k6zds eleme, vagyis a két
egyenletnek nincs ko6zos gyoke. Tegylik fel, hogy létezik olyan z, valds szam,
amelyre z; —2mz, —m—1=0 és z;—2(m+1)z, +m =0. Kivonva az elsd
egyenletbdl a masodikat, kapjuk, hogy 2z, —2m —1=0=2,=m +1/2.

Ezt visszahelyettesitve az els6 egyenletbe kovetkezik, hogy

1 1) 1
m2—I—m—l—z—2m2—m—m—le:>m2+m+%:O:>[m—l—§) +§:O.

Ez ellentmondas, tehat a két halmaz elemei kiillonbozoek és igy az egyesités négy
elemet tartalmaz.
18. Oldd meg a kévetkezé egyenleteket, ha S, P és A az illeté egyenlet gydkeinek
osszege, szorzata illetve az egyenlet diszkrimindnsa:
a) 2’ —Ar+S=0;b) Ax’ +Pr+S5=0;¢) 2 +Pr+S—-1=0;
d) Pr’ +22+5+3=0.
Megoldas. a) A Viéte-Osszefiiggések, illetve a diszkriminans képlete alapjan az

S=A
pP==S
A=A —48
egyenletrendszert kapjuk. fgy P=S=A=0 vagy P=S=A=5. Ha
P=S=A=0, akkor T, =0. Ha P=S=A=5, akkor
545 5—+5
x, = 5 , Ty = 5

b)z,=0;¢)z, =1, =, :—%;d) T, =—1vagy r, = —1, 2, =2.

19. Bizonyitsd be, hogy az alabbi egyenletek mindegyikének valos gyokei vannak, ha
a,b,c e R:

a) 2’ —(a+b)z +ab = 0; b) 2 —(a+b)z—cla+b+c)=0;
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c)r’ —(a+b+c)z+bc+ca=0;d) 32" —2(a+b+c)r+ab+ac+bc=0. Tartalomjegyzek

Megoldas. Egy valos egyiitthatoji masodfokt egyenletnek pontosan akkor vannak
valds gydkei, ha a diszkriminansa nem negativ.

a) A=(a+b)’—4ab=(a—b) >0;

b) A=(a+b) +4cla+b+c)=(a+b+2c) >0;

c)A=(a+b+c) —4bc—4ca=(a+b—c) >0;

d) A=4(a+b+c) —12(ab+bc—|—ca):2[(a—b)2 +(b—c) +(c—a)2] >0
20. Ha z, és 7, az ° +ma+n=0 valamint x] és x, az v° +pr+q=0
egyenlet gyokei (m, n, p, ¢ € R), szamitsd ki a kévetkezd szorzatokat:

a) (xl —x{)(% _x2/)<$1 _%)(% _x{);
b) (271 +x1/)(w2 —i—a:g)(a:l +w§)(w2 —i—a:{)

- ! !/ !
Megoldas. a) z;, + 2, = —m, 2,2, =n, z, +7, =—p, 1,2, =(q

Jf -

- (n +q—az, — z2x1’>(n to—zm — :1;2:v2’) -

!
(zl—xl xQ—xl):

= (n + q)2 - (n + q) ($1 + x2> (x1/ + xQ/) + (wlxl, + xgxgl)(xl%’ + xQxl/) -

n +, |+ (a:fq +a"n +2,"n + zjq

=(n+q) —(n+q)(z +1,)
= (n+q) —(n+qmp+q(m’ —2n)+n(p* —2q);

b) (a:l + xll) ($2 +z,

(a:l + $2,

(w2 + a:ll
= (n +q+azm + $2$1’)(n +q+zz + x2x2’) =
=(n+q)f +(n+0) (e, +a)(z/ +2/)+(ra +28)) vz, +oz)=

9 12 12 2
Tiq+ TN 4T, T+ Thq

=(n+q) +(n+q)(z, +x2)(x1’ +$2’)+

=(n+q) —F(n—H})mp—i-q(m2 —2n)+n(p2 —2q>.
Mas megoldas. Mivel 7, és 7, az 2° +mx +n = 0 egyenlet gydkei irhatjuk,
hogy z° + mz +n = (z — z,)(z — x,), tehat

($1—£E1/>(£L‘2—SL‘2/)(£E1—1‘2/)(1‘2—${>=(<l‘1/)2+mx1/+n)(<z2/>2—l—ml‘2/—l—n):
= (a:l/acz/)z —i—m:z:l/acz/ (931/ +$2/)+n(<x{>2 —|—($2/)Z)+m2${x§ —|—mn(:131/ —|—:1:£)+n2 =

= (n—q) —mp(n +q) +np* + qm*.
Ellendrizhetd, hogy ez ugyanaz, mint az els6 modszerrel kapott eredmény.
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21.

Hatarozd azokat meR ertekeket,

2’ +y° — 4z — 4y +m > 0 egyenlbtlenség teljesiil, minden z, y € R esetén.
(Felveteli feladat, 1996)
Megoldas. Az egyenlé6tlenségnek minden x,y valds szam esetén teljesiilnie kell, igy
x =1y =2 esetben is fenn kell allnia. Kovetkezik, hogy 4+4 -8 -8+ m >0,
innen m > 8. Igazoljuk, hogy ezek az értékek megfelelnek a feltételnek.
4y —dr—dy+m=(r—-2+(@y—2 +m—8>m—8>0, tchat a keresett
értékek: m € (8,+00) .
Mas megoldas. A vizsgaland6 kifejezés az = valtozoban masodfokd polinom,
ahol y,m paraméterek z° — 4z +y° — 4y + m. Mivel az 2° egyiitthatéja 1, annak

meg az amelyekre  az

sziikséges ¢€s elégséges feltétele, hogy a polinom minden x € R esetén pozitiv értéket
vegyen fel, az, hogy a diszkriminansa szigortian negativ legyen, minden y € R

Kovetkezik, hogy A, =16—4(y> —4y+m)<0, VyeR, tehat
v’ —4y+m—4>0, Yy € R. Ebbél kdvetkezik, hogy A, =16—-4(m—4)<0,
tehat m € (8,400) .

22. Hatarozd meg az m € R paraméter azon értékeit, amelyekre fenndll az

esetén.

mz® +4(m—1)z +m > 1 egyenlbtlenség, minden x € (0,+00) esetén.
(Felveteli feladat, 1996)
Megoldas. Annak sziikséges és eclégséges feltétele, hogy minden z € (0,+00)
esetén fennalljon az mz” + 4(m — 1)z +m —1> 0 egyenlStlenség az, hogy m > 0
ma’ +4m—-Dr+m—1=0 mindkét (—00,0]
intervallumban helyezkedjen el, vagy pedig m > 0 és az egyenletnek ne legyen valos
gyoke. Az m =0 esetet kiillon kell megvizsgalni, mert ebben az esetben nem

masodfoku a vizsgalando egyenlotlenség.
Az els6 esetben a kovetkez6 egyenldtlenségekhez jutunk:

és az egyenlet gyoke a

(m >0
m >0 " ) m >0
m_
7, +z, <0 —TSO m>1 -
z,x, >0 < m—1>0 @le,m_
A>0 m.o A>0
LAZO

A mésodik eset azt jelenti, hogy [4(m —1)]? —4m* +4m <0, (m—1)(3m —4) <0,
m € [1, %] . m =0 esetén az egyenl6tlenség nem teljesiil, egyetlen pozitiv = értékre

sem. Osszesitve a két esetet, ha m € [1,+00), akkor az egyenlétlenség fennall minden
szigoruan pozitiv szam esetén.

Tartalomjegyzék
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23. Mi a feltétele annak, hogy az ax’+bx+c< arore —H; te (

x2+x+1)

egyenlotlenség teljesiilion, minden x € R esetén?

a+b+c

Megoldas. Az az” + bx + ¢ < (z° + z +1) egyenldtlenség egyenértékii a

(—2a +b+c)z* +(a—2b+c)z+(a+b—2¢) >0  egyenldtlenséggel.  Annak

feltétele, hogy minden x € R esetén teljesiiljon az, hogy —2a +b+¢ >0 és A <0.

Mivel A= (a—2b+c)’ —4(—2a+b+c)(a+b—2c)=9a—c), ez csak tgy

lehet, ha a=c és b >a.

24. Bizonyitsd be, hogy ha a,b c€R, akkor az ar’ +br+c¢=0,
b’ +cx+a=0 és cx’ +ax+b=0 egyenleteknek pontosan akkor van egy

kozos valos gyoke, ha a +b+c = 0.
Megoldas. Ha a+b+c=0, akkor =1 mindharom egyenletnek gyoke.

Forditva, ha =z, kozds gydke a harom egyenletnek, akkor ax] +bx, +c =0,
bzl +cr, +a=0, cxr; +ax, +b=0. Osszeadva a harom egyenléséget, kapjuk,
hogy (a+b+c)zl +(a+b+c)z,+(a+b+¢)=0, (a+b+c)(z) +3,+1)=0.
Az 1} + 1, +1 egyetlen valés szam esetén sem lehet zérd6 (A =1-4<0), igy
kovetkezik, hogy a +b+c = 0.

25. Bizonyitsd be, hogy ha a,b, c€R, akkor az x°—2azx+bc=0,

7’ —2bz +ac=0 é x° —2cr + ab =0 egyenletek koziil legaldbb az egyiknek
van valos gyoke.
Megoldas. Ha egyik egyenletnek sincs valos gyoke, akkor mindharom egyenlet

diszkrimindnsa negativ, azaz 4a’ < 4bc, 40> < 4ac, 4¢® < 4ab. Osszeadva a

megfeleld oldalakat, atrendezéssel kapjuk, hogy
2a° +2b% +2¢* —2ab —2bc —2ca <0 < (a +b)° +(b—c)’ +(c—a)’ <0,
igy ellentmondashoz jutottunk, tehat legalabb az egyik egyenletnek van valos gyoke.
26. Bizonyitsd be, hogy ha a,b,c€7Z és az ax’ +bx+c=0 egyenletnek két
kiilonbozd gyoke van a (0,1) intervallumban, akkor |a | >5.

Megoldas. A feltételek alapjan a+b-+c¢>0, ¢>0, —2i €(0,1) ¢és
a

. ) b
b> —4ac > 0. Mivel a,b,c € Z irhatjuk, hogy a +b+c>1, ¢ >1, —2—6(0,1) és
a

b’ — 4ac > 1. Feltételezhetjiik, hogy a > 0 (ellenkezd esetben elosztjuk —1 -gyel az
egyenletet). fgy 0 < —b<2a, tehat 2< —b+1<2a. De —b<2a—1 alapjan
b’ <4a® —4a+1 és igy a 4dac+1<b> egyenlStlenségbdl kovetkezik, hogy
a>1+c>2.Haa=2,akkor c=1ésigya —b <3 és 9<b> egyenldtlenségek
alapjan b = —3. Ezekre az értékekre a + b + ¢ = 0, tehat a nem lehet 2. Ha a = 3,
akkor a b4+c¢>—-2, b¥*>12¢ é —-b<5H egyenlétlenségek ellentmonddshoz

Tartalomjegyzék
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vezetnek. a =4 esetén b* >1+4+16¢c és b+c>—3, tehat b> +16b+47 > 0.
Masrészt 0<—-b<7, tehat b>—-4. Ez 1ismét nem Ichetséges, mert
b> >1+16c>1+16 > 16.Tehit a > 5.

27. Az  +pr+q =0 é z°+ par+q, =0 mdsodfokii egyenletek egyiitthatdi
egesz szamok. Bizonyitsd be, hogy ha a két egyenletnek van egy kozos irraciondlis
gyoke, akkor p, = p, és q, = q,.

Megoldas. Ha 7z, a két egyenlet kozds gydke, akkor z + pz, +q, =0 és
z) + p,x, + ¢ = 0. Ha kivonjuk egymdsbdl a két egyenlet megfeleld oldalait a,
(p, — py)zy = g, —q, egyenl6séghez jutunk. Ha p, = p,, akkor z, = L4 Q.
Py — D,

Mivel ez ellentmond a feltételeknek, p, = p, ésigy ¢, =g, .

28. Bizonyitsd be, hogy az x(x + 1) =25y + 7 egyenletet nem teljesitheti egyetlen

(z,y) egész szampdr sem.
Megoldas. A k(k+1), k€ {1,2,3,...,24} szorzatok koziil egynek sem 7 a 25-tel

valo osztasi maradéka, tehat az z(z + 1) szam 25 -tel valo osztasi maradéka nem lehet
7 egyetlen z € N esetén sem.

29. Bizonyitsd be, hogy az A= {x eR\ {:|:1}| T+ 1 € Z} halmazban egyetlen
T

racionalis szam Sincs.

- 1 : ++/n? —4
Megoldas. Ha z +—=n € Z, akkor 2° —nz +1 =0, tehit z € l%]
x
Ha z racionalis szdm, akkor /n” — 4 is racionalis, tehat létezik olyan % € Q szdm
2

(a,b€Z", (a,b) =1), amelyre n’ —4 = Z—Q. Ebben az osszefliggésben a jobb oldal

nem lehet valddi tort, tehat b° =1 és igy n* —a”* = 4. Ez csak akkor teljesiilhet ha
(n—a) és (n+a) a 4 osztdja és szorzatuk 4, vagyis ha a =0 és n € {—2,2}.
Ebben az esetben x =1 vagy = = —1, tehat az A halmaz nem tartalmaz egyetlen
racionalis szamot sem.

I1.5. Gyakorlatok és feladatok (66. oldal)

Oldd meg a kovetkezo egyenleteket, paraméter esetén targyald is a megoldast:

lagg L Loy t L2y 2 3
r+1 z—-1 =« r+1 -1 =z 3r—1 2x+1
1 1 m 1 1 1 3
d) + =—; e) + + ==,
r—m x+m T r+1 z+2 z+3 =z
) b= g -
b a+b+z > z—m z+m 3

Tartalomjegyzék
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Tartalomjegyzék

1 1 1

h) + +—=0.
r—2m x—m T

Megoldas. a) A tortek értelmezési tartomanya: D = R\ {—1,0,1}. Ilyen feltételek
mellett

1 1 1
- =~ -—r-2—r=2"-1cz,=—1+2
r+1 -1 =z ’

Mindkét érték eleme az értelmezési tartomanynak, tehat M = {—1++/2, —1—+/2}.

b) M =92;¢c) M = {—i 1}

12
d) Az értelmezési tartomany D = R\ {—m, m,0}.
1 1 2
=R = Rem’ = (m-2)0’
r—m T+m T Trr—m T
Ha m =2, akkor nincs megoldas (az egyenlet jobb oldala zér6, bal oldala pedig
3 3
kiilonbozik zérotol). Ha m =2, akkor 2° = n . Ha m <0, azaz
m—2 m—2

€(0,2), az egyenletnek nincs megoldasa. Tehat gyok csak akkor létezhet, ha
m € (—o0,0) U (2,00), ekkor z,, = +m L2 Meg kell vizsgalni, hogy az igy
m —
kapott gyokok benne vannak-e az értelmezési tartomanyban.

im/ —0em=0 j:m/L:j:m@m:(),

Osszesitve, m €] 0 2] esetben az egyenletnek nincs megoldasa, ha pedig
m € (—o00,0) U (2, 00), akkor két, kiilonboz6 gyok van.
e) Ertelmezési tartomény: R \ {—1,—2,—3,0}.

1 1 1 _é l_ 1 l_ 1 l 1 0o
zr+1 z4+2 z4+3 =« r z+1 z z4+2 =z x+4+3
1 2 3

+ + 062 +Tr+5 =060 =1 5 =2
z(z+1) z(z+2) z(z+3) 2

E két érték koziil csak a —g eleme az értelmezési tartomanynak, tehat M = {— g} .

f) Ertelmezési tartoméany: R \ {—(a +b),0}, a,b = 0.

11 1 1

4= s (a+b)(z+a)(z+Dd)=0.

a b  a+b+=zx ( ) i )
Ha a = —b, akkor minden nemnulla valdés szam megoldas, ellenkezé esetben két
(esetleg egybeesd) megoldas létezik: =z, = —a, z, = —b.

g) Ha m = 0, nincs megoldas, ha pedig m = 0, akkor z, = 2m, z, = —

h) Ha m = 0, nincs megoldas, ha pedig m = 0, akkor
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T, = l—i—ﬁ m, Ty = l—ﬁm
2 2
2. a) |z —1=-2; b) |2 — 3z +1=0; c) |o* -3z +2/=1;
d) | +1-3=1: e e —1-1=0; ) |le—1—1-1]=0;
g Iha-11-1-1..-1=0; h) |z—1|4+|z+5|=2;
i)|z—2|+|20+1]=1—2z; )22 4+3|+|3-22|=4z+6;
k) |3 -4z |+ |2+ 52 [=20; )jz—1|+|2—2|+]|32-1|=T7,;
m)| 2’ +1|+|2°—-1]=2; n)|z+7|—|2z+1|=|z+3|;
o)|z°—4|—|2*+2-2|]=-2-2; Pp)|lz—3|-2]z+1|=|22+1]|-5;
qQ)2|z—1|-3|z+2|=|2z—-3|—|2z—-1]; r)|z—2[<3;
s)|z—1|+|z+2|<1; t)2|z-3|-3|z+1|>1;
7’ —1
u) [3z—1|+2|z+2|<|z+3]; V) |[5—— 2 1;
r —3r+2
w) —2x+1 <1;x)]x—1|2+]:v+3|<2;
r —3xr+2 |z” — 4|

y) 2" —4|+2]2° —-9|<2” +16.
3+5 3—\/5}, C)M_{3+J5 3—\/5},
) 2 b - )

2 9 9 >
d) M:{—lal,—\/g,\/g};e) M ={0,2}; f) M ={-113};

Megoldas. a) M =2; b) M —{

g) M:{—n+2, —n+4, —n+6,..,n—2 n};

h) A bal oldalon pozitiv kifejezések allnak, igy = > 0. Ekkor az egyenlet igy alakul:
|t —1|4+ 245 =2 = |z —1] = —5, tehat az egyenletnek nincs megoldasa.

i) |x—2|+|2$+1|20:>1—2w20:>$§%:w—2<0

2—z+P2r+1=1-2rRr+l=—a2-1=-1>2 20+1) =(z+1)° =

2382 +2)=0=12=0>-121 = —% > —1, tehat nincs megoldas.
3 3
2c+3, ha z2>—— 3—2z, ha z<—
i) 2043 = ? 3—2a| = 2
—2x —3, ha x<—§ 2r —3, ha x>5

tehat a kovetkez6 eseteket kell targyalni:

I.Ha z € {—oo —g], akkor

Tartalomjegyzék
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3 3 Tartalomjegyzék
—2$—3+3—2x:4x+6@xz—zg[—oo,—g).
33
II. Ha z € |——,—|,akkor 2z + 3+ 3 -2z =4z +6 <z =0¢€ 53

III.HaxE[g,oo],akkor 20 +3+2x—-3=42x+6 < 0= 6, hamis.

Tehat az egyetlen megoldas x = 0.

k) M = {—%,g}; 1) M = {—g,l—;}; m) M =[-11]; n) M= {—g,;};
11

0) M = (—o0,—2]U[2,00); p) M ={—§,1}; Q M={1}:1) M=[-15];
s) M =11,2]; t) M:[—oo,a; u) M =R;

v) Ertelmezési tartomany: R\ {1,2}
' —1

¥ —3x+42

Slelr—1r+1>z—1|r -2z +1 >z -2 <

S+ >@-2er’+22+1>2" —4dr+462>3 1>

N | =

1
M:[E,oo]\{m}.
w) M = (00,2 —2)U(2+2,00);

oI N A e

y) L. Ha z € (—o0,—3]U[3,00), a modulusokat kifejtve az egyenl6tlenség igy alakul:
v’ —4+42(2" —9) <2’ +16 & 2 <19 & 2 €[—/19,19].
Tehdt M, = [—/19,-3]U[3,4/19].
IL z €(—3,-2)U(2,3)
2 —442(9-2")<2” +16 & —1 <2, tehat M, = (—3,-2)U(2,3).

1L z € [-2,2]
~-fle-
) 2 27

4—z2+2(9—z2)§$2+16<:>3§2z2 Sz e
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-
2 2

halmaza M = M, UM, UM, = [_\/E’_\/g

Tartalomjegyzék

Tehat M, = . Osszesitve a részeredményeket, a megoldasok

3.a)|z—al|+|z—blE=m, a<b; b)||a:+3]—a:|:m;

c)lz—1|+|z—=2|+|z—-3=m.
Megoldas. a) Ha m < 0, az egyenlet bal oldala pozitiv, a jobb oldala pedig negativ,
igy nincs megoldas. Tehat gyokot csak abban az esetben kell keresni, ha m > 0.
I.Ha z < a,azegyenlet a —z 4+ b —x = m, vagyis x:a—l—bT—m‘

a+b_m§a@b—a§m’ igy ha m <b—a, akkor a (—oo,a| intervallumban

nincs gyok, ha pedig m > b — a, akkor z = atb=m .

II. Hoa <z <b,azegyenlet c—a+b—z=m&b—a=m.

Ha m = b — a, akkor minden z € (a,b) megoldas, ellenkezd esetben nincs gyok az
(a,b) intervallumban.

III. Ha x > b,azegyenlet t —a+z—b=m,azaz z _a—l—b%'
a—i—b% >bem>b—a, igy ha m<b—a, akkor a [b,00) intervallumban
a+b+m
.o 2 .

Osszevetve a kapott eredményeket, kapjuk, hogy ha m < b—a, akkor nincs

megoldas, ha m > b —a, akkor z, = MT_m és T, = m% megoldasok, és

nincs gyok, ha pedig m > b — a, akkor z =

ha m = b —a, akkor Vz € (a,b) is megoldas.
b) Gyokok csak akkor 1étezhetnek, ha m > 0, igy csak ezt az esetet kell vizsgalni.
I. Ha z > —3, az egyenlet igy alakul: 3 =m.
Tehat ha m = 3, akkor minden [—3,00)-beli szam megoldas, ellenkez6 esetben

nincs gyok ebben az intervallumban.
-3+
II. Ha o < —3, akkor |-3 — 22| = m < 3+ 2z = +m < 7 = 32m.

—3;—m < —3 & m < —3 nem lehetséges (m > 0) —S—m

<-3&3<m.
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Osszesitve az eredményeket, irhatjuk, hogy ha m € (—oo,—3), nincs egyetlen
gyok sem, ha m = 3, akkor minden [—3, 00)-beli valos szam gydk, ha pedig m > 3,

akkorw:—mdi—3

az egyetlen megoldas.

c) L. z € (—oo,1] esetén 1—x+2—$+3—$:m©6—3$:m@sz—%.

2—%§1@3§m.

II. e (1,2 esetén 2 —1+2—z+3—z=mSx=4—m.
4—me (1,2] < mel2,3).

III. Ha z € (2,3],akkor z —14+2—-24+3—z=mez=m.

IV. Ha z € (3,00), akkor

:E—1—|—$—2+:1:—3:m<:>3:13—6:m<:>:1::%+2.

%+26(3,oo)(:>m6(3,oo).

Osszesitve, irhatjuk, hogy ha m € (—o0,2), akkor nincs megoldas, ha m = 2, akkor

r =2 az egyetlen megoldas, ha m €(2,3], akkor z, =4—m, z,=m, ha

m € (3,00), akkor z, :2—%, 7, =24 2.

3
3z —1
4. a) 5 ]:—3; b) [z + 3] = {z}; c) 2z +1] = [z];
r+1) ) 3r—1{ ) 2v+1) x—1
e R 1= EEERE [Pl ot,
o r+1] jz—3] o | T—3|  [z—2]
N N e R e et
2031, o o o dr+1) x|
i) 3 =[3-2z]; K)2[z]+4=3a; 1) ey I
m) [z’ — 2 +1] =2z —1;n) 5[2°] - 5[z]+1=0; o) 3[z°]-10[z]+3=0;
p) * —[2]=3; q) z° =1+]z]; r) 2’ =2+ [z].
Megoldas. a) 3$_1] =-3& sr 1 €l-3,-2)e e _?5,—1];

b)[z+3]|={y={reZ=>{ty=0=>2€Z=0+3=0=>2=-3;

c) 2z +1]=Iz]1 & [22] +1=[2] & [z]+

1
$+§}+1:[$]<:>

3 1]
& s
2 2

1 1
$+§}:—1<:>[$+5]€[—1,0)<:>$€

r+1
2

+1

d) :x+3@x+36Z,x+3§$T<m+4<:>

Tartalomjegyzék
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Tartalomj ek
Srel,—T<z<-5s xe{-6-5}; artalomjegyze

e) z € {3,4};

2z 41 rz—1

f) Jeloljik

kozos értékét t-vel. Igy t€Z és x =2t +1. Ezt

visszahelyettesitve az egyenletbe, kapjuk, hogy

W3 bl tete—lor——1.

g) Felhasznalva, hogy = = [x]+ {2}, az egyenlet igy irhato:
]+ [2[z]+2{z} =4 & 3]+ [2{z} =4 & r]=1 [2{z}]=1¢&

re[l,2), {zr€[05,1) e r=1+a, a€l0.51)

x—l—l] z—3

h)HayeZ az és kozos értéke, akkor

z+1
y§T<y+1 2y—l<e<2y+1 2y—1<3y+6
= 4
Jy+3<2<3y+6 3y+3<2y+1

-3
nyT<y+1

—-T<y
& ye{—6,—5,—4,—3
y< 2TV { }

A kapott y értékeket rendre visszahelyettesitve a (*) egyenldtlenség-rendszerbe

(amely ekvivalens az eredeti egyenlettel), a kovetkezoket kapjuk:
-13<z<-10
y=—6:

15 <z <—12
—-11<z< -8
Y= o< <9

&z el[-13,-12)
&z e[-11,9)

—-9<r<—-6
— 4 9,
Yy —9§x<—6@$€[9’ 6)

—T<zx<-—4
y=-3: [_6§$<_3<:>x6[—6,—4)
Teha a megoldas x € [—13,—12)U[-11,—4).

i) 2 €[L,2)U[3,7)UI[8,9); j) Nincs megoldas.

k) A bal oldalon allo kifejezés egy paros egész szam, tehat csak akkor van megoldas,

ha 3a is paros egész szam, vagyis a = %, k € Z . Ebben az esetben az egyenlet

[z]+2 =k < [z] =k —2, tehat a megoldas z € [k — 2,k —1).
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Tartalomjegyzék
z 8t
1) =t€l=>0=—-.
T+ 8 1—t
3li +1 = < Sl + 1 < t+1. Ennek az egyenl6tlenség-sorozatnak nincs
37t + 3 37t + 3

megoldasa az egész szamok halmazan, tehat az eredeti egyenletnek sincs megoldasa.
m) z ¢ {2,2.5};

n) 5 ([wﬂ — [m]) =—-1& [1:2} —[z]= —%, tehat az egyenletnek nincs megoldasa.

o) M =g;
p) Az [z <z, [z]> 2 —1 egyenldtlenségek alapjan 3 = 2° —[z] < 2° —x +1,

3=2"—[r1>2" —x, igy a kovetkezd egyenletrendszert kapjuk (ez nem
egyenértékill az eredeti egyenlettel):

r—r—-2>0
1—+/13 1 13
2 Y [V P L] P
rr—x—3<0 2 2
Halz]=-2=2"4+2=3& 2° =1< z = +£1, nem megoldas ([z] = —2)

Ha [21=2=2"-2=3=2=+J/5, [/5]=2, tehit az egyetlen megoldas

z=+/5.

q) M ={2};r) M ={¥3}.

5.a)Jz+9+2+8=0; b)24—-10z =3 —4x; ¢)1—-+13 + 32" =2z;
dJz+1+Jr+6=5e)Jr+2—-V2—2=2;) 32 +7 Vo +1=2;

g)Jr—2 ++2* -4 =0; h) Jr+3 7o +2=-1;
i) Vi—64+z—13 =114+72;j) Vo +1+22+3 =62 +1;
k) vz —8 +x+4 =3z; ) Je+2+Vz—-3 =z —6+r+9;

m) 27 +1+3z+7 =-Jr +5 +J4r + 3 ;

n) Ji+2+Vr—2=42—-64+2J5;0) Jz +9 +Jzr +1 =iz +16;
P) Vi t3+r—2 =1z —9+4J6;q) Vi’ —5 ¥ -8 =1;

1) NP —3z+2 42’ —1 =2’ —52+6;

s) V227 — 4o = 2P + 1+ —1;

t) V2’ —62+5 +1' — 4z +3 —+J2’ —8z+7 =0;

u) JT+2+Jr+7 :E' v) 27 + 9 —/bx + 4 :é
Je+2+3Jz+7 11’ Aor+4—Jr+9 5’
w) Jr+1—+z -2 :l' x) 2\/z—3+\/$+1:$‘
Jr+1+2dz -2 47 Jr+1-+z-3 ’
Jidbaodl . gy NeH16-Vr o8 1

y) = f f
Ji+6—Jz+1 Ja* +16 ++z* -8 3
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Megoldas. a) M = {— 15;\/5};b) M = {—g};c) M ={-2};d) M[{3};

e) M ={2};f) M={-1,3};8) M={2};h) M ={1};i) M = {15};
i) M ={19+2V01} k) M ={12};1) M ={7};m) M = {3};n) M ={3};

o) M ={0};p) M={5};a) M={-33};x) s, =1;8) M={~255};
t) Az értelmezési tartomany D = (—oo,1]U[7,00). Az egyenlet igy irhato:
Je—D@-5+Je-Da-3-JE-DE-7 =0
Ha z > 7, akkor ~/x — 1 -gyel végigosztva
Jr—5+Vz -3 -Jr-T=0&22-8+2J(z—-5)(z—3) =27,
tehat nincs megoldasa a [7,00) intervallumban.
Ha z <1, akkor z; =1 megoldas. Ha =z < 1, akkor

-z +B-2=VT-18-22+2Jy6-2)3—-2)=T—-2z&
S 0<2yb—-2)3—2)=2-1<0.
Mivel ez lehetetlen az egyenlet egyetlen valos gyoke x = 1.
u) M ={2};v) M ={0};w) M ={3};
x) Ertelmezési tartomény: [3,00).

QM+\/$—_{_1_$:>(2x/$—3+\/x+1)(\/x+1+\/x—3)
Jr+1-vz—3 (\/$+1—\/I—3)(\/$+1—|—\/£—3>

=z =

= 3J(z+1)(z—-3) =2 +5= 22 —7$—13:O:>$:#
Tehat az egyetlen valos megoldas az © = %

y) M ={3};2) M = {—4,4}.
6. a)\/x+3—4\/$—1+\/x+8—6\/x—1:1;
b) N +24+4Vz—2 +Jz—1+2J7—2 =5;
c) \/x+\/2x—1 —|—\/x—\/2x— =2:
d) \/93'+\/693'— —\/x—\/Gx—Q =1z,
e) vz +iz—1—2z =1; f) VO + 2v2* —48 =z — 3.

Megoldas. a)

\/.’I}+3—4\/$—1 +\/m’+8—6\/x—1 =1l
=T =T —1e

Tartalomjegyzék
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e Ne—T1-2+Ne-1-3=1eVr—-1€[23]e xc[510]

b) M = {3};

c) \/x+\/2:c—1 +\/:1:—\/2x— :\/§<:>$2%, e+ 21 —2r+1=2&

171]
2

7.a) Yz -2+Jz+1=3; Db ¥-z+Jr+2=1;
)V +1+YTz—-5=4; d)Jz+1+px+1=4;

e) 5x -3 -3z —-10=1; ) Pr+1+¥7 =1;

g) Bz —7T—Yr—1=1; h){3z+1-Y1z—-8=-1.
Megoldas. a) Az értelmezési tartomany D =[—1,00). A ¥z —2 =a, Jz +1 =10
jelolésekkel a kovetkezd egyenletrendszert kapjuk:

a+b=3 b=3—a
& ,
r=a"+2=0"—-1 ¥ —a*—-3=0

ebbél 9 —6a+a’ —a’ —3=0¢ (a—1)(a’ +6)=0&a=1&2=3.
b) M = {2};

Tartalomjegyzék

1 1

d)M:@;e)M:{g}ﬂM:{ﬂ.

c) Az értelmezési tartomany D = [;,oo]. Ha a =<z +1, b =37z -5, akkor

b +5

a+b=4z=d"—1= ,a,b>0,tehat b' —7(4—0) +12=0<

& (b—2)(b° +20° —3b+50) =0 &
2
@(b—2)[b3 + b’ +[b—g] +%]:Obéob =2.
Ebbdl kovetkezik, hogy b = 2, ésigy x = 3.
d) Mivel a Jz+1 ¢és Ybxr+1 Kkifejezésekkel értelmezhetd fliggvények a
[—1 /5, oo) értelmezési tartomanyon beliil szigortan ndvekvdek, az egyenletnek

legtobb egy gyoke lehet. Eszrevehetd, hogy = = 3 megoldas, tehat a megoldashalmaz
M ={3}.

445 + 21177 445 — 21177
e) M =16, , ;

64 64
) M={-2-50-2+5};g) M={1};h) M = {5}.
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8. a) Yr—1+3Ydo —1=3z+1+ 340 -3;
b) ¥ +1+4+ 34z —1=32r—1+332+1.

Megoldas. a) ¥z —1+¥4r -1 =3r+1+ 342 -3 &
©5r—2+3Y(z - D)[dr — 1) (¥ -1+ Y1 —1) =
=50—-2+3Y(a+ )1z —-3)(r+1+¥1z-3) &

e Ya-DMr -1 (¥ -1+ ¥ —1)= Yz +1) (42— 3) (Yo —1 + Y1z —1).

2

Ha 3z —1+ 4z —1 = 0, akkor (x—l)(4x—1):(:c+1)(4x—3)<:>x:§.

Ha ¥z —1+4+ 342 —1=0,akkor ¥z -1+ Y4z -1 =3z +1+ Y42 -3 =0«
{%‘/x— = X4r -1 z—1=—4zx+1

= =
r+1=—3dr—3 r+1=—4x+3

7 =2 Teht M—{E,E}.
5 35

b) M = {0,2).
9. a) o tl+V1-2’ =3 +7-2; b)J1-o' -z =2-1;
o) 2’ +x+3cd +1-2=12; d) VT ¥m+vi =m;
e) ym—Jm+2z =z; f)\/m_a:—\/m_x:m;

X

g) V2’ —m =2 —1; h) $+\/x+%+ /:1:4—% =m; i)2° —vm—z =m;

. Ja+z+Ja—=x a
Jr 422 14+miz -2z —1=2; k =—;
j) Jz x MmN z ) T "

1) Vit —a + 242 —1 = z; m) Jz+a+z+b=1dr +c;
n) Jr+8a+Jr=+J4r+8a+4;0)Jr+a—Jr+b=c;

X
p) VT +VT —Jz—VT =a [er\/E.

Megoldas. a) A négyzetgyokok létezési feltételeib6l z €[—1,1], a bal oldali
kifejezés  pozitiv  voltabol  kovetkezik, hogy 3z° +7 —2>0, vagyis
z € (—o0,—1]U[l,00), igy = € {—1,1}. Ezek koziil csak az x = —1 teljesiti az adott
egyenl6séget, tehat M = {—1}.

b) Az egyenlet alapjan z >1, 1> 2" — 2. Négyzetre emelve az egyenlet mindkét
oldalat, 1—+/z' —2 = (2 —1)’ & J2' —2 =2z —2”, ahonnan Wjboli négyzetre
emeléssel kapjuk, hogy 32" —42°+42° +2=0« 22" + <z2 — 23:)2 +2z=0.
Mivel ennek az egyenletnek nincs gyoke az [l,00) intervallumban, az eredeti
egyenletnek sincs valos megoldasa.

Tartalomjegyzék
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Tartalomjegyzék
c) A ¥z’ +1—-2=1y jelolés bevezetésével irhatjuk, hogy 3’ +y—10=0,

ahonnan y = 2. Kovetkezik, hogy z* + 2 —2 = 8, tehat z = 2.
d) Ha m < 0, nincs megoldas, ha m = 0, akkor z = 0.
Ha 0 < m , az értelmezési tartomany [0,00) . Az egyenlet mindkét oldalat beszorozva

Jr+m —Jx -szel, kapjuk, hogy z+m-—z=m (\/m +m — ﬁ) , vagyis

JT+m —Jz =1. Ebbdl és az eredeti egyenletbdl kivetkezik, hogy vz = m-l :
2
Tehat m € (0,1) esetén nincs megoldas, ha pedig m > 1, akkor z = [_mz— 1] az

egyetlen gyok.
e) Ha m—Jm+2xz =2, akkor >0 ¢é m>0. Az egyenloséget a

kovetkezoképpen alakithatjuk:

m—JmF+r="=m-2"=Jynm+z=2"-2mz* —z+m*—m=0.
Ezt az egyenletet m hatvanyai szerint rendezziik és kiszamitjuk a diszkriminanst:

m* —m22 + 1) +z2' —z=0= A =2z +1)7.

Az elébbiek alapjan az egyenlet (fc2 +z+1- m) <x2 -z - m) = 0 alakban irhato.
Az =0 érték csak m =0 vagy m =1 esetén megoldas, tehat feltételezhetjiik,
hogy z>0. Ha z,>0 megoldis, akkor z.—m=—J/m+z <0 és igy
x) —x, —m <0. Tehat csak az z° +2+1—m =0 -egyenlet megoldasaibél
szarmazhatnak a eredeti egyenlet gydkei. Ennek az egyenletnek a pozitiv gyokei
teljesitik az z° —m < 0 feltételt, tehat elégséges megvizsgilni a pozitiv gyokok

3 : . . 3
1étezését. A = 4m — 3, tehat m < 1 esetén nincs valos megoldas. Ha m > Ve akkor

z, +x, =—1¢és zx, =1—m alapjan 1 —m < 0 sziikséges, tehat m > 1 esetén az
= _1%1%_3 megoldashoz jutunk. Eredményeinket a kdvetkezd tablazatba
foglalhatjuk 6ssze
m Megoldashalmaz
(—00,0)U(0,1) M=o
m=0 M = {0}
m =1 M_{—1+\/4m—3}
a 2

f) A tortek és tortek létezéséhez sziikséges, hogy m =0, =0, m—2x >0, és
mx > 0. Ha ezek a feltételek mind teljesiilnek az egyenlet /m —rmTr
mx mx
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m —
alakba irhatd, ahonnan

v =1, vagyis m = (m + 1)z . Ha m = —1, nincs gyok,

mz
ellenkezé esetben x = % Ellendrizziik, hogy ez benne van-e az értelmezési
m
tartomanyban:
m — >0<s >0 m>-—1
m+1 m +
m >0 m=0,m>—1
m+1
Osszesitve, ha m < —1, nincs megoldas, ha pedig m >—1 és m = 0, akkor
m
r=—"7-".
m+1

. . 1
g) Ha m < 1, nincs gyok, ha pedig m > 1, akkor z = mt az egyetlen megoldas.

h) Az egyenlet értelmezési tartomanya D =

4
x+\/m+ +,/a:—|———m<:>a:+ a:-l—
I |
rT+,qr+—-—+-—=m<<||jr+—+=
4 2 4 2

1 . 1
Ha m < Ve nincs megoldas, ha m > Ve akkor x = m —m .

i) x2m:m2>x2:r+i:mx+m+i@
1Y 1Y’
<:>[$——] :[«/m—x—f——] .
2 2
3

2
\/—$+;] =m——.

I.:L‘—— m f:E+ =
2 2 4

. 1
Megoldas csak akkor 1étezik, ha m > 1 és ekkor z = Z +.[/m —% .

2
II. m—%z—ﬁ—%@xz—ﬂ@m%—i:[m—a.

1 . 1
Ha m < —Z,nmcs megoldas, ha m > —Z,akkor T = —%— m—l—i.

j) \/:13+2x/:v—1 +m\/:v—2x/:v—1 :2@‘\/z—1+1‘+m‘\/x—1—1‘:2@
er—T+mNe—1-1=1.

Tartalomjegyzék
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I.Ha >2,akkor Vo2 —1+mz—1-m=1=(m+1)Jz —1=m+1.Ha m
kiilonbozik -1-t6l, akkor = = 2, ellenkez6 esetben barmely z € [2,00) megoldas.

II. Ha z €[1,2], akkor Vo —1+m—miJz —1=1=(1-m)Jr—1=1—m. Ha
m =1, akkor z =2, m = 1 esetben minden z € [1,2) megoldas.

k) a = 0 esetben nincs megoldas, ha a = 0, akkor M = {—a,a}.

1) A Vol —a+ 2 —1 =12 egyenldtlenségbdl kovetkezik, hogy z >0 és
x>z’ —a, tehat o >0. Ebben az esetben az értelmezési tartomany

max{l,+/a},o0) és Nzt —1=z—-+1"—a, ahonnan

22> +a —4 = —22v1* —a. Ez csak akkor lehetséges, ha z° < —

és igy

2 1 (a - 4)2 . ,

T = S 2 4 Ha 2—a <0, akkor az egyenletnek nincs megoldasa (mert
—a

. . 1 —4) 4
2> >0), mig a €[0,2) esetén megvizsgiljuk az g(‘; ) <
—a

< % A vizsgalt
2
intervallumon ez ekvivalens az a < 3 egyenl6tlenséggel, tehat a kovetkezo tablazatba

foglalhatjuk az eredményeket:

a Megoldashalmaz
M=g
ae(—oo,O]U[%,oo]
4 4—a
a€|0,— M =_{+——=
[ 3] { 2\/2—61}

m) Az értelmezési tartomany D =

c
max{—a,—b,——},oo].

4
Jrta+Jr+b=dz+ce20+a+b+2J@+a)(z+b)=4r+c &

s2x+a)(z+b)=2c4+c—a—-b=>

2

=42’ +4(a+b)r+4ab=42" +4(c—a—b)z+(c—a—b) &
& 4(20+2b—c)z = (c —a—Db) —4ab

2a+2b—c=0
c
max{—a,—b,—z},oo].

esetben a megoldas x €

(c—a—0b) —4ab=0

Tartalomjegyzék
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%+ % —c—0 Tartalomjegyzék

) esetben nincs megoldds. Ha 2a +2b —c = 0, akkor
(c—a—0b) —4ab=0

2
—a—>b) —4
T = (c—a=b) ab , ha ez benne van az értelmezési tartomanyban, akkor
2a+2b—c
megoldas, ha nem eleme, akkor nincs gyoke az egyenletnek.

1
2a—1
o) Feltételezhetjikk, hogy a > b (az a <b esetben hasonldan jarunk el). Ekkor az
értelmezési tartomany [—b,00), ¢ >0 kell legyen és beszorozva a bal oldal

konjugaltjaval, a —b = ¢ (\/m +a+r+ b).

A ¢=0 esetben ha a = b, nincs megoldas, ha pedig ¢ = b, akkor minden
megengedett valds szam megoldas, tehat M, = [—b, 00) .
Ha ¢ = 0, akkor

Jrt+a+z+b=

n)Ha o < %, nincs megoldas, ha a > %, akkor z =

a—>b

2
:>2\/x+a—c:a_b:> ix:i[c—ka_bJ —a,

c c c
ami eleme az értelmezési tartomanynak.
1 _b2 _b2 . 2
—[c+a ] azb@CQQ(ab)Jr[a— 20@[ca ] >0.
4 c c c
p) Az értelmezési tartominy D =[l,00). Jz +vZ —J7— VT =a o
T+ T
Sr+VT V' —zr=avT & VI +tl-Jr—-1l=a&Jr—Jr—1=a—1.
2
Innen @ > 1 és:1:::1:—1+2(a—1)\/x—1+(a—1)2:%: r—1=
a_
2 2
R a” +4a 2; a” + 4a 221<:>a§2.

2(a—1) 2(a—1)
Tehat a € (—oo,1]U (2,00) esetén nincs megoldas, ha pedig a € (1,2], akkor
—a’ +4a —2
r=——":
2(a—1)

10. a)Jz—-2>z+3; b) Jr+1+Jz—3>2;¢c)Jz+z+1<Jz;
d) Vr’ +3z+2>2-2; e)Ja'z’+1>ax; f) Vi—a<Jz+a.

Megoldas. a) Az értelmezési tartomany D = [2,00). Ha z € D, akkor mindkét
oldal pozitiv, igy mindkét oldalt négyzetre lehet emelni.
2
1
r—2>(x+3° 0> +5x+11@0>[$+g] —i—zg,
tehat az egyenlotlenségnek nincs megoldasa.
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b)Jr+l+vr—-3>2< >3 Jr+1>2—+Jzr—3

Minden olyan z -re, amelyre = > 3, 2 —+/x — 3 < 0, fennall az egyenldtlenség, tehat

Tartalomjegyzék

M, = (7,00). Ha z € [3,7], akkor négyzetre emeléssel
tH+1>z4+1-4Jr -3 o 2>3= M, =(3,7].
A megoldashalmaz M = (3,00).
c) Vr ++Jz +1 < VT & Jz +1 <0, tehat az egyenlStlenségnek nincs megoldasa.
d) Az értelmezési tartomany D = (—oo,—2]U[—1,00).
I. Ha z < 2, akkor a bal oldali kifejezés pozitiv, a jobb oldali pedig negativ, tehat
M, = (—o00,—2]U[-1,2).
II. Ha z > 2, akkor

2
\/x2+3x+2>x—2(:>x2+3x+2>x2—4x+4<:>1‘>?,

tehat M, = [2,00). igy az egyenlétlenség az egész értelmezési tartomanyon fennall.
e) Az egyenlStlenségben szerepld gyokkifejezés a teljes R halmazon értelmezett.

\/CLQ.%Q +1>a*a® =lazl > ar, tehat az egyenlGtlenség az a paramétertdl
fiiggetleniil igaz barmely = valos szam esetén.

f) Ertelmezési tartomany: [lal,00). VT —a < T ta & z—a<z+as0<a
Tehat a < 0 esetén nincs megoldas, ha pedig a > 0, akkor M = [a,0).
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III. Egyenletrendszerek
III.1.1.2. Gyakorlatok és feladatok (72. oldal)

1. Oldd meg a kdvetkezd egyenletrendszereket:

z+y=1 Pz +-By=5 0,25z +y =2
a) 1 ;. b) ; c) 3 -
495—59:1 V31 + 2y = 246 0,5x—y:5

Megoldas. a) A masodik egyenletet szorozzuk 2-vel és Osszeadjuk az egyenletek

. . 1
megfeleld oldalait. Igy a 92 =3 egyenldséghez jutunk, tehat =« :g és

oot (1)

b) Ha a mésodik egyenletet szorozzuk /3 -mal, az elsét /2 -vel és kivonjuk a két
egyenléség megfeleld oldalait, az = = /2 egyenlséghez jutunk. EbbSl kovetkezik,

hogyy—%—ﬁ. M:{(\/?,\/g)}

c) Ha Osszeadjuk az egyenletek megfeleld oldalait, a %x :% egyenlOséghez

jutunk, tehat =z = % Ebbdl kovetkezik, hogy y = % M = {[%, %J} .
33 66 33 66

2. Oldd meg és targyald a kovetkezd rendszereket:

){mx—i—y—l mr+ny =1 T —my =2
a

,meR.
z+my=1

r—my=1

m e R; b){
r—y=1

, mn €R; c){

Megoldas. a) Ha az elsd egyenlet mindkét oldalat szorozzuk m-mel és dsszeadjuk a

két egyenl8séget, akkor az (m’ + 1)z = m + 1 egyenléséghez jutunk. Mivel m € R

1 . 1—
m2+ . Hasonlé médon kovetkezik, hogy y = —; i , tehat
m” +1 m” +1

m-+1 m”+1

b) Ha a masodik egyenlet alapjan kikiiszoboljik y-t, az (m + n)x =1+ n Osszeflig-

irhatjuk, hogy z =

géshez jutunk. A targyalas a kdvetkez6 tablazatban lathato:

Tartalomjegyzék
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m n Megoldashalmaz
m =1 n=-1 M={(a,a—1)|a € R}
m+n=20 M=o

m e R\ {1} man=0 | M= [1+n 1—m]
m+n’ m+n

. . 1
c) Ha Gsszeadjuk a két egyenletet kdvetkezik, hogy 2« :% és igy m-y = 5 Ha

. 1
m = 0, akkor nincs megoldas, mig m = 0 esetén M = {[g, 2—]} .
m

3. Oldd meg és targyald a kéovetkezo rendszereket:

T—y=2 mr+y=1
a)i3z+y=14, meR; b){iz+my=1, meR.
r+my=1 T+y=m

Megoldas. a) Az elsé és masodik egyenletb6l z =4 ¢és y=2. Tehat ha
44 2m =1, akkor a (4, 2) szampar megoldasa a rendszernek, mig ha m = —g,

akkor a rendszer 6sszeférhetetlen.
b) Az 1.1.11. tétel alapjan az Gsszeférhetdség sziikséges és elégséges feltétele az, hogy

m 1 -1
aA=|1 m -1|=0 ésaAlz
1 1 —-m

1 m

1 1

m 1

1 m,A2: 1 1illetveA3:

‘ml

determindnsok koziil legalabb az egyik kiilonb6zzon 0-tol.
A=—m’—=3m+2)=—(m—17(m+2).

Ha m =1, akkor a rendszer harom egyenlete egymassal ekvivalens, igy
M={(,1—a)|a e R}.Ham=—2,akkor z =y = —1, tehat M = {(—1, —1)}.
Az 1.1.11. tétel alapjan m € R\ {1, —2} esetén M = &.

Megjegyzés. A targyalas elvégezhet6 az 1.1.11. tételre valo hivatkozas nélkiil is. Az
utolsd egyenletbél z = m — y, tehat a masodik egyenlet alapjan y(m —1)=1—m.
Ha m =1, akkor ezt az egyenlGséget barmely y € R teljesiti, mig m =1 esetén
y=—1. Ez alapjan m =1 esetén az M = {(a,1 —a)| a € R} megoldashalmazt
kapjuk és m =1 esetén az x =m +1 és y = —1 értékeket visszahelyettesitjiik az

elsé egyenletbe. Igy az m”> + m — 2 = 0 egyenldséghez jutunk, ahonnan m = —2.

Tartalomjegyzék
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4. Mi a feltétele annak, hogy az Tartalomjegyz¢k

ar+by+c =0
a,z+by+c, =0

anx —"_ bny —"_ c?’l = O

egyenletrendszernek pontosan egy megoldasa létezzen?
Ertelmezd geometriailag a kapott feltételt.

Megoldas. Pontosan akkor létezik egyetlen megoldas, ha az n egyenlet koziil 1étezik
2, amelyek egy hatarozott rendszert alkotnak és a tobbi egyenléség ebbdl a kettdbol
a, b,

megkaphato. Pontosabban ha létezik i, j € {1,2,...,n} ugy, hogy =0 és

a; b,

a b c

K3 7 1

barmely k€{1,2,...,n}\{i, j} esetén |a, b c¢|=0. Ez azt is jelenti, hogy

a/k bk Clr

Vk €{L,2,...,n}\ {i, j} esetén létezik o, B, € R ugy, hogy ¢, =, -a, + 5, a,

bo=a, b +B b éc =a-c+f c.

Geometriailag ez a feltétel azt mutatja, hogy az az+by+c =0 &

a,x +by + ¢, = 0 metsz0 egyenesek altal meghatarozott sugarsor egyenlete
a-(ar+by+c)+B-(az+by+c)=0.

5. Bizonyitsd be, hogy az
(m+Dz—2m+Dy=1 m=1LnneN \{1}

egyenletrendszer megoldhaté. Mi a rendszer megolddsa? Ertelmezd geometriailag a
feladatot!
Bizonyitas. Az © =2 és y =1 értékek teljesitik a rendszer minden egyenletét,

tehat a rendszer megoldhaté. Ha (z,, y,) egy tetsz6leges megoldas, akkor az
m(z, —2y,) +z, —y, =1, m=1n
egyenl8ségbdl kovetkezik, hogy z, —2y, =0 ¢és z, —y, =1 (ellenkezd esetben csak

egy m értékre teljesiilne az egyenléség). igy r, =2 és y, =1, tehat a rendszernek

nincs mas megoldasa.

1, m =1 n egyenesek

Geometriailag azt jelenti, hogy az (m + 1)z —(2m + 1)y

osszefutnak a (2,1) pontban.
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-, Tartalomjegyzék
6. Melyek azok a c,, (m =1, n) szamok amelyekre az

(m—Dz—Bm+Dy+c, =0, m=1nn>2

rendszernek egyértelmii megolddsa van? Mi a feladat geometriai jelentése?
Megoldas. Ha (z,, y,) az egyértelmii megoldas, akkor

(m =1z, —(3m + 1)y, +c, =0,

tehat ¢, =@Bm+1ly, —(m—1z, m=1Ln.
Igy az egyenletrendszer (m —1)(z — 2,) = (3m +1)(y —y,), m = 1, n alakban irhat6
. |
és mivel a 2 +1 kifejezés kiilonbozo m-ek esetén kiilonbozo értékeket vesz fel, a
m [e—

rendszer megoldasa egyértelmii.
Megjegyzés. Ha azt szeretnénk, hogy a ¢, szamok m-t6l fiiggetlenek legyenek,
akkor atrendezziik az egyenléséget:

¢, =m-3y, —z,)+y, +,.
Ez csakis akkor fliggetlen m-t6l, ha 3y, = x, ¢s ebben az esetben ¢, = 4y, . Mivel
minden ¢ € R szam felirhato ¢ = 4- [2) alakban, az (m — 1)z —(3m+ 1Ly +¢ =0,

m =1, n, n > 2 egyenletrendszerek egyértelmiien megoldhatok.

A rendszer geometriai jelentése az, hogy az (m — 1)z —(3m + 1)y +c=0, m=1n

egyenletli egyenesek Osszefutnak a [%, i pontban.

ar+by+c =0
7. Mi a geometriai jelentése annak, hogy az rendszer Ossze-
a,z+by+c, =0
férhetetlen?
Megoldas. Az, hogy a d :ax+by+c =0 és d, :az+by+c, =0 egyenleti
egyenesek nem metszik egymast, tehat parhuzamosak.
8. Szamitsd ki az ax+by+c =0, ax+by+c,=0 ésa ar+by+c, =0

egyenletii egyenesek altal meghatarozott haromszog teriiletét!
Megoldas. A paronkénti metszéspontok koordinatai

1 1 a ¢ 1 1 a ¢ 2 2 a, ¢,
c, b2 a, c, ¢, b3 a, ¢, ¢, b3 a, ¢,
A_a b’ |a b’B_a b1’ Ja b’C_a bl la. b
1 1 1 1 1 1 1 1 2 2 2 2
a, b2 a, b2 a, b3 a, b3 a, b3 a, b3
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Tehat, ha
a, bl G bl a, ¢
a, bz &) bz @ G
1 =z, g
A 1 1 4 A 1 a b1 4 b1 a, ¢
= — s = B
2 s Y a b1 a, b1 a, b2 ay bs = bs 4 G
oz, y,| 2 .
¢ ’ aQ b2 aS b3 CL3 b3 aQ bz CQ b? az C?
a, b e, b % G
akkor T = |A|.

9. Az A vdrosbdl egy biciklis a B vdros irdnydba indul. Vele egyszerre B-bdl egy

motoros indul A-ba. B-t6l 70 kilométerre taldlkoznak, majd miutan mindkettd elérte a

célt es visszafordult, az elso talalkozas utan 5 oraval megint talalkoznak. Mennyi a
motoros sebessége?

Megoldas. Jeloljik d-vel a két varos kozti tavolsagot, az elsé talalkozasig eltelt id6t

t, -gyel, a biciklis sebességet v, -vel és a motoros sebességét v, -mel. fgy a masodik
talalkozasig eltelt id6 ¢ + 5.
0="TB=u,t, (1) 4 T T b
d—70=TA=ut ) ' '
A masodik taldlkozasig (7,) a motoros megteszi az AT, + AT, utat és a biciklis a
TB+1,B utat. igy

d—=T70+z=wv,-5 és
70+d—x:vb~5,

tehat 2d = (v, +v,)-5.
v, +v
Masrészt d:70+vb-tl:70—i-vb-E:7O-u
v v

m m

L _ 140
és igy v, = e 28 km/h.

10. A sziliciumot szilicium-dioxid magnéziummal vagy aluminiummal valo
reakciojaval allitjak elo. A magnézium ara 70 000 lej/kg és az aluminiumeé 140 000
lej/kg. Ha 1820 000 lej all rendelkezésiinkre, mennyi magnéziumot és mennyi alu-
miniumot kell vasdarolnunk ahhoz, hogy az egész 10 kg szilicium-dioxidot redukal-
hassuk?
Megoldas. A megfelel6 reakciok egyenletei

Si0, + 2Mg = Si + 2MgO

3510, +4Al = 35i +2A1 0,

Tartalomjegyzék
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Tehat ha z kg szilicium-dioxidot magnéziummal és y kg szilicium-dioxidot alumini-

ummal redukalunk, akkor 2 - T oy kg magnézium és v 27 kg
28+2-16 3-(284+2-16)
tomegili aluminium sziikséges. Ez alapjan az
x+y=10

4%-70000—%3%-140000 = 1820000

egyenletrendszerhez jutunk. (A masodik egyenlet lehetne egyenl6tlenség is.)
Az egyenletrendszer megoldasa y =45 és x = —35, de ez nem felel meg, mert

z, y > 0. Ezért nem ragaszkodunk a teljes 0sszeg elkoltéséhez, tehat az

z+y=10

4x + 6y <130

z,y >0
rendszert oldjuk meg. Lathatd, hogy ennek tetszéleges (z,y) szampar megfelel, ha
2,y >0 és x4y =10. Igy érdemes csak aluminiummal redukalni a szilicium-
dioxidot.

11. Egy szigeten a barna és b z6ld kaméleon él. Ha két barna taldlkozik egy zold
kaméleonnal, akkor a zold barnara valtozik. Ha két zold talalkozik harom barnaval,
akkor a barndk valtoznak zéldre. Elérhetd-e, hogy a, barna és bl zold kaméleon

legyen a szigeten? (a, a , b, b € N")
Megoldas. A végeredmény fiiggetlen a talalkozasok sorrendjétél. Az elsd tipust
a a—+1

b b1 szampart kapjuk mig a maso-

talalkozasok alkalmaval az [ ] szamparbol az

u—2

u
2]. fgy = darab elsé tipusa és y darab

dik tipusu talalkozasok soran [v

-bol [

v+

a+x a+x—2y
masodik tipusu talalkozas utan illetve szamparral irhato le a
b—z b—z+2y
kaméleonok eloszlasa. Tehat az
r—2y=a —a
—z+2y="0 -0

egyenletrendszer megoldhatosagat kell tanulmanyozni. A megoldhatdsag feltétele
a, —a=>b—0 vagyis, hogy a kaméleonok szdma ne valtozzon. Belathato, hogy

tetszéleges a , b esetén (a, + b, = a + b) megszervezhetdk a talalkozasok ugy, hogy

elérjik a kivant allapotot.

Tartalomjegyzék
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III.1.2.1 Gyakorlatok és feladatok (75. oldal) Lenizl ey e

1. Oldd meg a kovetkezo rendszereket:

r—y+z=4 342y +2=2
a) {22 +3y—2=0; b) iz +3y+2z=-2
r4+2y+32=3 —2r+y—3z2=-13

Megoldas. a) Az elsé két egyenletb6l 3z 42y = 4. Ha a masodik egyenletet
szorozzuk 3-mal és hozzdadjuk a harmadik egyenlet megfeleld oldalait, akkor a
7z + 11y = 3 egyenléséghez jutunk. Igy y = —1¢és x =2, tehat z =44+ y—z =1.
b) Ha az elsé két egyenlet megfeleld oldalait egymasbol kivonjuk, a 2z —y =4

egyenletet kapjuk. Ha a masodik egyenléséget szorozzuk 3-mal és hozzaadjuk az
utolséhoz, akkor az z + 10y = —19 egyenldséghez jutunk. Ebbdl kovetkezik, hogy

r=1,y=-2¢éigy :=2—-3z -2y =3.

2. Oldd meg és targyald a kovetkezo egyenletrendszereket:

ar+y+z=1 ar —y+z=2
a){zt+ay+z=1, a €R; b)iz+ay—2z=1 , a € R,
T+y+az=1 —z+4+y+az=-13

Megoldas. a) Ha 0sszeadjuk az egyenletek megfeleld oldalait, az
(@a+2)(z+y+2)=3

egyenlOséghez jutunk. Ha a = —2, a rendszernek nincs megoldasa, mert az el6bbi
egyenl6ség nem lehetséges. Ha a = —2, akkor x +y 4+ 2 = T2 tehat a rendszer
a
egyenleteibdl rendre kovetkeznek az
3
a—lz=@—-)y=(—1)z=1—
@D =(a-Ty=(a-Dz=1-—

egyenldségek. Ha a =1, ezekbdl az egyenléségekbdl tobabbi informaciokat nem
nyeriink, de az eredeti egyenletek eckvivalensek, tehat a megoldashalmaz

M={a,8)1—a—fla,fER}. a=leseténaz x =y =2z = i2 egyenlGség-
a

hez jutunk, tehat a targyalast a kovetkezo tablazatba foglalhatjuk 6ssze:

a A megoldashalmaz
a:—2 MZQ
a=1 M:{a, Bil—a—p)|a, B eR}
ceR\ {21} | M= 1 ]
a—|—2 a+2 a-+2
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Tartalom;j ek
b) Ha Osszeadjuk a megfelelé oldalakat az a(x + y + 2z) = 3 egyenl6séghez jutunk, artalomjegyze

tehat a = 0 esetén nincs megoldas és a = 0 esetén z +y+2=—.Igya
a

4z—(a+1)2y=§—a
a

3
(a+1)z+2y=—
a
egyenletrendszerhez jutunk. Ha kikiiszoboljik 2z -t, akkor a
: 9
8+(@+1)’ly==+a*>+a-3
a

egyenldséget kapjuk. Innen
_ (a+3)(@*—2a+3)  a*—2a+3
ala+3)(7+4a+d*) a(d® +4a+7)
a+3 - 2a’ +13a +15
a(a® +4a +7) ey T a(a® +4a+7)

Hasonl6 gondolatmenet alapjan z =

. ,, 1,
Ha a = —3, akkor az eredeti rendszerbdl x = y = 3 és z2=0.

3. Oldd meg az

r+[yl +{z} =11

y+[z]+{z} =2,2

z+[z]+{y} = 3,3
egyenletrendszert, ahol [a] az a valész szam egészrészét, mig {a} a tortrészét jeloli.
Megoldas. Ha Osszeadjuk az egyenletek megfelel oldalait az = +y+ 2z = 3,3
egyenléséghez jutunk. De z +y + 2z = + [y] + {y} + [2] + {z}, tehat az els6 egyen-
et alapjan [z]+ {y} = 2,2, a masodik egyenletbdl kovetkezik, hogy [z]+ {z} = 1,1
és [y]+{z} =0. Ezek az egyenléségek csak akkor lehetségesek, ha [z]=2,
{y}=02, [z]=1, {2} =0,1, [y]=0 ¢és {z} =0, tehat a megoldasok =z =1,
y=0,2¢é z=21.

4. Az ABC hdromszégbe irt kér a BC, AC és AB
oldalakat a D, Eilletve F pontokban érinti. Szamitsd ki az

oldalakon meghetarozott szakaszok hosszat az oldalak
hosszanak a fiiggvényében.

Megoldas. Mivel kiilsé pontbol a korhoz huzott két
érintdé hossza egyenld, az abran lathato jeldlések alapjan
az
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T+Yy==c
yt+z=a
xt+z=">
redszerhez jutunk. Ebbdl kovetkezik, hogy
—a+b+c a—b+c , a+b—c
x:T:p—a,y:T:p—b esz:T:p—c.

5. Egy szigeten 13 sziirke, 15 barna és 17 zdld kaméleon él. Ha két kiilonbozd szinii
kaméleon talalkozik, mindketten a harmadk szinre valtoztatiak boriik szinéet.
Lehetséges-e, hogy egy ido mulva minden kaméleon azonos szinii legyen? Hat akkor,
ha 19 sziirke, 13 barna és 20 zold kaméleon van?

Megoldas. Az (z, y, z) szamharmas jelolje azt az allapotot, amikor z darab sziirke

y darab barna és z darab zold kaméleon van. Ha a kiilonb6z6 tipust talalkozasok

szama: a (sziirkére valtoznak), b (barnara valtoznak) €s c (z6ldre valtoznak), akkor a
talalkozasok sorrendjétdl fiiggetleniil a végén

13 4+ 2a — b — ¢ sziirke

15 —a + 2b — ¢ barna
és 17 —a —b+2c zold
szini kaméleon lesz. Ha minden kaméleon azonos szinli, akkor az el6bbi szamok
koziil ketté 0 és a harmadik 45. Masrészt az elobbi szamok koziil barmely kettd
kiilonbségének 3-mal vald osztasi maradéka kiilonbozik 0-t6l, igy nem lehetséges,
hogy a kaméleonok azonos sziniiek legyenek.

19+2a—b—c=0
A 1B3—a+2b—c=0

20—a—b+2c=52
egyenletrendszernek a megoldasai a =b—2, ¢=04+15, b€ R alaktiak, tehat
a=0,b=2 ¢é c=17 esetén elérjiik a kivant allapotot. Lathatd, hogy ezek a talal-

kozasok lehetségesek is, tehat ebben az esetben elérhetd, hogy csak egyszinli kaméle-
onok éljenek a szigeten.

II1.2.1. Gyakorlatok (76. oldal)

1. Oldd meg a kivetkezd egyenletrendszereket:
2z —y =1 T+2y=3 3r—4y =1
c)

a ;b ; :

) P —ay+y =T ) y=12"+3z+4 2yt =2

Megoldas. a) Az els6 egyenletbél y = 22 — 1, tehat a masodik egyenlet alapjan
T=2"—ay+y =2" —2(2r - 1)+ 2z -1 =32" =3z +1

tehat z € {—1,2}. Ha x = —1, akkor y = —3 és ha = = 2, akkor y = 3, tehat

Tartalomjegyzék
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M= {(*17 - 3)7 (27 3)}

b) M:{(—l, 2)[—2%]}

) M:{(—L—n,[?’l 17]}.

25’25

Tartalomjegyzék

2. Oldd meg ¢és targyald a kdvetkezd egyenletrendszereket:
4y =1 y=21"—3z+2
a) , a € R; b)
r+y=a y=mx+n

x2+y2:1
c) relR;

, myn €R;

(=17 + (=17 =r*
Megoldas. a) y = a —z, tehat a® —2az +2° +2° =1. A =8 — 4a>.
Ha 8 —4a” > 0, vagyis a € (—/2, \/2), akkor két megoldas létezik és ezek

(a+\/2—(12,—\/2—a2) illetve (a — V2 —a*,v2—a%).

Ha a € {#+/2}, akkor egy megoldds van és ez az (a, 0), mig ha a € (—o0, —+/2) U

U (+/2, o0), akkor a rendszernek nincs megoldésa.

b) Ha kikiiszoboljiik az y-t az z° — (3 + m)z +2 — n = 0 egyenlethez jutunk.

A=m’+12m +4+1, tehat ha A > 0, akkor két megoldas létezik, ha A =0,
akkor egyetlen megoldas és ha A < 0, akkor egy sem.
Az elsé esetben a megoldasok:

3+m+m®+12m+4n+1 3m+m’ +2n + mafm® + 12m + 4n + 1

b

2 2
3—|—m—\/m2 +12m+4n+1 3m+m’ —i—2n—m\/m2 +12m+4n +1
2 ’ 2 '
2
A masodik esetben a megoldas: [3 —; m , sm + 7721 + Qn] .
Megjegyzés. A A > 0 megoldasait a sikban abrazolhatjuk.
.%'2 + y? — 1
c .
) 4y =22 —2y=1r>—2

2

2
Tehdt 22 +2y = 3 — 1’ ésigya [ - y] +y® =1 egyenlethez jutunk.
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Tartalomjegyzék
A=8—(3—-7r"), tehat ha 2 —1 < r <+/2 +1, akkor van megoldasa a rendszer- Jegy

nek, ellenkezd esetben nincs. 7 € {+/2 —1,+/2 + 1} esetén a rendszernek egyetlen
megoldasa van, mig 7 € (v2 — 1, +/2 4+ 1) esetén kettd.

2 2 2 2
Az els6 esetben a megoldas: [%, g] vagy [— %, — %] ,

3—1r2 F.J8—(3—17) 3—7“2:|:w/8—(3—r2)2]

mig a masodik esetben: ,
4 4

Megjegyzés. Az a) alpontnal egy kor és egy egyenes metszéspontjat hataroztuk
meg, a masodik esetben egy parabola és egy egyenes és a harmadik esetben két kor
metszéspontjat.

3. Oldd meg a kévetkez6 egyenletrendszereket:

r+y+z=1 -z +y+3z=1 T+y—z2=—6
a) 13z -2y +2="6 ;D) 120 -3y +z2=5;¢€) 20 +3y+42=4 .
Py + S oy tyz oz =2 rH+rz—y =6 2y -2 =4

Megoldas. Az els6 két osszefiiggés alapjan kikiiszoboliink két valtozot.
a) Az els6 egyenletbdl kovetkezik, hogy y = 1 — z — 2z és igy a masodik egyenlet alap-

8757 Epbsl kovetkezik, hogy y — —i—>

jan z = ésigy a 192° — 50z +31 =0
: . , 31
egyenlethez jutunk. Ha x =1, akkor y =—1 és 2z =1, mig ha z = TR akkor

Yy = i €s z = —%. Tehat a megoldashalmaz M = «[(1, -1,1), [E L i]}

19 19° 19 19
b) =220 s ey =Ta T,
61
) M=1(-1,-2, 3),(—§,—2,@] .
3 721

4. Hatdrozd meg az (z—1) +(y—2)° =1 egyenletii kérhéz az origébdl hiizott
érintok egyenletét.
Megoldas. Az egyenes egyenlete y = cx, tehat az (z —1)° + (cx —2)* =1 egyen-
letnek egy megoldasa kell legyen. Az egyenlet

(® + 12" —22c+ 1)z +4=0

alakban irhato, tehata A = 0 feltételbol ¢, =0¢ ¢ = —%.

: 4
Az érint6k egyenlete: © =0 és y = —gx.
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o o ) ) , Tartalomjegyzék
5. Létezik-e olyan egyenes, amely érinti az y=x" —3x+2 és y=—x" +br —
egyenletii gorbéket?
Megoldas. Az egyenes egyenlete y = ax + b, tehat az
y=axr+>b y=axr+b
2 éS 2
y=x —3z+2 y=—x" +5r—6

rendszereknek egyértelmti megoldasa kell legyen. Ennek sziikséges és elégséges fel-
tétele, hogy (3 +a)’ =4(2—0b) és (5—a) = 4(6+0b).
Ha az el6bbi két dsszefliggés megfeleld oldalait 6sszeadjuk, a

B+a)+(5—a) =32
egyenlethez jutunk, tehat a =1 és igy b=—-2. A d:y=2—2 egyenes érinti
mindkét gorbét.

II1.3.1. Gyakorlatok (77. oldal)

1. Oldd meg a kovetkezo rendszereket:

1 1 4=
1.1, oty =T
a) i Y ; b) . 1 ) .

Megoldas. a) Az els6 egyenlet alapjan = + y = zy és a masodik egyenléségbdl

kovetkezik, hogy (z +y)° — 22y = 8. A t* — 2t — 8 = 0 egyenlet megoldasai t = 4

és ¢, = —2, tehat a megoldashalmaz
M={(22),(-1++3,-1—-+3), (-1 -3, -1++/3)}.

[u +ou="T

) rendszert kell megoldanunk.
u +uv+v =37

b) Az 1o u és 1_ v jeloléssel az
x

(u+v) =u" +2uv+v*, tehat ww =12 és igy (u,v)€{(3,4),(4,3)}. Ebbsl

kovetkezik, hogy M = {{1,1], [1,1]}
3°4) 4 3
2. Oldd meg a kovetkezo rendszereket:
r+y=1 41y =10 zy(z +y) = —12 ' +yt =2
a) 2 2 > 3 3 » € 3 3 _ ; 2 2/ 2 2\ _ o
r+y =13 2’ +y’ =26 z +y =37 ry(x” +y)=2

Megoldas. a) zy = %((z +y) —(a® +¢°))=—6, tehat M = {(3,-2),(-2,3)}.
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, Tartalomjegyzék
s°—=2p =10

b) Az x +y = s és zy = p jelolésekkel a rendszer alakban irhato.
s(10 — p) = 26

Ha kikiiszoboljiikk p-t, az s — 30s + 52 = 0 egyenlethez jutunk. Az egyenlet gydkei

s, =2,5,=-14+3J3 ¢ s, =—1-33.

Ha s =2, akkor p = —3, tehat az u’ —2u — 3 = 0 egyenletet kell megoldanunk.

Ebben az esetben (z, y) € {(3, — 1), (—1, 3)}.

Ha s, = —1+ 343, akkor P, =9-33 és (z,y) €

ﬂ?nf 1+V6VE =8 33 1—\/7] [3\/——1—\/67 343 — 1+\/7]}

Hasg:—1—3\/§,akkorp3:9+3\/§.igy:v ésyat’ +(1+3V3)t+9+3/3=0

egyenlet gyokei. A = —6+/3 — 8 < 0, tehat nincs valds gyok.
s-p=-—12
c) Az x4+ y=s és xy = p jeldléssel a rendszer ‘ 37 alakban irhato,

5-(s—3p) =
tehat s =1 és p = —12. Ebbdl kovetkezik, hogy M = {(4, —3), (-3, 4)}.
d)Az 2 =u, vy’ =v,majd u+v=s5 é u-v=p jeloléssel a rendszer
§°—=2p =2
L =2 alakban irhato.
fgy s° —2sp = 2s, tehat s =2 és p = 1. Ebbdl kovetkezik, hogy (u, v) € {(1,1)},
tehat M = {(1, 1), (=1, 1), (=1, — 1), (1, = 1)} .
3. Oldd meg a kévetkezo rendszereket:
sz+y+z)=1
;o S ylrty+z)=3.

2e+y+2)=5

2’ =3y +y’ =1 z(z +y) =10
a . ] ;
2’ +6xy +y° =17 )

Megoldas. a) Az = +y = s és ay = p jeldléssel a rendszer
s —hp=—1
[52 +4p =17
alakban irhato, tehdt p =2 és s € {£3}.1gy M = {(1,2), (2, 1), (~1,-2), (—=2,—1)}.

b) Ha a két egyenldség megfelelé oldalait 6sszeadjuk, az (z + y)° = 25 egyenldség-
hez jutunk. fgy = + y € {£5}, tehat M = {(2, 3), (—2,—3)}.
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c) Ha 6sszeadjuk az egyenletek megfelel6 oldalait kovetkezik, hogy = + y + z € {3},

tehat M = {[l 13 [_l,_l,_é]}.
33 3 3

1 1 1

—+—-+—-=1
4. Hatirozd meg az {T Yy 2 rendszer megolddsait a természetes szamok

r4+y+z=11
halmazaban.

s° —11s 10
Megoldas. Az x +y = s és xy = p jelolésekkel a p = =s—1—
s—10 s—10

egyenlethez jutunk. Mivel 0 < s <11, csak az s —10 € {—1, — 2, — 5} eseteket kell
megvizsgalni, tehat s € {9, 8, 5} .

Ha s =9, akkor p =18 ¢és (z,y) € {(3,6),(6,3)}. Ha s = 8, akkor p =12, tehat
(z,y) €{(2,6),(6,2)}, migha s =5, akkor p =6 és (z,y) € {(2,3),(3,2)}.
Tehat M = {(2, 3, 6), (2, 6, 3), (3,2, 6), (3,6, 2), (6,2,3),(6,3,2)}.

Megjegyzés. Az §+ 1 + 1 1, z, 4, z € N egyenlet 6sszes megoldasa is megha-

Yy 2z
tarozhato.

II1.4.1. Gyakorlatok (78. oldal)

1. Oldd meg a kovetkezo rendszereket:
{2z2+3y2:11 [m2—$y+y2:7 2’ — 3y =27
a)q , ;

; Y .
’ —y’ =5 22" + 3y —y° =1 ) Y + 3y = —14
Megoldas. a) Ha a masodik egyenletet szorozzuk 3-mal és a két egyenldség

megfeleld oldalait 6sszeadjuk, az 52° = —4 egyenléséghez jutunk, tehit a rendszer-
nek nincsenek valos megoldasai.
b) Ha a masodik egyenlet mindkét oldalat szorozzuk 7-tel és kivonjuk az egyenletek

megfeleld oldalait, a 13z° + 222y — 83> = 0 egyenldséghez jutunk.

Mivel y = 0,a ¢ = — jeloléssel 13 +22t —8=0. A=4-(121+13-8) = 2215,
y

tehat ¢ € {—2, %} Ha t = —2, akkor * =1 ésigy (z,y) € {(-2,1),(2,—1)}. Ha

4 , 169 4 13
t = —, akkor y*> = —, tehat (z,y) € ,
T T (z,9) {[ ]

BE _13]}

c) Az els6 egyenletet szorozzuk 14-gyel és a masodikat 27-tel, majd 6sszeadjuk a két

egyenléség megfeleld oldalait. Igy a 142 4+ 392y + 27y* = 0 egyenldséghez jutunk.

Tartalomjegyzék
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Mivel y = 0,a t = = ismeretlenre 14¢* + 39t + 27 = 0 ésigy A = 39" —4-14-27 =
Y

=9-(132—12-14):9,tehétte{—é,—g},
2’ 7
49

Ha t = —%, akkor (z,y) € {(3,—2),(—3,2)}. Ha pedig ¢t = —%, akkor ¢ =10’

tehat (z,y)e{[—\/gl)_o,\/z_o],[\/?_o,—\/i_o]}.

II1.6. Feladatok (80. oldal)

1. Oldd meg az

4oy +yt =21

T+ Jry +y="7
egyenletrendszert a valos szamok halmazan. (Felvételi 1999)
Megoldas. Az z+y=s é zy=p jelolésekkel s> —p=21 és s+ p=17,
tehat s + /s> —21 = 7. 1gy s* > 21 és, tehat s = 5. Ebbdl kovetkezik, hogy p = 4
ésigy M ={(4,1),(1,4)}.
2. Egy apa életkora 5 évvel tobb mint harom fia életkoranak ésszege. Tiz év mulva
kétszer annyi idos lesz mint a legnagyobb fia, husz év mulva kétszer annyi idos lesz
mint a kozépsé fia és harminc év mulva kétszer olyan idds lesz mint a legkisebb fia.
Hany éves az apa? Hat a fiai?
Megoldas. Ha a az apa életkora és f > f, > f, a harom fiu életkora, akkor
a=f+f+f+5
a+10 = 2(f, +10)
a + 20 = 2(f, + 20)
a+ 30 = 2(f, + 30)
Ebbdl kovetkezik, hogy 3a =2(f + f, + f,) +60 =2(a — 5) + 60, tehat a = 50,
[ =20, f,=15¢és f, =10.

3. Egy tutaj az A-bol a B -be indult. 2,4 6raval utina elindult egy motorcsonak,
amelynek sebessége 20 km/h. A csénak, miutan utolérte a tutajt, rogton visszafor-

dult. Ha 3,6 ora miuilva a csonak visszatért A-ba és a tutaj beért B -be, hatdrozd meg
a viz sebességéet.



112 Egyenletrendszerek

Megoldas. Az AT = r tivolsigot a tutaj ¢ = z

UU
id9 alatt teszi meg (v, - a viz sebessége). Ugyanakkor 4 T B
t, =24+ z mert a motorcsénak T -ben éri H H
20 + v,

v

2,4-v,(20 +v,)
20

utol a tutajt. A két egyenldségbdl z = . Masrészt ¢, = 3,6 h milva a

motorcsonak visszaér A-ba, tehat ¢, = ésigya

v

6 — 2,4-v,(20+v,)
20(20 — v,)
egyenlethez jutunk. Tehat a viz sebessége 10 km/h.

)

4. Két kiildonc egyszerre indul, az egyik A-bol a B -be, a mdsik B -bdl az A-ba. A
talalkozas utan az egyiknek 16 ordra, mig a masiknak 9 orara volt sziiksége ahhoz,
hogy célba érjen. Tudva, hogy mindkettonek egynletes a sebessége, hatarozd meg,
hogy hany ora alatt tették meg az egész utat kiilon-kiilon!

Megoldas. Jeloljik 7' -vel a taldlkozdsi pontot, v, és wv,-vel a két kiildonc

sebességét és ¢ -vel a talalkozasig eltelt id6t. A feltételek alapjan:
AT:UA’t:UB‘lﬁ A T B
BT =v,-t=wv,-9 ’ !

A

v 1

tehat 4 = 76 = é ¢sigy t = 12. Tehat a két kiildoncnek kiilon-kiilon 28 és 21 orara

v
B

volt sziisége a tavolsag megtételére.

5. Az A és B pontok kézitt egy autobusz kozlekedik, amely csak A-ban és B -ben
all meg, mindeniitt 3 percre. Ismerjiik a kévetkezoket:

a) Az autobusz sebessége dllando.

b) 9 6ra 8 perckor az autébusz dathaladt a C ponton B felé.

c) 11 6ra 28 perckor indult A -bol.

d) 13 ora 16 perckor érkezett B -be.

e) 14 ora 4 perckor dthaladt C -n, megint B felé.

f) A cukraszmester 58 percen at figyelte az utcadt és nem latta elhaladni a buszt.

g) A pékmester 20 perc alatt kétszer latta az autobuszt.
Hogyan helyezkedik el a cukraszda, a C pont és a pékség az AB szakaszon?
Megoldas. Az autobusznak az Gt megtevéséhez legalabb 30 percre van sziiksége,
ellenkezé esetben lehetetlen volna az f) feltétel. Ugyanakkor a c¢) és d) feltételek

alapjan 13h 16’ —11h 28’ = 108’ alatt megtett néhany utat, beleszdmitva a 3 perces
allasokat is. A d) és e) feltételek alapjan 14h 4’ —13h 16" = 48’ alatt legalabb egy

utat megtett. igy a 108’ alatt pontosan harom utat tett meg, A-bol B -be, majd B -bél

Tartalomjegyzék
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!/ !/
A-ba és ismét A-bol B -be. Tehat egy ut megtételéhez sziikséges id6 108" =6 =

/
_ 102 34" . Ebbdl kovetkezik, hogy 13h 19" + 34" = 13h 53’ -kor érkezett ismét

A-ba. 13h 56’ -kor indult B -be és 8 perc mulva athaladt C -n ( e) feltétel). Mivel a

sebessége allandd a C' pont az AB szakasz % = % részénél helyezkedik el (A-

hoz kozelebb). Az ABA vagy BAB utvonal bejarasahoz 68’ + 3’ = 71" sziikséges.
Ha a cukraszmester 58 percen at nem latta elhaladni az autébuszt, akkor az egyik

o1
varostol szamitott tdvolsaga nem lehet nagyobb mint é-ad része az AB tavolsag-
nak. Hasonloan a pékség az egyik varostol nem lehet % AB tavolsagnal messzebb.

6. Taldljuk ki azt a szamot, amelyhez hozzaadjuk a harmadat, majd ebbdl levonva az
igy kapott szam hatodat, az eredmény 100. Dontsiik el, hogy jo-e az alabbi
probalgatasos modszer?

1. Tegyiik fel, hogy a keresett szam 144. % =48, 144 + 48 =192, 192 =32,
192 — 32 = 160. Mivel nem 100-at kaptunk, a keresett szam nem 144.
108 % =24,

2. Tegyiik fel, hogy a keresett szam 108. ? = 36, 108 + 36 = 144,

144 — 24 = 120. Most sem 100-at kaptunk, tehdt a keresett szam nem is 108.

A két rossz eredménybdl a kovetkez6 szamolasokat végezziik:
Elsé tévedés 60, masodik tévedés 20. A mellékelt dbra szerint a 144><60
144-20 és 108-60 szorzatok kiilonbséget elosztjuk a hibdk kiilonb- 108~ “9(

segevel 108-60 — 14420 = 90, a keresett szam 90. Miért?

60 — 20
. et s r 1 T
Megoldas. A ,kitalalas” az z + 3% [a: + 3

=100 egyenlet megoldasat jelenti.

Altaldban az ax = b egyenlet megoldasara hasznaljuk a feladatban leirt talalgatasos
modzsert. Ha z és x, a két probalkozas, akkor a két tévedés b —ax, €s b—az,,

tehat a tablazat

x b— ax
\>< :

o b
o xl(b—axZ)—xz(b—axl) b(m’l—xz) b .
¢és igy = = ——, ami éppen az egyenlet megol-
b—ar, —b+ax, a(z, —x)) a

dasa.

Tartalomjegyzék
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7. Kétfele eziistiink van. Az egyik 11 karatos, a masik 14 kardtos. Mennyi kell az egyes
tipusokbol, hogy 1 font 12 karatos eziistot lehessen 6tvozni? 11 2=14-—12
Jo-e a feladatra a kovetkezo megoldas? 12 kardtos

Tehat 1 rész 14 karatos és 2 rész 11 karatos 14 1=12-11

eziist sziikséges az otvozethez.

Megoldas. Ha a és b karatos eziistb6l ¢ karatosat szeretnénk 6tvozni, akkor az
a-k +b-k,

ko+k
egyenl6ség kell teljesiiljon, ahol & és &, a két mennyiség. fgy (b— ok, = (c—a)k,,
tehata k = (b —c) és k, = (c — a) megfelel, tehit a megoldas helyes.

5 6=12_¢6 8- Egy fiiszeriizletben haromféle tea van: ceyloni, amely fonton-
6< keént 58, indiai, amely fontonként 83 és kinai, amelybdl egy font
12 1=6-5 ]28. Milyen aranyban kell e hdrom tedt keverni ahhoz, hogy 1 font
/5, 2=8-6 keverék 65 legyen? '
6 >< Helyes-e okoskoddasunk?
8 1=6-5 ehat 1 resz kinai, 1 rész indiai es 6 + 2 = 8 rész ceyloni tea kell.
\ Tehat 1 rész kinai, 1 ré diai és 6 + 2 =8 ré vl kell

Megoldas. Ha £ , k, és k, a felhasznalt mennyiségek, akkor a keverék éra:
Bk, + 8k, + 12k,
k +k, +k,
Ha ez 6, akkor 5k + 8k, + 12k, = 6(k + k, + k,) vagyis
(&;_@)Ig + (Q{—_G)ks =(6-5)k, .

fgyak, =k =6—5 ¢és k =(8—6)+ (12— 6) megoldés helyes.

9. Ha egy kétjegyii szam kétszeresébdl 1-et kivonunk, akkor az eredeti szam jegyei
forditott sorrendben jellenek meg. Melyik ez a szam?

Megoldas. A feltételek alapjana 2-ab —1 = ba , tehat 19a = 8 +1. Mivel b <9,
a <4 és a paratlan. Az a =1 nem lehetséges és a =3 esetén b=7. gy az
egyetlen megoldas a 37.

10. Egy feérfi kétszer annyi idos, mint a felesége volt akkor, amikor a férj annyi idds
volt, mint a felesége most. A férj és a feleség éveinek a szama valamint ezek dsszege is
aa alaku. Hany éves a férj és a feleség most?

Megoldas. Ha f = aa a férj életkora és fe = bb a feleség életkora, akkor

aa = 2-(bb — (aa — bb)),
tehat 3a = 4b és mivel a,b € {1,2,3,4,5,6,7,8,9}, csak az a =4 és b = 3 vagy

a =28 és b =6 eset lehetséges. A masodik esetben az aa + bb Gsszeg nem kétjegyi,
tehat a férj 44 éves ¢és a feleség 33.

Tartalomjegyzék
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11. Egy kor keriilete 100 m. Ha e kéron két test ugyanabban az iranyban mozog, L Bl s

akkor e testek 20 mdsodpercenkeént talalkoznak. Ha ellenkezé iranyban mozognak,
akkor 4 mdsodpercenkeént. Mekkora utat tesz meg mindegyik test egy mdsodperc alatt?
Megoldas. Ha v, és v, akét test sebessége, akkor az adott feltételek szerint

4(v, +v,) =100
20(v, —v,) = 100
Tehat v, =15 Wy és v, = 10 My,
12. Oldd meg és targyald az
ar+4y+72=0
2 +ay+72=0

x—2y+az=0
egyenletrendszert, ha a € R. (Felveteli 1995)
Megoldas.
a 4 7
A=12 a T7=d —a.
1 -2 a

A (0,0,0) megoldasa a rendszernek tetszéleges a € R esetén. Az ettdl kiilonbozd

megoldasok létezésének a feltétele A = 0, vagyis a € {—1,0,1}. Ha a = —1, akkor

a megoldashalmaz M = {[g a, a, —%] la € R}. Ha a=0, akkor M =

:{[—ga,—ga, oz]]oc € R} ésha a=1,akkor M ={(3a, o, — ) | « € R}.

13. Oldd meg az

$1995 + y1995 — 1 _"_ 21995
IS o y3 _ _7

egyenletrendszert a valos szamok halmazaban. (Felvételi 1995)
Megoldas. A rendszer irhat6 az

1995 1995 1995
{.’E b 1=2 b y 5

$3_1:y3_23

alakban is. Masrészt z°""" — """ és z — y eldjele megegyezik, tehat 2 —y és y — 2

elojele ugyanolyan mint z — 1 eldjele. Ez csak akkor lehetséges, ha y =2 és igy
x=1.Tehat M ={(1,2)}.
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14. Oldd meg a valos szamok halmazaban az

Jet+y+Jr—y =6
[z,Q o y? — 8
egyenletrendszert. (Felvételi 1997)
a+b=26
Megoldas. A \Jx +y =a és Jx —y = b jeloléssel a rendszer b3 alakban
aop =

irhato. Igy (a,b) € {(2,4), (4,2)}. Ha (a, b) = (2, 4), akkor (z, y) = (10, — 6) és ha
(a,b) = (4,2), akkor (z, y) = (10, 6). Tehat M = {(10,—6), (10, 6)} .

Fofl-s
Y x 2
1 1 )
——=—
z y 16

egyenletrendszert a valos szamok halmazaban. (Felvételi 1997)
Megoldas. Ha closztjuk a két egyenldség megfeleld oldalait, az zy = 64 egyenld-

séghez jutunk és igy = + y = 20, tehat (z, y) € {(16, 4), (4, 16)}.

15. Oldd meg a

mr + 1y = m’
16. Oldd meg és targyald a kovetkezé egyenletrendszert:
z+my=1

Megoldas. (m —1)(z—y)=m’—1. Ha m =1, akkor nem tudunk elosztani
(m —1) -gyel, de az eredeti rendszer két egyenlete ekvivalens és igy M = {(a, 1 — ) |
la €R}. Ha m=1, akkor z—y=m+1, tehast (m+1)z=m>+m+1 és
(m+1)y =—m. m = —1 esetén a rendszer Osszeférhetd és hatarozott, a megoldasa
m'+m+1 —-m
m+1 " m41

, mig m = —1 esetén 0sszeférhetetlen.

17. Oldd meg az

1
x+y+ 2 =a+—
Ty T+y a
— 1
N
LY r—Y
egyenletrendszert a valds szamok halmazdban, ha a,b € R’ . (Felveteli 1995)

- 1 1 1
Megoldas. Ha u+— = a +—, akkor u* — [a + -
u a a

Ez alapjan a kdvetkezo eseteket kell letargyalni:

1
u+1=0, tehat ue{a,—}.
a

Tartalomjegyzék
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Tartalomjegyzék
zty _, sty _ z+y 1 vy 1 Jegy.
Y : 7 Y : 3] a : n Y a -
x_y:b $—y:l x_y:b w_y_l
Yy xy b zy xy b
Az elsé esetben 7 = és y = 2 haa® -0 =0.
a—b a+
. 2
A masodik esetben z = és y = ha ab & {£1}.
ab—1 ab+1
A harmadik esetben 7 = ———— és y= Y ha ab g {£1}.
1—ab ab+1
A negyedik esetben z = 2ab és y = 2ab haa® —0*=0.
b—a a+b
Tehat a kovetkez6 tablazatba foglalhatjuk 6ssze a megoldasokat:
A megoldashalmaz
o’ =b", abe {1
{+1} M —o
(av b) S {(1’ 1)> (1’_1)’ (_17 1)7 (_17_1)}
2b 2a 2a
2 _ g2 M _ ’
¢ b de ab & {&1} {[ab—l ab+1 [1—ab ab—l—l]}
2 2ab  2ab
2= b" de ab € {£1 = [ [ ; ]
@ = b deabe {2l —ba+b b—a a+b
a* = b’ és ab & {£1} =M,U
18. Oldd meg az
z+y =3z
> +y* =52
2’ +y’ =9z
egyenletrendszert a valos szamok halmazaban. (Felvételi 1995)
T+y =3z T+y=3z
Megoldas. Az { , I rendszerekben z -t paraméternek
" +y =52 ' +y =9z

tekintjiik. Ha z = 0, akkor a masodik egyenlet alapjan = = y = 0, tehat feltételez-

2
hetjiik, hogy z = 0. gy az el6bbi két rendszerbdl zy = % és oy = 32" —1

adodik, tehat =z € {1, %} Ha z=1, akkor z+4+y=3 é zy=2 alapjan
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Tartalomjegyzék
(z,y)€{(1,2),(2,1)}.Ha z = %, akkor z +y =2 és zy = %, tehat

3+6 3—6)(3-6 3+6
(x7 y) 6 ) 9 ) .
3 3 3 3
19. Oldd meg a valos szamok halmazaban a kovetkezé egyenletrendszert:
u+v=2
ur + vy =3
ur’ + vy’ =5
ur’ + vy’ =9
u+v=2 ur® +vy’ =5
Megoldas. Az és f ( rendszerekben z -et és y -t para-
ur +vy =3 uz® +vy® =9

3—2y 3—2z
t—y y—=x

B [ 9-5y 9—b5z
w*(z—y) v’y —2)
. -2 - -2 -
egyenléséghez jutunk. Tehat 32 = ? il és 32 = 29 oT
z—y z(r—y) y-z Y-z
eset nem lehetséges mert ellentmondashoz vezet, akarcsak az x = 0 vagy y = 0. Az
2°(3—-2y) =95y
elébbi egyenldségek alapjan: | | . Ha kivonjuk és Osszeadjuk a
y (3—22)=9—5z
3r+y)—2zy=5
, ) rendszerhez
3(z” 4+ y°) —2zy(z +y) = 18 = 5(z + y)
jutunk. Ebbél kovetkezik, hogy = +y = 3 és zy = 2, tehat (z, y) € {(2,1), (1, 2)} és
igy M = {(2’ 17 17 1)7 (17 2’ 17 1)} (x7 y? u’ v a Sorrend)'

20. Oldd meg az

méternek tekintjik. gy az (u,v) :[

Az =y

megfeleld oldalakat, akkor a {

Ay =12
zy +yz + 20 =12

egyenletrendszert a valdos szamok halmazaban.
Megoldas. Mivel z° +y° + 2° = 2y + yz + 2z kdvetkezik, hogy 7 =y = 2 (lasd
9.1.3. feladatot a 28. oldalon) és igy M = {(2,2,2), (-2, —2, — 2)}.

21. Oldd meg az

Y+ 0 =10
2y +yz + 2t +tu+uxr =10
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Tartalomjegyzék

egyenletrendszert a valos szamok halmazaban.
Megoldas. A 9.3.4. Alkalmazdsok 2. feladata alapjan (lasd a tankonyv 34. oldalat)

rT=Yy=z= t=ués igy M= {(\/57\/57\/57\/57\/5)7 (_ﬁa_ﬁa_ﬁa_ﬁa_ﬁ)}
22. 0ldd meg az

1
r+y+—=3
z
1
r+—+2z=3
Y
1
—+ty+z=3
T

egyenletrendszert a valos szamok halmazaban.
Megoldas. Ha z = y = z = z, akkor paronként kivonjuk egymasbol az egyenlete-

ket és igy az xy = yz = 2o = —1 0Osszefiiggésekhez jutunk. Ebbdl kdovetkezik, hogy
x =y = z tehat a rendszernek nincs olyan megoldasa, amelyre z = y = z = . Ha

r=y=z,akkoraz x =y=z2=1¢éx=y=12 —% megoldasokat kapjuk.
A szimmetria miatt a tovabbiakban feltételezhezjiik, hogy z =y = 2. gy a

1
20 +—=3
2

1
r+—+2=3
x

rendszert kell megoldanunk. Ebbdl kovetkezik, hogy zz = —1, tehat z =3 ¢és igy

M= {(17 1> 1)a [la la l]a [3a 3a _l]a [Ba _la 3]? [_la 37 3]} .
2°2 2 3 3 3

23. Oldd meg az

a1—4a2+3a3 >0

a, —4a, +3a, 20

a —4a.  +3a.. >0

1999 2000 2001
Qo0 — 4&2001 + 3a1 >0
O 4a, +3a, >0

egynlotlenségrendszert a valos szamok halmazaban.

Megoldas. Ha osszeadjuk az egyenléségeket a 0 > 0 Osszefiiggéshez jutunk, tehat
egyetlen egyenldtlenségben sem teljesiilhet szigorti egyenldtlenség (ebben az esetben a
0> 0 ellentmondashoz jutnank). Tehat a, —4a,  +3a, , =0, k=1,2001, ahol

2

a2002 = (1,1 cs a2003

= a, . Bizonyithato, hogy
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Tartalom;j ek

30, —a,  9a, —a,) artalomjegyze

a, = + —, k=1,2001.
2 2-3

= a, feltételek alapjan a, = a, ésigy a, = a , k =1,1999.

Az a2002 = al cs a2003

24. Oldd meg az
T+y+tz=m
x? + y? + ZQ — m?
1‘3 _|_ y3 + Z3 — m3
egyenletrendszert a valos szamok halmazaban, ha m € R .
Megoldas. (u—2)(u—19y)(u—2)=u’—(v+y+2)u" + (vy + yz + 22)u — 7Y2 .
m' =2+ ¢+ 2" = (@ +y+2)° -2y +yz+ 21),
tehat xy +yz + 20 =0 ésigy z, y és z az
uw* —mu® —c=0
egyenlet gyokei, ahol ¢ = zyz . Ez alapjan
m' =2+’ +2=m- (" +y" +2°)+3c=m’ + 3¢,
tehat ¢ = 0 ésigy M = {(m, 0, 0), (0, m, 0), (0,0, m)} .

25. 0ldd meg az

x3y3z4 — 1
:1323/325 — 3

egyenletrendszert a valos szamok halmazaban.
. ,, o , . 1
Megoldas. Ha az egyenletek megfelelé oldalait paronként elosztjuk, az T 5
Y

2 . .
¥_ 3 é¢s 2 =3 Osszefiiggésekhez jutunk. Tehat y = 2z és z = 3z . Ez alapjan

8

1=2%%2" =2 82° -8lz' =8-81-2",

ahonnan z = j:;. Tehat a megoldashalmaz :

M 1 2 3 1 2 3
o 1\0/233471\()/2334,1\0/2334 ,_1\()/23'34,_1\0/23'347_10[23_34 ’
26. Mi a feltétele annak, hogy az
rt+ytz=a
xy+yz+ze=2>0

egyenletrendszer megoldhato legyen?
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. ) ., . L ) Tartalomjegyzék
Megoldas. Az (z +y + 2)° > 3(zy + yz + 2x) egyenlbtlenség alapjan az a” > 3b

feltétel sziikséges. Masrészt ha kikiiszoboljik z -t és rendezziik = hatvanyai szerint, az
4ay—a)+y  —ay+b=0 (1)

egyenlethez jutunk. A rendszernek pontosan akkor létezik megoldasa, ha az (1) egyen-

letben létezik olyan y € R, amelyre A = —3y” + 2ay +a’ —4b > 0. Ez pontosan

akkor lehetséges, ha A = 164" —48b > 0, tehat az a® > 3b feltétel elégséges is.

27. Bizonyitsd be, hogy ha © +y+ 2 =6 és xy +yz + zx =9, akkor z, y, z € [0, 4].
Megoldas. Akarcsak az el6bbi feladatban, a z kikiiszobolése utan az

2 +ay—6)+y —6y+9=0
egyenlethez jutunk, tehat A = —3y* +12y >0 és igy y € [0, 4]. Hasonléan l4that6

be, hogy z, z € [0, 4] (vagy a szimmetria alapjan).

28. Bizonyitsd be, hogy ha a, b, z,y, 2z € R, t +y+ 2 =a és vy + yz + zx = b, akkor

a’ —3b
T
Megoldas. Ha = > y > 2, akkor max{z, y, 2} — min{z, y, 2} =z — 2z és

max{z, y, z} —min{z, y, 2} <2

(r—2)=2"+2"-212=(a"—2b—9") =200 —yla—9y)) = —3y° +2ay +a’ —4b.

Dea —3y” + 2ay + a® — 4b kifejezés maximuma

A _16a2—48b_4_a2—3b
“1.(-3) 12 3
2 2
ésigy(m—z)2§4-a 33b,vagyis z—2<2/2 33b.

29. Oldd meg az
JiFy+yr—y=6
Yz +y) (@ —y) =8

egyenletrendszert a valos szamok halmazaban.

Megoldas. Az Jz+y =a és 3x—y => jelolésekkel az [

a+b=6
ab =38
letrendszerhez jutunk, tehat (a, b) € {(2, 4), (4, 2)} ésigy M = {(34, —30), (12, 4)}.

egyen-

30. Oldd meg az

T=.y+45—Jy+5
y=+Jr+45 —Jz +5
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egyenletrendszert a valos szamok halmazaban.
Megoldas. Mindkét egyenletet atrendezziik és négyzetre emeljiik. Igy a

QxW =40 — 2

{2y\/m =40 —y’

rendszerhez jutunk. Ebbol
42°(y +5) = 1600 + 2* — 802°
{4;/2(2: +5) =1600+ ' — 80y’
tehat
dzy(z —y) +20(z —y)(z +y) = (z —y)(z +y) — 80(z — y)(z + ).

Ha z = y, akkor a 4zy + 100(z + y) = (z + y)(2* + y*) egyenléséghez jutunk, mert
T=Jy+45—-Jy+5>0 é y >0, tehat 100 —2> —y* > 0. Ha = =y, akkor
az(r — 4)(z° — 100z — 400) = 0 egyenlethez jutunk. Mivel az z° — 100z — 400 = 0
egyenletnek a [0, 7] intervallumban nincs gydke, a rendszer egyetlen megoldasa az

r=y=4.
31. Oldd meg az

T+, +.. .+, =
, neN

o3 NS

:vf —1—:1:3 +ot 1 =

egyenletrendszert a [—1, + oo) intervallumban.
) 1Y .

Megoldas. A 47° — 3z +1=4 [x - E] (z + 1) felbontas alapjan

42 —3z+1>0,ha z > —1.
Tehat

O§4-fo—3-2xi+n:4-§—3-g+n:0.
i=1 i=1

— . 1
Ez csak akkor Iehetséges ha 4xf —3z,+1=0, i=1n,vagyisha z, = 5 i=1n
32. Oldd meg az
Tt+ytz=a
1 1 1 1
===
xT Yy z a

Ty +yz +2x = —2

egyenletrendszert a valos szamok halmazaban, ha a € R. (Felvételi 1999)
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Megoldas. A masodik egyenlet alapjan TYET AL =, tehat zyz = —2a. Igy
a

Yz
7, yés zaz u’ —au® —2u + 2a = 0 egyenlet gydkei. Az egyenlet (u —a)(u’ —2) =0
alakban irhato, tehat M = {(a,~/2,—/2), (a,—2,2), (N2,a,—/2), (—/2,0,~/2),
(V2,—2,a), (—~2,2,a)} .
33. Oldd meg és targyald az
mr+y+z2=0
r+my+z=0
r+y+mz=0
Byt +2 =3

egyenletrendszert a valos szamok halmazaban, ha m < 0. (Felveételi 1999)
Megoldas.

m 1 1

1 m 1l=m’+2-3m=(m-17(m+2),

1 1 m

tehat ha m € R\ {1,—2}, akkor az els6 harom egyenletbdl alkotott rendszernek

egyértelmli megoldasa van és az nem teljesiti az utolso egyenletet. Mivel m < 0, csak
az m = —2 esetet kell megvizsgalni. Ebben az esetben z = y = z, tehat a megoldas-

halmaz M = {(1, 1, 1), (-1, -1, —1)}.

34. Oldd meg a kovetkez6 egyenletrendszert a valos szamok halmazaban:

2 —yr=1
Y —xz =2
2 —ay=-—1

Megoldas. Szorozzuk az elsé egyenletet y-nal, a masodikat z -vel és a harmadikat
x -szel. Ha 6sszeadjuk az igy kapott egyenletek megfelel6 oldalait, az y + 2z —x = 0

Osszefiiggéshez jutunk. Ha az els6 egyenletet z-vel, a masodikat x -szel és a
harmadikat y-nal szorozzuk a z+2x —y =0 egyenlethez jutunk. Ebbol a két

egyenletb6l x = —3z ¢és y = —bHz . Ha ezeket visszahelyettesitjiik az els6 egyenletbe,

az M = [— 5 5 L ] [ 5 o1 ] megoldashalmazt kapjuk
\/ﬁ? \/ﬂ?\/ﬁ? \/ﬁ’\/ﬁ? ‘\/ﬂ g p] °
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. . . . Tartalomjegyzék
IV. A matematikai logika elemei 1

IV.1.2. Gyakorlatok és feladatok (87. oldal)

1. Készitsd el az alabbi kijelentések logikai értéktablazatat:

a) 1(1p); b) pAg; c) pVag; d) pA(pVa);
e)pVipAg); HVeVvr; g pVgVvr); h)y(pAgVr;
i) (pvoAar;  HVan(gvr); k) (pAT)V(gAT).
Megoldas.
a) f)
p | | 1) P la|r| pvVa|(pvevVr
o T 1 5 0] o] o 0 0
T T o 1 001 0 1
Megjegyzés. A tiblizatbol kovetkezik, g } ‘1) i i
hogy 1(Tp) = ». 1 0o 1 1
b) 1 o1 1 1
p | a| pAg 1 1]o0 1 1
0] o 0 1|1 |1 1 1
0 | 1 0
1] o0 0 g
1 1 1 p q r qvr | pV(gVr)
o) o] o0o]o 0 0
0] 01 1 1
P 19| pVg o] 1]o0 1 1
0] o 0 0| 1| 1 1 1
0|1 1 11 oo 0 1
1] o0 1 1 0|1 1 1
1 1 1 1 1]0 1 1
d) 1| 1] 1 1 1
p q pVaqg | pA(pVy) h)
0] o 0 0
A
0 A A 0 P q r pAqg | (pAg)VT
T o 0 0 0] oo 0 0
T 0 0 0] 01 0 1
| oo
A vV (pA
ﬁ z poq p ((1)7 q) T T o o 0 0
o T 0 0 1o 1 0 1
5 0 1 110 1 1
1|1 |1 1 1
1|1 1 1
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i) Tartalomjegyzék
Pl q | r pVqg | (pVg AT
0 [0] O 0 0
0|01 0 0
0 1|0 1 0
0 1 1 1 1
1 0] 0 1 0
1 0| 1 1 1
1 1|0 1 0
1 1 1 1 1
i)
P |a | r | PV gvVr | (pVg A(gVr)
0| 0] 0 0 0 0
0|01 0 1 0
0 1|0 1 1 1
0 1 1 1 1 1
1 0] 0 1 0 0
1 0 | 1 1 1 1
1 1|0 1 1 1
1 1 1 1 1 1

2. Bizonyitsd be a kovetkezd oOsszefiiggéseket:
a)pAg=qAp; b)pvg=qVp; € pA(gAT)=(pAg AT

d) pV(gvr)=(pVagVr; e) pVighnr)=(@VOA(pVr);
HpAgvr)=mAgV(pAT).
Megoldas.

a) Elkészitjiik a p A q és g A p kijelentések logikai értéktablazatat:

D q pAq qNADp
0 0 0 0
0 1 0 0
1 0 0 0
1 1 1 1

Az értéktablazat alapjan p A ¢ és ¢ A p egyiddben igaz,tehat p Aq=qA p.
b) Hasonldan, az értéktablazat:

—_—— = O <
»—»—»—AO<

p
0
0
1
1

el k= L kel i)

Tehat pVg=qVp.
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¢) Az értéktablazat: Lenizl ey e
Pl qa | | ghT | pPAg | pA(gAT) | (PAQ AT
0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0
0 1 1 1 0 0 0
1 010 0 0 0 0
1 0 1 0 0 0 0
1 1 0 0 1 0 0
1 1 1 1 1 1 1
Az értéktablazatban az utolso két oszlop azonos, tehat p A (g A1) = (p Ag) A .
d) Az 1. feladatban az f) és g) pontokban mar elkészitettik a (pVgq)Vr és
p V(g V) logikai kijelentések értéktablazatat. Ezek alapjan (pVq)Vr=pV(gVr).
e)
Pl qa | r | aAT | pV(gAT) | PVq | PVT | (pVQA(pVT)
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 1 0
0 1 |0 0 0 1 0 0
0 1 1 1 1 1 1 1
1 0 0 0 1 1 1 1
1 0 1 0 1 1 1 1
1 1 0 0 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1

Az értéktablazat kiemelt oszlopai megegyeznek, tehat p vV (¢ A7) = (pV @) A(pV ).
f)

P a | r | qVr | pAlgVr) | pANqg | pAT | (pAQV(pAT)
01010 0 0 0 0 0
0 ] 01 1 0 0 0 0
0] 11]0 1 0 0 0 0
0 [ 1|1 1 0 0 0 0
1 {0] 0 0 0 0 0 0
1 [0 ] 1 1 1 0 1 1
1 [ 110 1 1 1 0 1
1] 1] 1 1 1 1 1 1

A fenti tablazat alapjan p A(gVr)=(pAq)V(pAT).

3. Bizonyitsd be a kovetkezd dsszefiiggeseket:
a) poqg=q<p; b)(p—q—rFp—(g—7);

c) p—a=1(pA(la)); d) p—q=(lg)—(Tp).
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Megoldais. A bizonyitisokat értéktablazatok segitségével végezziik el. L Bl s
a
) p q p—q | qg—Pp
0] o0 1 1
0| 1 0 0
1] 0] o 0
1 1 1

Tehat p<—>g=q < p.

b)
D q r P —q (p—q)—r q—rT p—(qg—r)
0 0 0 1 0 1 1
0 0 1 1 1 1 1
0 1 0 1 0 0 1
0 1 1 1 1 1 1
1 0 0 0 1 1 1
1 0 1 0 1 1 1
1 1 0 1 0 0 0
1 1 1 1 1 1 1

A kiemelt oszlopok nem egyeznek meg, tehat (p — q) = r £ p — (¢ — 7).

c)
o | o) | Voa ()

—_— oo 3
—_— OO

0
0
1
0

— = |-

1
0
1
0

hS
|>—ao>—t>—t l
L

A tablazat alapjan p — ¢ =1(p A (Tg)).
d)
Tp | Tg [ p—=a]| (Tg)—(Ip)

el el k= =2 IS
— OO
OO | ==
(=) e o
—_ O ==
—_ O ==

Tehat p — q = (—|q> — (—lp)

4. Bizonyitsd be, hogy az alabbi kijelentések logikai értéke 1, fiiggetleniil az Oket
alkoto kijelentések logikai értekétol.
a) p—(pVa); b) (p Ag) = p; ) (pA(p—a)—a;

d (p—Alg—r)—=(—r); ep—=9—(g—r)—@-—r):
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) 1(p A (Tp));

Megoldas. A logikai értéktablazatokat hasznaljuk.

128
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g »V(lp);

p—(pVa)

PAg

b)

p—(pVa)

(pA(p—4q)—q

(p—=N(g—=r)—=(p—r)

p—=9—=(g—=r)—=(p—r)

pA(p—q)

p—o>r

p—>4q

p—4q

P—=gN(g—r)

pPVyq

(g—r)—=(@—r)

tehat p — (p V ¢) tautologia.

c)

ri\p—>q| q—>r

q—>r | p—o>r

r

d)

p|q

e)

)

(e (Tp))

pr(p)

Ip

h)

p

p\/<—|p)

1p

g)
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5. Hany kiilonbozé modon lehet kitdlteni az alabbi tablazat harmadik oszlopat, ha
minden helyre 0 vagy 1 keriilhet? Bizonyitsd be, hogy a |, \/, A miiveletek segitségé-
vel mindegyik oszlop kifejezheto.

P q (p, q)
0 0
0 1
1 0
1 1

Megoldas. Minden egyes kapott oszlopnak feleltessiink meg egy kettes szamrend-
szerbeli szamot, a kovetkezdképpen:

(», q)

oszlopnak , ahol a, b, ¢, d € {0, 1} feleljen meg az abcd(2) szam.

o
o S

d

A fenti megfeleltetés jol értelmezett (abed valoban egy 2-es szamrendszerbeli szam
lesz), és egyértelmii, vagyis minden oszlopnak egy €s csakis egy szam felel meg.

Tovabba, ha tekintjiikk a 2-es szamrendszerbeli szamokat 0000-t61 1111-ig, akkor ezen
szamok mindegyike megfelel egy oszlopnak, tehat ugyanannyi oszlop van, mint ahany

2-es szamrendszerbeli szam 0-tol 1111-ig. Viszont 1111p) =2° +2° +2' +2° =
= 2" —1, és még nem szamoltuk bele a 0-t, tehat dsszesen 2* oszlop létezik.

Igazolnunk kell, hogy minden ilyen oszlop eléallithato a p és ¢ oszlopaibol az 1, V,
A muveletek tobbszori egymasutani alkalmazaséaval. El6szor igazoljuk, hogy a 0000 2

0001(2), ()010(2), 01()()(2) és 1000(2> szamoknak megfelel6 oszlopok eldallithatok:

pla| Tp | (Tp)ap | pra 1((119)\/q) (Tp)Ag | (Tp)A(Tg)
0 0 1 0 0 0 0 1
0 1 1 0 0 0 1 0
1 0 0 0 0 1 0 0
1 1 0 0 1 0 0 0

A fenti logikai értéktablazat alapjan a 0000(2), 0001<2), 0010(2), 0100<2) és 1000(2)

szamoknak rendre a (—|p) Ap, pAq, 1((—|p) \ q), (119) Ngq, Op) A (—|q) oszlopok fe-

lelnek meg. Azonnal lathatd, hogy a fentebb kapott 5 szam valamilyen Gsszegének
megfelel6 oszlop eldallithato tigy, hogy az 0sszegben szereplé szamoknak megfeleld
oszlopokra alkalmazzuk a ,,V” miiveletet, vagyis ha ez az 6t szam z, = OOOO<2) R

T, :1000(2), akkor példaul z +z,+ 1z, =1010 ¢s ez a szam elballithatd az
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z) Vz; V z; mivelettel, ahol z7 -val jeloljiik az z;, szamnak megfeleld oszlopot. Mivel

az ¥, T,, T,, T,, T, szamok Osszegével minden 0, 1111(2) kozotti szam eldallithato,

kovetkezik, hogy minden oszlop eléallithato a kért modon (+-ok helyett V -okat irunk).
Megjegyzés. Altalanosan igaz a kovetkez6 kijelentés:
A p,p,,.. p, kijelentésekbdl a (p,, ..., p,) oszlop 2" féleképpen tdlthetd

ki, és minden kitoltés eldallithato az 1, V, A miveletek alkalmazasaval.

6. Az elobbi miiveletek koziil melyek kommutativak és melyek asszociativak?
Megoldas. A |7 milvelet unéris, tehat nem beszélhetiink kommutativitasrol vagy
asszociativitasrol. Az ,A” és ,,V” miveletekre mar lattuk a 2. feladatndl, hogy
teljesiilnek a

PAG=qAD; pVe=qVp;

pA@AT)=(PAgAT; pVgVr)=(VegVr;
azonossagok, vagyis az ,,A” és ,,V” miiveletek kommutativak és asszociativak is.

7. Valaki 4 kdartyat tett ki elénk. Mindegyiknek az egyik oldalin egy betii all, masik
oldalan egy szam. Legalabb hany kartyat kell megforditanunk ahhoz, hogy ellenoriz-
ziik a kovetkezd kijelentéseket (kiilon-kiilon), ha a IV.1. abran ldathato betiiket és
szamokat latjuk:

a) Ha az egyik oldalon nagy betii all, a masik oldalon pdros szam all.

b) Ha az egyik oldalon paratlan szam dll, akkor a mdsik oldalon mdssalhangzo van.

al| A 2| 1.1 dbra

Megoldas. a) Legalabb egy kartyat meg kell forditanunk, mert a p = ,az egyik
oldalon nagy betii all” és ¢ = ,,a masik oldalon paros szam all” kifejezések lehetnek

igazak is és hamisak is, vagyis az értéktablazatuk:

vla P—4q
0 [0 1
1o 0
o[ 1

1 1 1

vagyis p — ¢ (ami éppen az a) kijelentés) lehet igaz is és hamis is. Viszont ha egy
kartyat megforditunk, az elég mert ezaltal megkapunk egy (betli, szam) egy part, és
ebbdl kovetkezik, hogy mi van a masik kartyan.

b) Mivel ,,a” és ,,A” is maganhangzd, ezért a ¢ = ,,az oldalon massalhangzé van”
kijelentés kiértékelése mindig 1, tehat a p — ¢ kijelentés mindig igaz, vagyis egyet-
len kartya megforditasa nélkiill megmondhatjuk, hogy a b) kijelentés igaz (p — ¢
igaz).
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IV.1.3.1. Gyakorlatok (88. oldal) Lenizl ey e

1. Vizsgaljuk meg az alabbi kijelentések logikai értékeét:
a) IneN:2" =n*; b)VzeR:z">0;

c)IneN:n’+n=1; d)VzreZ JyeNugyhogy z+y=0;
e)Vze[l,2]:2°-32+2<0.

Megodas. a) Mivel n = 2-re teljesiil a 2" = n’ egyenldség és 2 € N, kovetkezik,
hogy a,,3n € N:2" = n*” kijelentés igaz.

b) Mivel minden z € R-re z° > 0, a kijelentés igaz.

. -1+
c)Az n’+n=1<n"+n—1=0 egyenlet megoldasai n, = T\/g ¢N=a
kijelentés nem igaz.

d) A kijelentés nem igaz, mert példaul x =7 € Z-re nem létezik y € N ugy, hogy
r+y=0,vagyis 7+ y =0.
e) Az v° — 31 +2 =0 egyenlet gydkei r,=1¢ z,=2,¢saz 7’ -es tag egyiittha-

toja pozitiv = az [1, 2] intervallumban 2° — 3z + 2 < 0, tehat a kijelentés igaz.

2. [rd fel kvantorok segitségével az alabbi mondatokat, prébalj minden mondatot két-
féleképpen felirni, egyszer univerzalis és egyszer egzisztencialis kvantorral.
a) Nincsen rozsa tovis nélkiil. b) Nem mind arany, ami fénylik.
¢) Nem minden papsajt.
Megoldas. a) Univerzalis kvantorral: V rézsan van tovis.
Egszitencidlis kvantorral: 7 rozsa Gigy, hogy nincs rajta tovis.
b) Univerzalis kvantorral: V fényl6 dolog nem arany.
Egszitencialis kvantorral: 3 olyan fényl6 dolog, ami nem arany.
c) Univerzalis kvantorral: V dolog nem papsajt.
Egszitencialis kvantorral: 3 dolog, ami nem papsajt.

3. Tagadd a kovetkezé predikatumokat/mondatokat:
a)Vzell,oo]:z>0,

b) Barmely erddlako tud tiizet rakni.

¢) Van olyan diak, aki nem tud puskazni.

d) Minden tandr érti amit tanit, kivéve a renddortandrt.

€) Minden didknak legalabb egy tanar szimpatikus.

f) Minden héten legalabb egyszer boldog vagyok.

g) Létezik olyan tantargy, amit nem szivesen tanulok.

h) Létezik olyan tandr, aki minden 6t kedveld diakot kedvel.
Megoldas. a) 3z €1, 00]: 2 <0;

b) Létezik olyan erddlako, amelyik nem tud tiizet rakni.
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c) Minden diak tud puskazni.

d) Van olyan tanar, aki nem rend6rtanar és nem érti amit tanit.
e) Létezik olyan didk, akinek minden tanar antipatikus.

f) Van olyan hét, amelyiken egyszer sem vagyok boldog.

g) Minden tantargyat szivesen tanulok.

h) Nem létezik olyan tanar, aki minden 6t kedvel6 didkot kedvel.

IV.1.4.1. Gyakorlatok és feladatok (90. oldal)

1. A ¢és B egymastol fiiggetleniil igazmondé vagy I0kdté. A azt dllitia, hogy
., Legalabb az egyikiik [okoto. . Lokétok-e vagy sem?

Megoldas. Két eset lehetséges: A vagy 10koto, vagy igazmondo. Ha A igazmondo,
akkor allitasa igaz, mely alapjan B 10kot6 kell legyen. Ha A 16k6t6, akkor allitasa
hamis, vagyis egyikiik sem 10k6td, ami ellentmondas (A 10ko6t6), tehat A nem lehet
16kot6. (1asd red. ad abs. modszer!)

A fentiek alapjan A kijelentésébdl egyértelmiien el tudjuk donteni, hogy A igazmon-
do és B 10koto.

2. Meg lehet-e dllapitani, hogy 16koték-e, ha A azt mondja, hogy ,,Lokéts vagyok
vagy B igazmondo”?

Megoldas. Ismét két esetet targyalunk:

1. Ha A 10kot6, akkor allitasa hamis. Viszont a p V ¢ allitas, mint lattuk, akkor és csak

akkor lehet hamis, ha p is és ¢ is hamis (nem kizarolagos vagy), tehat A

igazmondo6 és B 10kot6, ami ellentmond a feltételiinknek, hogy A 10k6to.
2. Ha A igazmondo, akkor allitasa igaz. Ez csak oly modon torténhet meg p V ¢

esetén, ha p is és ¢ is igaz, vagy legalabb egyikiik igaz. Viszont e feltétel szerint, ha
p =,,10ko6t6 vagyok™ és ¢ =,, B igazmondd”, p hamis, tehat ¢ igaz. Vagyis A és
B is igazmondok.

A két eset alapjan egyértelmilen A is és B is igazmondo.

3. A, B és C egymastdl fiiggetleniil igazmondo vagy l0kété és a kévetkezdket mond-
Jjak:

A Mindnydjan lokoték vagyunk.

B : Pontosan egy igazmondo van kozottiink.
Meg lehet-e allapitani, hogy ki [0k6to és ki nem?
Megoldas. A allitasa alapjan biztosan 10k6t6. Ha B 10kot6 lenne, figyelembe véve,
hogy A éllitasa hamis, egy eset lenne lehetséges: két igazmondd van, ami ellent-
mondas, mert sem A sem B nem igazmondod. Tehat B igazmondo kell legyen, és igy
allitasa szerint C' 10kotS. Osszegezve a fentieket, egyértelmiien el lehet donteni, hogy
A 16ko6td, B igazmondd és C' 10kot6.

4. A és B egymastol fiiggetleniil igazmondo, [0kotS vagy kiismerhetetlen (ezek néha
hazudnak és néha igazat mondanak). Az igazmondokat tartjak felsébb, a kiismerhetet-
leneket kozép és a lokotoket alsobb osztalynak. A kovetkezo két allitas alapjan el lehet-
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e donteni A vagy B osztdlyat? Hat azt, hogy az dllitasok koziil melyik igaz és melyik
hamis?

A : Alacsonyabb osztalybeli vagyok mint B .

B : Ez nem igaz!
Megoldas. A kijelentése alapjan nem lehet igazmondd. Ha A [6k6t6 lenne, akkor
kijelentése hamis lenne, és mivel a legalacsonyabb osztaly a lokotoké, B is 10kotd
kellene legyen, tehat allitdsa hamis. Ez azt jelenti, hogy A A4llitasa igaz, ami
ellentmondas, tehat A csak kiismerhetetlen lehet. (1)
Ha A allitasa igaz lenne, akkor B feltétleniil igazmondé kellene legyen (hisz fels6bb
osztalyba tartozik), ami ellentmondas, hisz B azt mondja, hogy A allitdsa nem igaz.
Tehat A allitasa hamis. (2)
(2)-bol kovetkezik, hogy B nem lehet 10k6t6 (ebben az esetben A allitasa igaz kelle-
ne legyen, mert B hazudik), tehat B is kiismerhetetlen. (3)
Kovetkezik, hogy A és B ugyababba az osztalyba tartoznak, és ezért B allitdsa nem
lehet hamis. (4)
(1), (2), (3) és (4) alapjan mindkét kérdésre igenl6 a valasz.

5. 4 IV.2. dbrdn lathato ladikik egyikében egy korona van. Meg lehet-e dllapitani,
hogy melyikben van a korona, ha az egyik ladikan sincs egynél t6bb hamis allitas?

A korona nem az 1. ladika-
A korona nem ebben van. ban van. A korona nem ebben van.
A korona Szent Istvané A korona II. Lajos kiralyé A korona a 2. ladikaban van.
volt. volt.
IV.2. abra

Megoldas. A feltétel alapjan a korona nem lehet a 3-mas ladaban. Ha a korona az 1.
ladikaban lenne, akkor a p = ,,A korona II. Lajosé volt.” és ¢ = ,,A korona Szent

Istvané volt.” kijelentések egyszerre igazak kéne legyenek. Tehat a korona a 2. ladika-
ban van és ez esetben ha a korona Szent Istvané volt, akkor teljesiil a feltétel, hogy
egyik ladikan se legyen egynél tobb hamis allitas.

6. A és B egymastdl fiiggetleniil igazmondo vagy 1okots. A azt allitja, hogy ,,Ha én
igazmondo vagyok, akkor B is az.” Igazmondokkal vagy lokotokkel van dolgunk?
Megoldas. Vegyiik észre, hogy A allitasa tulajdonképpen egy implikacio, ami
akkor és csak akkor hamis, ha az els6 része igaz és a masodik hamis.

Ha A igazmondo, akkor B is az a fentiek alapjan. (A allitasa igaz kell legyen, és ez
csak akkor teljesiilhet, ha az allitas masodik része igaz, vagyis B igazmondo.)

Ha A 10k6t6 lenne, akkor allitasa hamis lenne, tehat allitasanak elsé része igaz kell
legyen, vagyis A igazmondé — ellentmondas.

Tehat A és B is igazmondo.

7. Egy szultan, akinek két lanya volt, azt mondta egy vendégségbe érkezett hercegnek:
- Mondanod kell egy allitast. Ha igaz, hozzdd adom a nagyobbik lanyomat, ha

nem, akkor nem veheted 6t feleségiil.

Kevés gondolkodas utan a herceg mondott egy mondatot és a szultan kénytelen volt a

kisebbik lanyt feleségiil adni a herceghez. Mit mondhatott a herceg?
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Megoldas. A herceg a kovetkezd kijelentést tehette: ,,Egyik lanyod sem lesz a
feleségem”.

8. Mit mondhatott a herceg, ha a szultan mindkét lanyat hozza kellett adja feleségiil?
Megoldas. A valasz a kovetkez6 lehetett: ,,Ha a nagyobbik lanyod a feleségem lesz,
akkor a kisebb is.”

IV.2.1.1. Gyakorlatok és feladatok (91. oldal)

1. Bizonyitsd be, hogy minden természetes szam I[-nél nagyobb egész kitevojii
hatvanyanak kettos szamrendszerbeli alakjaban eldfordul zérus szamjegy.

Bizonyitas. A kettes szamrendszerben felirt egész szamok koziil csak azokban nem
fordul el zérus szamjegy, amelyekben minden jegy 1-es, tehat amelyek 1-gyel kiseb-
bek 2-nek valamely (pozitiv egész kitevOs) hatvanyanal, azaz 2° —1 alaktak, ahol

s = 2,3, ... (az l-es jegyek szama, az s =1 esetet azonban kizarjuk). Eszerint a
bizonyitando allitast igy is kimondhatjuk: semilyen a(>1) egész szamnak n(> 1,
egész) kitevdjli hatvanya nem lehet egyenld 2° — 1 -gyel.
Az a" =2° —1 egyenléséget csak paratlan a -kra kell megcafolnunk, hiszen a jobb
oldal paratlan, paros szam vizsgalando6 hatvanyai viszont maguk is parosak.
o) Paratlan n esetén az egyenlOség igy alakithato:

2=ad"+1"=(@+)(@" "—a"?+...+ad" —a+1).
Itt a jobb oldali masodik zardjelben n tag all, mindegyikiik paratlan, tehat a zargjel-
ben paratlan szam 4all, és az az egyenlGség szerint osztdja 2° -nek. 2°-nek viszont
qincs mas paratlan osztdja mint az 1, csak az lehetne tehat az n tagu zardjel értéke.
Amde a zardjelbeli kifejezés igy irhato:

(@' —a" )+ @ —a"+.. + (@ —a)+1>1,
hiszen a kéttaguak szama legalabb 1 és mindegyik kéttagl pozitiv. Ellentmondasra
jutottunk a foltevésbol.
) Paros n esetén n = 2m jeloléssel

a"+1=20+1)" +1=[2b+1)°]" —1" +2={(2b+1’ —1}A+2=4B +2,

ahol A az egyenl6 kitev6jii hatvanyok kiilonbségére ismert azonossag alapjan egész
szam, és B = (b* + b)A ugyancsak egész. Eszerint a bal oldal mar 4-gyel sem osztha-

té maradék nélkiil.
Mindezek szerint " = 2° — 1 a tett foltevések mellett lehetetlen, az allitas helyes.

2. Képzeljiik el leirva valamilyen sorrendben egymas utan a természetes szamokat.
Karikdzzuk be azokat, amelyek legalabb akkorak, mint ahdnyadik helyen dllnak a
sorban. Bizonyitsuk be, hogy igy végtelen sok szamot kell bekarikazni.

Bizonyitas. Feltételezziik, hogy csak véges sok szamot lehet bekarikazni. Ha az

utolsé bekarikazott szim a,, M = max{a, | i = 1,k}, akkor
a, < M, hai=1k és

ang, haj=kFk+1, M+1
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. —_— o B ) Tartalomjegyzék
(mivel az a; = k41, M +1 szamokat nem karikaztuk be). Igy talaltunk M 41

darab nullatoél és egymastol kiillonbozo természetes szamt, amelyek M -nél nem
nagyobbak. Ez ellentmondés, tehat végtelen sok szamot lehet bekarikazni.

1 1
3. Bizonyitsd be, hogy az n\/§—3—,nx/§+3— intervallum egyetlen n € N
n n

esetén sem tartalmaz egész szamot.
Bizonyitas. Ha az intervallum tartalmazza a k egész szamot, akkor

1 1
2 — — <k <nd2 +—,
3n 3n

ahonnan kovetkezik, hogy
1 2+/2
K< 2n® +—+ 22
In 3

1 22
2n® + — i <

In 3

Mivel 242 < 3, az el6bbi egyenl6tlenségek alapjan
2n° —1<k® <2n’ +1.

De a (2n° —1,2n° +1) intervallum egyetlen egész szamot tartalmaz a 2n’ -et és igy

k* = 2n’. Ez viszont ellentmondas, mert /2 ¢ Q, és igy a vizsgalt intervallum nem
tartalmaz egész szamot.

21 4
4. Bizonyitsd be, hogy a ﬁ tort egyetlen n € N esetén sem egyszertisitheto.
n

Bizonyitas. Ha d € N osztja a tort szamlalojat és nevezdjét, akkor
d|3(14n +3)—2(21n +4),
vagyis d | 1. Ez csak akkor lehetséges, ha d = 1, tehat a tort irreducibilis.

5. Bizonyitsd be, hogy ha hét szam koziil barmely négy dsszege nagyobb a tobbi
harom osszegénél, akkor a szamok pozitivak.
Bizonyitas. Feltételezziik, hogy a, <0 és tekintjiik az

a +a,+a, +a, >a +a, +a.,

a +a;, +a;, +a >a,+a, +a,
egyenldtlenségeket. Ha a megfeleld oldalakat 6sszeadjuk az a, > 0 egyenl6tlenséghez
jutunk, ami ellentmond a feltételezésnek, tehat a > 0. Mivel a -et tetszOlegesen

valasztottuk, a szamok mind pozitivak.

6. Bizonyitsd be, hogy ha a, b és c¢ paratlan természetes szamok, akkor az
axr’ + br + ¢ = 0 egyenletnek nincs egész gyike.

Bizonyitas. Ha = paros, akkor ax® + bx + ¢ paratlan (mert ax® + bx péros és c
paratlan) és ha z paratlan, akkor az’ + bz + ¢ paratlan mert harom pératlan szam
osszege. gy egyetlen = € Z szam sem lehet gydke az az® + bz + ¢ = 0 egyenletnek.
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2

7. Bizonyitsd be, hogy ha m_2 ¢ 7., akkor m €7 (m,ne€Zn=0).
n n

2

Bizonyitas. Ha Mez , akkor ﬂz € 7, tehat a [p —q & g —ﬂp} tautologia
n n

alapjan igaz az allitas.

2

8. Bizonyitsd be, hogy ha m_2 €7, akkor L c7, (m,n €Z,n=0).
n n

Bizonyitas. Ha m ¢ 7. , akkor létezik a,b € Z, (a,b) =1 tgy, hogy m_ % és
n n
m’  a m’
b ¢ {£1}. Tehat P és (a®,0°) =1, b =1, vagyils —¢Z.A[p—q &
n n

& g— 1 p] tautologia alapjan igaz a feladat allitasa.

9. Bizonyitsd be, hogy négy egymas utani nulldatol kiilonbozé természetes szam
szorzata nem lehet teljes négyzet.
Bizonyitas.
n(n+1)(n+2)(n+3)=n"+3n)(n" +3n+2) =

=’ +3n) +2-(n*+3n)+1-1=""+3n+17° 1.
Két teljes négyzet kozotti kiilonbség csak akkor 1, ha ezek a szamok az 1 és 0, tehat
(n* +3n +1)* —1 csak akkor teljes négyzet, ha (n* + 3n +1)° —1 = 0. Ez viszont
ellentmond annak, hogy a szamok kiilénbdznek 0-tol.

IV.2.2.2. Gyakorlatok és feladatok (96. oldal)

1. Bizonyz’tsuk be, hogy

11 1 1
a) 1y oL
1.2 2.3 3.4 n-(n+1) n+1
)(n +2
b)1-242-34 34+ +n-(nt1)= "0 ;(n+ ).,

c) 1+2)(1+29)(1+2)(1+ L4270y =2"" —1;

MU ey

) 1"~ 24—t (-1t = (- D,
1 1 1 B n(n + 2)

1-3-5+3-5-7+m+(2n—1)(2n+1)(2n+3) S 3@2n+1)(2n+3)

f)

Tartalomjegyzék
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Bizonyitas. Tartalomjegyzék

a) Ha n =1, akkor % =1- % , tehat n = 1 esetén az egyenldség teljesiil.

1 1 1 1
Ha — + + +...+ =1-
1-2 2.3 3-4 n-(n+1) n+1

1 1 1 1 1 1 1
—t—+—+...F + =1- +
1-2 2-3 3-4 n-(n+1) (n+1)(n+2) n+1l (n+1)(n+2)
1
n+2’
tehat az egyenl6ség teljesiil (n 4 1) -re is. igy a matematikai indukcio elve alapjan
1 1 1 1 1
—t—+—+...+ =1-
1-2 2.3 3-4 n-(n+1) n+1

1-2:3 ésha n = 2, akkor 1-2+2-3:8:2'3'4.

valamilyen n € N esetén, akkor

, Vn>1

b)Ha n =1, akkor 1-2 =

n(n+1)(n +2)

, akkor

Ha S h(k+1) =
k=1

S k(1) = S k(1) + (04 D+ 2) = M FDOED)

_(n+D)n+2)(n+3) V> 1
3 ) >

tehat az egyenléség teljesiil (n + 1) -re is. Igy a matematikai indukci6 alapjan

ijk(kﬂ):”("“;(””), ¥n>1.

+(n+1)(n+2) =

c) 1+2=2" —1 é (1+2)1+2%)=15=2" —1, tehat az egyenléség teljesiil

n=1¢s n =2 esetén.

Ha (142)(14+2)1+2)1+2%)...-(1+2")=2"" —1, akkor
A+2)A+2)A+2Y ... A +27)1+2"") =

2n+1 2n+1 2n+2

1 2
=@ e =27 c1=2"
A matematikai indukci6 elve alapjan
1+2)(1+2)...-1+2")=2"" -1, ¥YneN.

d) n =2 esetén 1—l:ﬂ:§.
4 2.2 4

Ha az egyenl6ség teljesiil n -re, akkor

[1_2%][1_3i ""'[1_%][17%11)2]: n2:1'(n<:f21>2_1 B
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Tartalomjegyzék

n(n+2)  n+2
2n(n +1) 2(n+1)
tehat teljesiil (n + 1) -re is. Igy a matematikai indukcié elve alapjan

- di-gfp-t e
n n
, 2 0 12
e) n =1 esetén 1° = (—1) -Tzl.
Han e Nesetén 1 —2° +3° — ...+ (=1)""'n’ = (="' M, akkor
12_224_32_‘” ( 1)7:1 2 ( 1)7:(n+ ) ( l)n—l n(n2+1)+(_1)n(n+1)2 —
. n+1 . (n+1)(n+2

2
tehat a bizonyitandd egyenléség teljesiil (n -+ 1)-re is. Igy a matematikai indukci6
elve alapjan

P =224+ 3 —. . +(=1)"n* =(-1)" 5 , Vn>1.
f) n =1 esetén az L _ 13 egyenléség igaz
135 335 > Bt

Ha az egyenldség teljesiil n -re, akkor

Loy L - L =
1-3:5 357  (2n-1)2n+1D2n+3) (2n+1)(2n+3)(2n +5)
_ nlnt?) 1 _

32n+1)(2n+3) (2n+1)(2n+3)(2n +5)

1 Jntn+2)+ 3 | 1 2n+1Dn+1(n+3)
(2n+1)(2n+3) 2n+5] 3(2n+1)(2n + 3) (2n +5)
(n+1)(n+3)

32 +3)2n+5)’

tehat teljesiil (n -+ 1) -re is. Igy a matematikai indukcio elve alapjan teljesiil barmely

n €N esetén.
Megjegyzés. Ha az eredmények nem adottak, akkor az
1 1 1
=—— ; Ek+1) =k +k;
kk+1) k k+1 ( )

*' f 1 (k=D(k+1
-2 +2")=1-2""; 1—,7:—( ,15 .

. 1 1 1
és =

1
2k —1)(2k+1)(2k+3) 4 (Qk—D@2k+1) (2k+1)(2k + 3)
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Osszefiiggéseket hasznalhatjuk a kiszamitasukhoz. L T e
2. Szamitsd ki az alabbi ésszegeket, majd bizonyitsd a kapott eredményt a matemati-
kai indukcio modszerével:
a)l1-2:3+2-3-44+...+n(n+1)(n+2);
b)1-3+2-54+3-7+...4n2n+1); €)1-4+2-7+3-10...+n(3n+1);
1 1 1 1 1

..+ ; €) —f+—— ..+ ;
Vi35 (2n —1)(2n +1) )14 4.7 (3n—2)(3n +1)

ﬂz4k4+1 )Zk+1\/_+k\/k+

Megoldas.
a) Sk +1)(k+2) =S (K +3k +28) =3 K +3.3 K +2.3 k=
k=1 k=1 k=1 k=1

k=1

_ n(n—l—l)}2 N n(n+1)(2n +1) b +1)= n(n+1)(n+2)(n + 3) Vo>,
2 4 B
Mas otlet:

4k +1)(k+2) = k(k + D) (k +2)(k + 3) — (k — Dk(k + 1) (k +2)
tehat 4+ "k(k+1)(k+2) = n(n +1)(n +2)(n + 3) - 0.

b)ki;k@kﬂ) ;zkwk 22k2+2k—

n(n+1)(2n+1)+ n(n+1) (n+1)<2(2n+1)+3>:n(n+1)(4n+5).
2 6
c) S KBk +1) =S (3K + k) 3Zk2+2k—
_n(n+1)2(2n+1)+ (n;—l) n(n + 1),
q) 1 :l.(2k+1)—(2k—1):l( 11 ]
2k—-1)2k+1) 2 @k-1D2k+1)  2(2k—-1 2k+1)
1 1 n
tehatz 2k+)_5[1_2n+1J:2n+1'
o) 1 _1.(3k+1)—(3k—2)_1[ 11 ]
(3k—2)(3k+1)73 (3k—2)(3k+1)  3(3k—2 3k+1)

tehatz —1[1— 1 ]— n .
(3k — 23k+1) 30 3n+1) 3n+1
f) 4k' +1=4k" + 4K +1 -4k = K" +1)* — (2k)’ = (2k* — 2k + 1)(2k* + 2k + 1)
4k (2K +2k+1)— (2K —2k +1) 1 1
W1 P 12k DK 2k +1) 28 —2k+1 2K 42kt 1
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Masrészt Tartalomjegyzék

2k +17 —2(k+1)+1 =2k +2k+1,
tehat az 6sszeg kozbeeso tagjai egyszerisddnek és igy

o4k 1 1 ~ 2n(n+1)
;4/&+1_I_2n2+2n+1_2n2+2n+1'
) 1 1 _VEH1I-VE 11
& (k+1)f+k\/k+1 = kG + D+ 1+ k) kk+1) VB JE+L
1

tehat =1-—.
HZIH «/_+k\/k+ Jn+1

Az indukcids bizonyitasok az I. feladathoz hasonloan elvégezhetdk, de a gondolat-
menet minden esetben bizonyitassa is alakithato.

3. Szamitsd ki a kévetkezd Osszegeket:
a)l+az+2° +2°+... +2";
b) z + 22" +32° +... + na";

z z x xQH
c) >+ T+ s+ F
1—2x 1—2x 1—2x 11—z

Megoldas. a)Ha S, =1+ z +2° +2° +... + 2", akkor
28 =r+2°+2° +. "+,

on *

1 o :ETH»l

1—2x

1_xn+1

Tehat 1+ z+2° +2° +...+2" =1 1—z .
n+1 haz=1

tehat S, —z-S, =1—2"" ésigy S, =

,haz =1

b)Ha S, = z + 22" + ... 4+ na", akkor
x'Sn ::L,Z +2$3 ++(n_1)x" +nw71+1 éS

n+1

1—
(]‘_'Z')Sn:w+$2+$3+...+$n—nxn+l: ] z _l_nz,n+1:
—T
n+2 n+1
= (n+ Lz +x,hax¢1.
1—2x
1
@7 ha g — 1
Tehat S = "
n n _ 1 n+1
= n + Lo +x,ha:ztzl

1—a)
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A Tartalomjegyzék
T z? r(l+2°)+2° z+2° +2° L
c) >t 1 1 = 1
1—2x 1—2x 1—x 1—2x
x+x2+333+ gt (42 +2) 142+t a4t 42+t 2 2+
1—z! 1—2° 1428 1— 2"

Az elébbiek alapjan az sejthetjiik, hogy

2 271—1

T T T x+x2+x3+...+x2"71
5 T T+ T = o =
11—z 11—z 11—z 1—=2
2" 1
m —1 2”
_xz—1 r —x

n

1—2” (:z:—l)(l—:fn)'
Ezt indukcidval igazolhatjuk. n € {1, 2, 3} esetén az egyenl6ség teljesiil.

2 4 2n1 2"
X X r —X
- ~ ot = —, akkor
11—z (-1 —2z")
T $2 I4 + + I2n71 + "13271 o I2n —Z + IIZQn -
1— x? 1— Q;4 1— xS 1— xz” 1— $2’1+1 (:L‘ . 1) (1 o xz” ) 1— o+l
217#»1

@ —n)+d )t @D 2 —a ,
(@—D-a" ) (@—1)1-2"")

tehat, az egyenl6ség (n + 1) -re is igaz. A matematikai indukcio elve alapjan

9 4 on—1 o
T T T T r —X 7 7
s+t = , Vn>1¢és z=1 esetén.

1—2  (z—-1)@1-2")

2n+1 2n+1

4. Bizonyitsd be a kovetkezo egyenlotlenségeket:

1Y .
a) 2" >n* Vn>4; b)[l—i——] zl—i—ﬁ, nkeN ;
n n
c) (1+x)" > 1+ nx (Bernoulli egyenlétlenség), ha n € N és x> 0;

11 1
d)2(Vn+1—-1)<l4+—=+—=+..4+—<2Vn;
)2(Vn+1-1)< LV R Rty CE

e)l-é-é-...-Qn_1< L Vn>1;

2 46 2n  Bn+1’
1 111

kS P i
23 4 2" —1

<n, Yn>2;
1 1 1 . n 3 .
g)1~|—2—2+§~|—...+?<2, h) 3" >n" Vn>4;

2 _ n 2 _
i)2">n"+4n+5 Vn>7; j)%<2%<$.
k=2
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) Tartalomjegyzék
Bizonyitas. a) n = 4 esetén 2' = 4> =16, n = 5-re pedig 2° = 32 > 25 = 5°- Lo

Ha 2" > n’, akkor 2" > 2n” ésigy a

2 >(n+17 & n’—2n+1>2 & (n—1)7 >2
egyenlétlenség alapjan 2" > (n +1)°. A matematikai indukci6 elve alapjan igy
2" >n’ Vn>4.

b) k szerinti indukciot hasznalunk. & =1 esetén egyenldség all fenn. Ha rogzitett &

. 1 k
esetén |1+ —| >1+ —, akkor
n n

k+1 1
[1+—] > [1+—
n n

k ko1 k k+1
1+—]=1+—+—+—221+ Ay
n n

n n n

tehat, az egyenl6tlenség (k + 1) -re is igaz. A matematikai indukcid elve alapjan tehtat
k
1+ i] >1+ E,
n n

c) Ha n =1, az egyenldség teljesiil.
Ha (1+2)" > 1+ nx, akkor

(I4+z)" >A+nz)l+2z)=1+nz+x+nz’* >1+(n+1)z
Va>-16ésnecN esetén.

VnkeN .

A matematikai indukcio elve alapjan (1+ )" >14+nz,Vn>1¢és x> —1.

d) n=1-re a 2(2 1) <1< 2J1 egyenléséget kell megvizsgilni. Ez igaz, mert
24/2 < 3 és 1 < 2. Ha az egyenl6tlenségek teljesiilnek n -re, akkor

1 1 1 1 1
2Wn+1 -1+ —<14+—=+..+ —+ ——<2Jn + —— (*
( ) Jn+1 V2 NN Jn+1 )
Megvizsgaljuk a
1
2Jn + <2Jdn+1 (1
Jn+1 o
1
és 24/ +1-1)+ >2n+2-1) (2
egyenldtlenségeket.
1 4Jn
1) & 4n+ + <4dn+4 & 1+4yn(n+1) <4dn+4 &
@ n+1l Jn—+1 ( )

& 16n° +16n < 16n” +24n +9 ésezigazmert n € N .

1 1
2) & 2dn+1+ >2dn+2 & 4dn+4+ +4>4n+8
@ vn+1 n+1
¢€s ez igaz mert >0.

n+1
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(1), (2) és (*) alapjan az egyenlétlenség igaz (n + 1) -re. igy a matematikai indukcio
alapjan az egyenl6tlesnség igaz V n > 1 esetén.

e)n=2 eseténl~§:§<imiV619-7:63<64:82.
2 4 8 7

Ha az egyenl6tlesnég teljesiil n -re, akkor
135 2n-1 2n+1 1 2n +1
246 20 22 Bnil 2mt2

Ha igazolni tudjuk, hogy
1 2n +1

x/3n+1'2n+2§\/3 ) O

akkor kovetkezik, hogy az egyenlStlenség (n + 1)-re is igaz, tehat a matematikai

indukcio elve alapjan barmely n € N esetén is igaz.
1) & Bn+2)2n+1) <Brn+1)2n+2)° & 0<8n*+9n+2.
Mivel az utolsé egyenldtlenség igaz ¥V n € N esetén, a bizonyitas teljes.
1 . .
f) n =2 esetén a % <1+ 5 < 2 egyenldtlenséghez jutunk és ez igaz.

Ha az egyenl6tlenségek teljesiilnek n -re, akkor irhatjuk, hogy

22‘151 Z 2ntl_g 1
ok
1 1 1 1 | 1
Ha 2" <k < 2"*", akkor <—<—<—,tehat < — <M=,
— — 2n+1 2n+1 _ ]ﬂ 2n 2n+1 — ]; k — 2n
2" ‘1—1 2" ”—1
tehat < Z —<1 e51gy—< Z —<n+1

A matematlkal 1ndukc10 elve alapjiin az egyenldtlenség igaz minden n > 2 esetén.
g) Az 1+ 2% +...+ LQ < 2 egyenldtlenséget direkt modon indukcioval nem tudjuk
n

igazolni, ezért szigoritani fogjuk az egyenldtlenséget. Igazoljuk, hogy

1 1 1
I+—+.. +—<2——, Vn>1.
2 n
n =1 esetén az egyenl6tlenség teljesul.
Ha az egyenl6tlenség igaz n € N -ra, akkor

n+1 n 1 1 1 1
Y Y m -t
Pl (n+1) (n+1)

tehat elégséges igazolm, hogy
1 1 1

€)) 2——+ > <2-— .
n  (n+1) (n+1)

Tartalomjegyzék



144 A matematikai logika elemei

1 1 Tartalomjegyzék

(1t 1)

1) < & n<n+1

Mivel az utolsé egyenlOség igaz, <2-—

1
1 o .,
— ¢és igy a matematikai indukcio
=k
elve alapjan

Zi?g2—l<2, Von>1.
k n

k=1
1 1
Megjegyzés. Az — < egyenl6tlenség alapjan
giegy R g alapj
n 1 n 1 n 1 1 1
1+ — <1+ =1+ [———]:2——<2.
;H ;k(k—m) ;k—l k n

h) Ha n = 4, akkor 3' = 81 és 4° = 64, tehat 3' > 4°.

Ha rogzitett n € N esetén 3" >n”, akkor 3" >3n’ > n® 4+ 3n° +3n +1, mert
n >4 esetén n® > 4n® >3n> +4n >3n* +3n +1.

A matematikai indukci6 elve alapjan 3" >n® Vn >4.

i) n =7 esetén 27 =128 és n* + 4n + 4 = 82, tehdt az egyenlétlenség teljesiil.

Ha 2" > n’ +4n + 5, akkor 2""' > 2n* 4+ 8n +10 > n* + 6n + 10, tehat az egyen-
16tlenség (n + 1) -re is teljesiil.

A matematikai indukci6 elve alapjan 2" > n’ +4n +5, ¥V n>7.

j) Ha az egyenlétlenséget teljes indukcidval akarjuk bizonyitani, azt kell ellendriz-
niink, teljesiil-e az n legkisebb szdba jovo értékére, és azt, hogy az egyes odalak
megvaltozasa nem valtoztat-e az egyenlStlenség iranyan, ha (n — 1) -rél attériink n -re.
Ha n =2, 1<+/2 < 1,5, tehat az egyenlStlenség teljesiil.

Ha (n — 1) -rél attériink n -re, a bal oldal megvaltozasa:

2 o —_1)2 _ _
B"_B%l:n —|—f25n 2 (n-1) —i—é(n 1) 2:2ng—1,

az egyenlotlenséglanc kozépso tagjanak a megvaltozasa:
K, _Kn, =4n!,

1

végiil a jobb oldal megvaltozasa:
n+3n—-4 (n—-17+3n-1)-4 n+1
J’n - Jnfl - 4 — 4 = 2 .

Elég tehat a

2n +1 n—+1

n ‘

vagy a kicsit tobbet mondo

(1)
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egyenldtlenséget bizonyitani az n > 3 egészekre. Lenizl ey e

Alkalmazzuk a szamtani és mértani kozép kozotti egyenlotlenségeket az 1,2, ..., n

szamokra. Ezeknek a szamoknak a mértani kdzepe

M =n!,

1+2+...+n n+1

n 2
Az M < S egyenlétlenségbdl épp (1) jobb oldalat kapjuk.
Az n!=mn-(n—1)! osszefiiggés alapjan alakitsuk az (1) kozepén allo kifejezés n -

szamtani kozepe pedig

S =

edik hatvanyat szorzatta:

n! " ml o p" (n-D! _[ n )" [n—l]"l. [1]1
n+1" (m+1)" n" (m+1)" "' o n+l n S l2)

Ez egy n -tényez0s szorzat, elég belatnunk, hogy mindegyik tagja nagyobb é -nal:

SN
J 1 .

2) [—] >— (1=12,..).

Jj+1 ( )

Ismét a szdmtani és mértani kézép kozti egyenlbtlenséget akarjuk felhasznalni:

. . 1
vesziink j szdmot, melyek mindegyike [1 + —_J -vel egyenld, és vesziink k& egymassal
J

egyenld pozitiv szamot, amelyek szorzata 3 -dal egyenld. Ezek m mértani kézepének

(j + k) -adik hatvanya

ot = L [J_H] ,
31 J
szamtani kozepe pedig
j[l + 1] +k-a
S
J+k

ahol a" = 3 Eszerint készen vagyunk, ha sikeriil % -t ugy megvalasztani, hogy s =1

legyen, hiszen ekkor m < 1, ami ekvivalens a bizonyitando (2)-vel.
Az s <1 egyenlbtlenség feltétele
. . 1, (k=1
]+1+k-a§]+k,azaz§:a < —

3 6
ami teljesiil példaul k£ = 6 mellett: [g] = 216 = 1,728 < /3, tehat [ﬁ] > l
5 125 6 3



146 A matematikai logika elemei

5. Bizonyitsd be a kdvetkezd egyenldtlenségeket: L Bl s

n n n 2

O POCI D R RPN 3

k=1 k=1 k=1

b)|a, +a,+...+a, _a|+|a2|+...+|an|,haakER, k=1n;
) 2 (a" +b") > (a+b), haabER ésatb>0;

a)

1 _
d) Ha T+, +..+z, SE és x, >0 Vj=1n,akkor

1
(l—z)1—m,) ...-(1— )25
e) n < 1 — 1 ot L — L <
(x+1)(z+2n)  z+1 x+2 z+2n—-1 z+42n
< 1 n 1,ham>0,neN.
T+ - w+2n+]
[l

f)Ha k,n e N és 0 <z <1,akkor [l —(1—2)"]' >1—(1—2")".
Bizonyitas. a) n =1 esetén a’b’ > (ab)’ ha a,b € R, tehat ebben az esetben

az egyenlotlenseg teljestl.
Ha n € N és tetszéleges (a.) —,(b). — valos szdmokra teljesiil a

i=1n ti=1n
n n n 2
|| 2 [Sen)
k=1 k=1 k=1

egyenl6tlenség, akkor irhatjuk, hogy:
n+1 ) n+1 ) n+1 2 n ) ) n ) ) 2
St =[Soar v e[+t o] -
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1
n n n n n 2
S POLH POLIERE ST S DA TR SEU A
k=1 k=1
:[;a;][;b ] [Zakbk] +Z n+lk n+1 k)2 20

A matematikai indukcio elve alapjan
patd hati
k=1 k=1

b) |al + a2| < |a1| +|a2|. Egyenl6ség pontosan akkor teljesiil, ha a szamok azonos

2
> ;akbk] ,VneN, Ya,b eR k=1n.
=1

elojeliiek.
Ha n -re teljesiil az egyenldtlenség, akkor

n+1
a’n+l‘ - } :|az|
i=1

‘al +a,+...+aq, —i—awl‘ < |al +a, —i—...—i—an| —|—‘an+l‘ < Zl|ai|+
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Tartalomjegyzék
c) n = 1 esetén egyenl8ség van. n = 2-re 2(a” +b*) > (a +b)*, mert (a —b)* >0 L

Ha az egyenl6tlenség teljesiil n -re, akkor
2" (a" +b") > (a+b)"
és igy 2" (a" +b")(a+b) > (a+0b)"""
Vizsgaljuk meg a
2" (@™ + 0" > 2" (a" +b")(a + D)
egyenl6tlenséget. Ez ekvivalens az (" —b")(a —b) > 0 egyenlétlenséggel és ez igaz.

d) Ha n =1, akkor egyenléség all fenn. Ha n = 2, akkor

1 1
I-z)A—z)=1-z -z, + 3,3 Z5'{'%% 25-

Feltételezziik, hogy létezik olyan n , amelyre tetszbleges z,, z,, ..., z, € R szamok-
1

1
ra,har +z,+..+1, < E,akkor l-z)1-m)...01-=,)> 5>

< %, akkor az

n+l —

I-y)(l-y)>1-y —y, >0
egyenl6tlenség alapjan irhatjuk, hogy

Q-y)A-y)-Q=y)0-y, )>A-y —y,)A-y) .- A-y, )=

mertaz z, =y, +y, T

Ha y,, v, -, ¥y, Y. € R, éy+y +...+y, +y

1
2
L =Y k = 2,n szamokra alkalmazzuk az indukcios felté-
telt. A matematikai indukcié elve alapjan a tulajdonsag barmely n € N esetén igaz.
1 1 1 1

<

e) Ha =1, akkor az < - <
) " @+D)(@+2) o+l z+2 [m+1J( 5)

T+
2

egyenl6tlenséget kell igazolnunk. Az els6 egyenl6tlenségben egyenldség van, mig a

masodik teljesiil mert 2< 2. Feltételezziik, hogy n-re teljesiil és mindhdrom

kifejezéshez hozzaadunk [ ! — ! ]-t. Elégséges igazolnunk, hogy
z4+2n+1 z42n+2
n n 1 B 1 > n+1 &
(x+1D)(z+2n) z+4+2n+1 z+2n+2" (z+1)(z+2n+2)
- n - " 1 B 1 < - n+1 -
[$+2J$+2n+2] rH2n+l r4+2n+2 x+2][x+2n+2+2]

Az els6  egyenlbtlenség  ekvivalens az  (z+1)(z +2n+2) > z(z + 2n)
egyenldtlenséggel és a masodik az

1
[m’+2n+—
2

1
[x+2n+2+§

<(z+2n+1)(z+2n+2)
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egyenl6tlenséggel. Mivel mindkét egyenldtlenség igaz, a bizonyitandd egyenldtlenség
(n + 1) -re is igaz és igy a matematikai indukcio alapjan igaz minden n € N esetén.
f) Két egymasba agyazott indukciot hasznalunk. Ahhoz, hogy a k szerinti indukcio
miikddjon az
Q-2 +1-2") 10—z >0-2) +1-2" 2€[0,1], k,neN
egyenlStlenségre volna sziikség. Az © = a és ° = b jeloléssel ez
1—ab)"+(1—-0a)"A=0)">1—-a)"+(1—0)"
alakban irhato. Ezt az egyenlGtlenséget n szerinti indukcidval igazoljuk.
1—ab)'>1—a)"+(1-=0)"—-1-0a)"A=0)" /-(1—abd)

Elégséges igazolni, hogy
1I-—a)"+1=0)"—-(1-a)"01=0)"—ab(l—a)" —ab(l—>)" +ab(l—a)"(1—0)" >
> (1 + a)n+1 + (1 _ b)n+l _ (1 _ a)n+l(1 . b)nJrl‘
Ez ekvivalens az

al—a)"1=0)[1-1=0b)"]+b1—-0)"[1-(1—a)"]>0
egyenldtlenséggel és ez igaz.

6. Bizonyitsd be a kovetkezd oszthatosagokat:

a) 4|(15" +3"); b) 9] (16" —6n —1);
c) 7](5-2"" + 9" ), d) 17| (3-5 42,
e) 133 (11" + 12" ; f) 23 | (270 4 gL 5y s

Bizonyitas. a) n =1 esetén 15 +3° =24 : 4,

Ha 15" +3""" = 4M , akkor 15" -3 43" = 4.3M ésigy 3" =4.3M —15" -3,
tehat 15" + 3" =15"" —15" .34+ 4-3M =15"-12+12-M : 4.

b) n =1 esetén 16" —6n —1 értéke 9.

Ha (16" —6n —1) : 9, akkor 16" =9M + 6n + 1, tehat 16" =16-9M + 96n + 16

ésigy 16" —6(n+1)—1=16-9M +90n + 9 és ez oszthatd 9-cel. A matematikai
indukci6 elve alapjan 9 | (16" —6n —1), Vn e N .

c) n=1esetén 5-2"" + 9" értéke 14 és ez oszthatd 7-tel.

Ha 5-2"' +9"* =7M, akkor 5-2" =14M —2-9"" vagyis 5-2" 49" =
=14M + 9" 7*(9" —2) és ez oszthaté 7-tel mert (9 —2) = 81-81 —2 = 6559 és ez
oszthato 7-tel.

d) n =0 esetén 3-5""" + 2" értéke 17.

Ha 3.5 42" =17M, akkor 3-5"" =17-25M —25-2°""",  tehdt
3.5 4 2% = 17.25M —2°"*" .17 és ez oszthato 17 -tel.

e) n =0 esetén 11" +12°"*" értéke 133.

Ha 11" 4 12*""' = 133M , akkor 11""* =11-133M —11-12*""" és igy

Tartalomjegyzék
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Tartalomjegyzék
11" 4127 =11-133M +133-12°""" . A matematikai indukcié elve alapjan Lo

133 | (11" +12*"*") ¥ neN.

f) n =0 esetén 277 4+ 3" . 5" értéke 23.
Ha 277L+3 4 32n+1 . 54n+1 — 23M , akkor 27n+3 — 23M _ 32n+l X 54n+1 , tehét
27n+10 — 27 . 23M _ 27 . 327l+1 X 54n+1 .
Ebbdl kovetkezik, hogy
27n+10 + 327L+3 . 547L+r) — 27 . 23M + 327I+1 . 447l+l . (32 . 54 _ 27) .
Mivel 3°-5' —27 =23-239 kovetkezik, hogy (27" + 3% .51 23 ¢s igy a

matematikai indukei6 alapjan (27 + 3. 5" 123 VneN.

7. Bizonyitsd be, hogy minden hdromszég felbonthato n darab hozza hasonlo
haromszégre, ha n > 6.

Bizonyitas. Ha egy haromszogben felvessziik az oldalak felezOpontjait és meghtuz-
zuk a kozépvonalakat, négy darab az eredetivel hasonld haromszog keletkezik. Ez azt
jelenti, hogy ha egy haromszoget felbontottunk n darab vele hasonlé haromszogre,
akkor a felbontas valamelyik haromszogét négy haromszogre bontva, (n + 3) harom-

szogre is felbonthatjuk.

A mellékelt abrakon lathatdo egy-egy felbontas 6 illetve 8 haromszogre. Mivel
7=4+43, 7 haromszogre is felbonthatjuk és igy az els6 észrevétel és a teljes
indukci6 elve alapjan szerkeszthetiink minden n > 6 esetén olyan felbontast, amely
n darab az eredetivel hasonld haromszoget tartalmaz.

8. Feldarabolhaté-e egy dltalanos haromszog n darab egyenld szaru haromszogre,
han>47?

Bizonyitas. Ha egy derékszogii haromszogben

meghtizzuk a derékszoghdz tartozé oldalfelezot,

két egyenlé szaru haromszog keletkezik. Mivel

minden haromszognek van legalabb egy olyan

magassaga, amely a haromszog belsejében van,

minden haromszog felbonthaté 4 egyenldé szara

haromszdgre. Ez egyben azt is jelenti, hogy ha van

felbontas n haromszogre, akkor van n +4

haromszogre is. Ugyanakkor ha eldbb levagunk

egy vagy két egyenld szart haromszoget, akkor kaphatunk 5 illetve 6 haromszoget
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tartalmazo felbontast is. fgy tetszéleges n >4 esetén szerkeszthetink n darab

egyenld szar haromszoget tartalmaz6 felbontast. (Ha ez a haromszog egyenld szaru,
akkor az elobbi feladatot is hasznalhatjuk.)

9. Bizonyitsd be, hogy ha n > 6, akkor egy tetszéleges négyzet feldarabolhato n
darab négyzetre.

Bizonyitas. Ha egy négyzetben 0sszekotjikk a szembenfekvdoldalak felezépontjait,
négy kisebb négyzetet kapunk, tehat n = 4 -re van felbontdsunk és ha van n -re, akkor
van (n + 3)-ra is. A mellékelt abran lathatok n =6, n=7 é n =28 esetén a
felbontasok.

A matematikai indukcido elve alapjan tetszOleges n > 6 esetén felbonthatjuk a
négyzetet n darab kisebb négyzetre.

10. Bizonyitsd be, hogy az (n +1)(n + 2)...(2n) szorzatban a 2 kitevdje pontosan n .

Bizonyitas. Ha n = 1, akkor az 1-2 szorzat primtényezds felbontasaban a 2 kite-

véje 1. Ha valamilyen n-re az (n +1)(n +2)-...-(2n) szorzatban a 2 kitevéje n,

akkor az

2 (2 2

(n+2)(n+3)..20) (20 + 120 +2) = (n+ D(n +2)...(2n) Z0E )+( nt )
n

szorzatban a 2 kitevéje (n +1), mert (2n +1) / 2. Igy a matematikai indukcié elve

alapjan (n +1)(n +2)-...- (2n) felbontasaban a 2 kitevdje n, V n > 1.

11. Bizonyitsd be, hogy minden n € N esetén 2" -nek létezik olyan egész szamii
tobbszorose, amely csak az 1 és 2 szamjegyekbdl all.

Bizonyitas. n =1 és n = 2 esetén a 2 és 12 megfelel.

Ha az N szam n szamjegyl és minden szamjegye 1 vagy 2 és 2" | N, akkor az
IN=10"4+N ¢és 2N =2-10"+ N szamok kozill az egyik oszthato 2" -nel
(5" +z vagy 2-5" +2 paros, ¥V x € N esetén), tehat létezik (n +1) szdmjegyii
2" _nel oszthatd szam, amelynek minden szamjegye 1 vagy 2. fgy a matematikai
indukci6 elve alapjan a bizonyitas teljes.

Tartalomjegyzék
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Tartalomjegyzék

12. Bizonyitsd be, hogy \/1 + 24 ...+ 0 <2 barmely n € N esetén.
Bizonyitas. Igazoljuk, hogy

Jetikt.. tvktn <k+1,¥keN,VneN.

Ha n =0, akkor a k <k+1 egyenlétlenséget kell igazolni és ez igaz mert
B +k+1>0 VEEN .

Ha az egyenl6tlenség minden k € N esetén igaz egy rogzitett n -re, akkor

\/k+\/(k+l)+...+x/k+n+1 :\/k+\/(k+1)+...+ k+1)+n <
<JE+E+2<k+1

mert k>1. Igy a matematikai indukcié elve alapjan az egyenlétlenség minden

n € N' esetén igaz. k = 1-re a kért egyenlStlenséget kapjuk.

IV.2.3.1. Gyakorlatok és feladatok (99. oldal)

1. Van-e nullatdl kiilonbozé természetes megolddsa az u* = Tv® egyenletnek?

Megoldas. Ha volna (u,,v,) € N' x N megoldas, akkor ezek kézt lenne olyan is,
amelyre u minimélis (de nem 0 !). Az v’ = 7v° egyenlet alapjan u” : 7, tehdt u : 7
és igy létezik u, € N' Ggy, hogy u = Tu , azaz Tu’ = v*. Hasonl6 gondolatmenet
alapjan v : 7, tehat létezik v, € N agy, hogy v = 7v, . Ha ezt visszahelyettesitjiik, az

2 _ 2 . . .
u, = Tv, egyenlethez jutunk. Mivel u < u, szerkesztettiink olyan (u,,v,) megol-
dast, amelyre u, < u . Ez ellentmond v megvalasztasanak, tehat az egyenletnek nincs

nullatdl kiilonb6z6 megoldasa.

2. Bizonyitsd be, hogy ha z + y2 +1=ayz, akkor z = 3.

Bizonyitas. Ha z =y, akkor 22° +1=2"-2, tehat z|1 és igy z=3,
x =y = 1. A tovabbiakban feltételezziik, hogy = < y (a szimmetria alapjan feltéte-
lezhetjiik) ¢és tekintjiik az (z,,y,) megoldast, amelyre y, a lehetd legkisebb. Ha
T, =z,-2—yY, € y =, akkor yl(zoz—yo):xf} +1>0, tehat z € N és
wf + yf +1=1zyz2. A végtelen leszalls elve alapjan ilyen (z,,y,) megoldas nem
létezhet, tehat csak az (1, 1, 3) megoldas teljesiti az egyenletet.

3. Hatarozd meg az dsszes olyan n természetes szamot, amelyre minden n oldalu

sokszog felbonthato egymds belsé pontjait nem metszo atlok segitségevel harom-
szogekre ugy, hogy minden csucsbol paros szamu atlo induljon ki.
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Megoldas. Ha n-re lehetséges akkor (n + 3)-ra is A

lehetséges, a felbontas. A mellékelt abranak megfeleld T

toldas segitségével (az AB atlova valtozik). A

legkisebb m , amelyre lehetséges a kért felbontds az

n==6, tehat n € {3k |k >2} esetén az n oldala C
sokszogek felbonthatok a feltételnek megfelelden.

4. Az n € N természetes szambol kiindulva a kovetkezo

lépéseket vegezziik:
a) ha a szam paros, osztjuk 2-vel; — B
b) ha a szam paratlan hozzaadunk 1-et.

Bizonyitsd be, hogy mindig eljutunk 1-hez.

Bizonyitas. Ha n =aaa,...a, az n szam reprezentdnsa a kettes szdmrend-

szerben, akkor a, = 0 esetén az n -bél kapott szdm, (a,a,a, ...a, ) eggyel kevesebb

172 k-1
szamjegyet tartalmaz. Ha a, =1, akkor az n +1 szdm vagy k szdmjegyet tartalmaz

és az utolsé szamjegye 0, vagy (k + 1) szamjegyet tartalmaz és az utolsé £ szamje-

gye 0. Ezért legtobb két Iépés utan csokkentjiik a kettes szamrendszerbeli szamjegyek
szamat. Igy el kell jutnunk az 1-hez is.

5. Négy tetszbleges a, b, ¢, d természetes szambol kiindulva a kdvetkezd lépéseket ismé-
teljiik: a meglevé (a, b, c, d) szamnégyest helyettesttjiik a (Ja — b|,|b — ¢|,|c — d|,|d — al)

szamnégyessel. Bizonyitsuk be, hogy egy id6 utan csupa 0-t kapunk.
Bizonyitas. A 1épések soran a szamok maximuma nem ndvekedhet. Ha a szamok
mind oszthatok d-vel, akkor ez a tulajdonsdg megdrzddik. Masrészt ellendrizhetd,
hogy tetszdleges konfiguracio esetén 2-nek egyre nagyobb hatvanyaval oszthatok a
szamok. Jeloljiik 1-gyel a paratlan és 0-val a paros szamokat. Példaul, ha

0 0 0 1-bélindulunk

0 001
0011
0101
1111
0 00O

Tehat 4 1épés utan minden szam oszthat6 2-vel.

IV.2.4.2. Gyakorlatok és feladatok (101. oldal)

1. Egy tasakban 60 darab cukorka van, 20 dfonyds, 10 almds, 15 narancsos és 15
sargadinnyés. Egy bekétott szemii gyereknek hany cukorkat kell kiemelni ahhoz, hogy
biztosan legyen kozottiik:

a) egy dfonyds;

b) két dfonyds és két almas;

Tartalomjegyzék
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c) két narancsos, egy sargadinnyés és egy almas;

d) mindegyikbdl egy-egy;

€) valamelyikbdl harom egyforma.
Megoldas. a) Legalabb 41 darabot kell kivenni, mert el6éfordulhat, hogy elébb
kiveszi az almas, a narancsos ¢€s a sargainnyés cukorkakat (ez 40 darab) és csak azutan
vesz ki afonyasat.
b) 52; ¢)51; d)51; e)o.

2. Egy zsdkban 10 par azonos férfi- és 5 par ndi kesztyii van. Legalabb hany kesztyiit
kell kivenniink ahhoz, hogy

a) legyen egy par a kivett kesztyiik kézott;

b) legyen egy par néi kesztyii a kivettek kozott;

c) legyen két azonos par?
Megoldas. a) 16; b)26; c)18.

3. Igaz-e, hogy egy 25-6s létszamu osztdalyban van legalabb harom didk, aki ugyanab-
ban a honapban sziiletett?

Megoldas. Ha minden honapban legfeljebb két sziiletésnap volna, akkor ez legfel-
jebb 12-2 =24 sziiletésnapot jelentene. Mivel 25 didk van, valamelyik honapba
legalabb harom sziiletésnap esik.

4. Egy épitkezéshez 50 kétombaot kell elszallitani, amelyek tomege 370 kg, 372 kg,
374 kg, ... 466 kg. El lehet-e ezekez szallitani egy maximum 3 tonnat szallito
teherautoval 7 ut alkalmaval?
Megoldas. Ha 50 kétombot 7 at alkalmaval szallitunk, legalabb egy alkalmommal
legalabb 8 k6tombot kell szallitani. De

370 + 372 + 374 4 376 + 378 + 380 + 382 4 384 = 3016
Igy ez a szallitmany tobb volna mint 3 tonna, tehat nem lehetséges.

5. Bizonyitsd be, hogy n darab 2n -nél kisebb és n -t6l kiilonbdzd természetes szam
koziil kivalaszthato ketto, amelyek osszege 2n.
Bizonyitas. A szamokat (x, 2n — ) alaku parokba rendezziik. Mivel (n + 1) ilyen

par 1étezik, legalabb az egyik par az adott szamok kozott van.

6. Bizonyitsd be, hogy ot, 10-nél nagyobb primszdam koziil kivalaszthato ketto, melyek
kiilonbsége oszthato 10-zel!

Bizonyitas. A 10-nél nagyobb primszamok 10-zel vald osztasi maradéka 1, 3, 7
vagy 9 lehet, igy ot ilyen primszdm kozt mindig van kettd, amelyek ugyanazt a
maradékot adjak 10-zel valo osztaskor. A kiilonbségiik oszthaté 10-zel.

7. Bizonyitsd be, hogy 7 egész szam koziil kivalaszthato ketto, amelyek osszege vagy
kiilonbsége oszthato 11-gyel.
Bizonyitas. A teljes négyzetek 11-gyel vald osztasi maradékai 0, 1, 4, 9, 5 és 3,

tehdt hét szam koziil van kettd, = és y, amelyre z° és y”> 11-gyel valod osztasi
maradéka egyenld. fgy 2 —y° = (z —y)(z +y) és mivel 11 primszam, az Osszeg
vagy a kiilonbség oszthato 11-gyel.

Tartalomjegyzék
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8. Bizonyitsd be, hogy 27 darab 100-nal nem nagyobb és 0-tol kiilonbozo természetes
szam kozott van ketto, amelyek relativ primek.

Bizonyitas. Ha felsoroljuk a szamok primosztoit, legalabb 27-et kellene kapjunk,
ha nincs koztiikk olyan, amely nem relativ prim. Ez nem lehetséges, mert nincs 27
darab 100-nal kisebb primszam.

9. Bizonyitsd be, hogy barmely n paratlan szamhoz létezik olyan k tetszéleges szam,
amelyre (2" —1) i n.

Bizonyitas. Az 1,2 2°,2° ..., 2" szdmok k&zt van kettd, amelyeknek n -nel vald

osztasi maradéka egyenld. gy (2" —2") : n, tehat (2°" —1) i n.

10. Bizonyitsd be, hogy 6 irraciondlis szam kozott mindig van harom, amelyek koziil
barmely kettd sszege irracionalis.
Bizonyitas. Ha z, y, 2 irracionalisak, akkor nem lehet az z +y, y+2 és z+ =z

egyarant racionalis mert z —y =(z+2)— (2 +y) € Q és =+ y € Q-bdl kovetke-
zik, hogy z, y € Q. Helyezziik el az adott szamokat egy szabalyos hatszog csticsaiba

¢s az atlokat illetve oldalakat szinezziik kékre, ha a végpontokban levé szamok
Osszege racionalis illetve pirosra, ha irracionalis. Az igy kapott dbran van egyszinl
haromszdg, mert egy csucsbol kiindul legalabb harom azonos szinii vonal és ha ezek
masik végpontjait Osszekotd szakaszok kozt van ezekkel megegyezzd szini, akkor
megvan a haromszog, ellenkezd esetben ezek a végpontok hataroznak meg ilyen
haromszdget. Az egyszinli haromszog az els6 észrevétel alapjan nem lehet kék, tehat
van 3 olyan szam, amely teljesiti a feltételt.

11. Egy egységoldalu négyzet belsejében felvettiink 51 pontot. Bizonyitsd be, hogy
kivalaszthato koziiliik 3, amelyek altal meghatarozott hdaromszog koré irhato kér

sugara kisebb mint %

a1z . 1 S ;
Bizonyitas. A négyzetet osszuk fel 25 darab 5 oldalhosszusagu négyzetre. Igy van

legalabb egy kis négyzetecske, amely 3 pontot tartalmaz. Masrészt az altaluk

. 2 1
meghatarozott haromszog koré irhato kor sugara nem nagyobb mint % < P

12. Bizonyitsd be, hogy minden 21 oldalu sokszégben van két atlo, amelyek altal
bezart sz0g mértéke kisebb mint 1.
Bizonyitas. A sik egy tetszéleges P pontjan at hiizzunk parhuzamost minden

, 21-1 . .
atlohoz. Igy Tg =189 egyenest kapunk és 378 szoget. Ha ezek mindegyike 1°-

nal nagyobb lenne, akkor a P koriil legalabb 378 -os szog keletkezne. Ez ellentmon-
das, mert a P korili teljes szog 360°, tehat 1étezik két atlo, amelyek 1°-nal kisebb
szoget zarnak be.
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13. Egy 3 x4 -es téglalapban felvettiink 6 pontot. Bizonyitsd be,

ketts, amelyek tavolsdaga legfeliebb /5 .

Bizonyitas. Ha két egymasmelletti 1x1-es négyzetben van

pont, akkor ezek tavolsaga legfeljebb /5, tehat az allitas igaz. Ha
viszont egymasmelletti 1x1-es négyzetben nincs pont, akkor
valamelyik abran lathaté négyzetekbe keriil pont. Mindkét esetben
van olyan 3x 3-as része a tablanak, amelyen 5 pont van. igy a

négy gx g—es négyzet koziil legalabb egyben két pont van. Ezek

tavolsaga nem tobb mint g V2 és g\/? < /5, mert 18 < 20.

hogy van koztiik

14. A sik minden pontjat kékre vagy pirosra szinezziik. Bizonyitsd be, hogy van két

azonos szini pont, amelyek tavolsdga 1.

Bizonyitas. Tekintsiink egy egységnyi oldalhosszisagi egyenld oldali harom-
szoget. Két csucsat ugyanazzal a szinnel szineztiik, tehat 1étezik két azonos szinti pont,

amelyek tavolsaga 1.

15. Egy egységoldalu négyzet belsejébe egy konvex sokszoget irunk, amelynek te-

1
riilete nagyobb mint 5 Bizonyitsd be, hogy van olyan d egyenes, amely parhuzamos

1
a négyzet valamelyik oldalaval és a sokszégbdl B -nél hosszab szakaszt metsz ki.

Bizonyitas. A beirt sokszoget az egyik oldallal
parhuzamos egyenesek segitségével két haromszogre
¢s néhany trapazra bonthatjuk. Ha minden d egyenes,

. 1
amely parhuzamos a négyzet valamelyik oldalaval 5

nél nem hosszabb szakaszt metsz ki, akkor egy-egy
trapéz teriiletére

T = a+b < h
2 2
¢s a haromszogek teriiletére
T b-h, - h,
oo T2

igy a sokszog teriilete
Sh
T<=—<—-.
2 2

Hhy

Ez ellentmondés, tehat létezik olyan d egyenes, amely parhuzamos valamelyik

oldallal és legalabb % hosszusagh szakaszt metsz ki a sokszogbdl.

Tartalomjegyzék
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IV.2.5.1. Gyakorlatok és feladatok (102. oldal)

1. Egy tablara felirtuk a szamokat 1-t6l 2001-ig majd egy alkalommal a tablan levo
szamok koziil néhanyat helyettesitiink a szamjegyeik osszegével. Ezt a lépést addig
ismételjiik, amig egy szam marad a tablan. Melyik ez a szam?

Megoldas. Egy 1épés soran az 6sszeg 9-cel valo osztasi maradéka nem valtozik.

1+2+...+2001:M:1001.2001

¢s ennek a 9-cel valo osztasi maradéka 6, tehat a végén a 6-os marad a tablan.

2. Egy tdblara az ©° + 7z + 8 kifejezést irtuk és egy-egy alkalommal valamelyik
egylitthatot eggyel novelhetjiik vagy csokkenthetjiik. Bizonyitsd be, hogy ha egy ido
utan az ©* —Tx — 8 kifejezés dll a tablan, akkor volt olyan mdsodfokii kifejezés a
tablan, amelynek van egész gyoke.

Bizonyitas. A tablan levé kifejezés 1-ben szamolt behelyettesitési értéke 1-gyel
valtozhat. Mivel ez kezdetben 16 és a végén —14, van olyan allapot, amikor 0. Tehat
volt olyan masodfoku kifejezés, amelynek az 1 gyoke.

3. Egy asztalon 6 pohar dll. Egy-egy alkalommal 5 poharat forditunk meg. Elérhet-
Jiik-e, hogy minden pohar az eredeti helyzetéhez képest forditva dlljon? Hat akkor, ha
5 pohar van és minden lépésben 4-et forditunk meg?

Megoldas. A k-adik forditisnal a k-adik poharat hagyjuk valtozatlanul k =1, 6.

gy hat forgatds utin minden pohéar forditva all. Ha minden lépésben 4 poharat
forditunk meg, akkor 6sszesen 4k poharat forditunk meg % forditds alatt. Masrészt ha
ezutan minden pohar forditva all, akkor a forditasok szama paratlan. Ez ellentmondas,
tehat 5 pohar esetén nem lehet megforditani a poharakat.

Tartalomjegyzék
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. . Tartalomjegyzék
V. Figgvények 158y

V.1.1. Gyakorlatok és feladatok (104. oldal)

1. Bizonyitsd be a kdvetkezé egyenldsegeket:

a) AUA=A; b) ANA=A;

c) AN(BNC)=(ANB)NC, d) AuBUC)=(AUB)UC,;

e) AN(BUC)=(ANnB)UANC); f) AuBNC)=(AUB)N(AUCQC);
g) C.(AnB)=(C,AU(C,B); h) ¢ (AuB)=(C,AN(C,B);
i) ANA = o; j) AAB = BAA;

k) AAo =0AA=A; 1) AA(BAC) = (AAB)AC'.

Bizonyitas. a) rc AUA & z€Avagyre A & ze€A.
b)zcANA & zcAdészecAd & xeA.
c)zcAN(BNC) & z€Aésze(BNC) & z€Aés (re€Bészrel)e
& rz€AésreBésrxelC & ze(ANB)NC.
d) 1€ AUBUC) & z€ A vagy x € (BUC) & z€ A vagy (z € B vagy
ze€C) & rzeAvagyreBvagyr€C & (€ Avagyzr € B)vagy r€(C <
& rze(AUB)vagyze€C < z€(AUB)vagyze€(C < z€(AUB)UC.
e) AN(BUC) & z€Aé z€BUC & €A és (xe€B vagy z€() &
t¢B) & (z€EF & (re€AészeB)vagy (r€d észelC) & z€ANB
vagy t€ BNC & & z€(ANB)U(ANC).
flzcAUBNC) & ze€Avagyze(BNC) & zeAvagy(ze€Bésrel)&
& (x€AvagyrzeB)és(zeAvagyre() & € AUB és € AUC &
< ze€(AUB)N(AUC).
g)M1 zc€C (ANB) & z€F é 2¢(ANB) & v€FE é (z¢g A vagy
¢ B) & (ve€FE é xg A) vagy (r€F és v¢ B) & z€C A vagy
reCy,B & ze(C,A)U(C,B).
M2 C,(ANB)=EN(ANB)= En(AUB)2
YENAU(ENB) < (C,A)U(C,B) (felhaszilva, hogy AN B = AUB).
h)M1 2cC (AUB) & zcEé 1¢(AUB) & zc€Eé (g Aés z¢B)
S re€EFésrgAésrégdB & vecFEésaxgAésrelésaxdg Bs
& reCAészeCB & 2€(C,AN(C,B).
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Tartalomjegyzék
M2 CE(AUB):EO(AUB) Em(AﬂB) (EmE) (ANB) = (EﬂA)

N(ENB)=C,ANC,B.
i) ANA=(A\AUA\A)=0Uo=0.
j) AAB=(A\B)U(B\ A) = (B\ A)U(A\ B) = BAA.
k) AAG L GAA; AN = (A\ 2)U(2\ A)=AUg = A.
1) AA(BAC)=[AN(BAC)|U[(BAC)N A].
(BAC)NA=[BNC)UCNB)INA2[(BNC)n4AJuU

c)

[(CnB)nA]=
L (BAANCIU[ANB)NC)2(BNAUANB)INT = (AAB)NC .
BAC =(BNC)U(CNB)=[BU(CNB)|N[CU(CNB)
=[(BUC)N(BUB)N[(CUC)N(CUB)|= (BUC) (BNC)=(BUC)\(BNO).
BAC =BNC.AN(BAC)=ANBNC)2(ANB)NC =4ABNC.

Tehat AA(BAC)=[AN(BAC)|U[(BAC)NA]=[C N(AAB)|U[(AAB)NC] =
= (AAB)AC'.

LhaueX
Megjegyzés. Ha X, A, B,C CE és f : E— {01}, f (u) = az X

0,ha u g X
karakterisztikus fliggvénye, akkor az
fow =1 b Fp = £=1,); fow =5+l = 11y
foaw = 5+ 1y —21055 chA =1-f

egyenloségek segitségével adhatok egyszeribb bizonyitasok. (lasd 2.23. paragrafus 3.
¢s 4. feladatat.)
2. Hatarozd meg az A és B halmazt, ha egyidejiileg teljesiilnek a kovetkezd
tulajdonsagok:

a) AAB={1,2,4,56,7}; b) AnNB={3}; c) A\ (BU{2})=1{1,4}.
Hany megoldas van? A B
Megoldas. Egy Venn-Euler diagram segitségével probaljuk
meghatarozni az A és a B halmazt. AN B = {3}, tehat a 3-ast

beirhatjuk a metszetbe.
A B

A\ (BU{2}) ={1,4}, tehat az 1 és a 4 az A\ B halmazban o
vannak.

Aszerint, hogy 2 € B vagy 2 ¢ B, két kiilonbozé esethez jutunk (az A\ B halmaz-
ban t6bb elem nem Iehet).
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A B A B
Az AAB ={1,2,4,5,6,7} alapjan az 5, 6 és 7 a B\ A halmazban van, tehat a ko-
vetkezO két megoldas létezik:

A B A B
Megjegyzés. Kiilon-kiilon meghatarozhatjuk mindharom egyenlet altalanos megol-
dasat is.
Az AAB ={1,2,4,5,6, 7} egyenlet altalanos megoldésa: A = X UC, B=X, UC,

ahol X, X, C AAB; CN(AAB)=@. X, X, részhalmazai a szimmetrikus kiilénb-

ségnek és C' az A és B halmazok keresztmetszete, amelyre az a kikotésiink, hogy
legyen diszjunkt a szimmetrikus kiilonbségre nézve. Tehat mivel a C' halmazt vég-
telen sok féle képpen valaszthatjuk meg, igy végtelen sok megoldas l1étezik.

Az AN B = {3} egyenlet altalanos megoldasa: A= X U{3}, B= X, U{3} (ahol
X NX,=9) X é X, diszjunkt halmazok, azaz nincs ko6zos elemik. Mivel

X, X, -t tetszOlegesen valaszthatjuk meg, figyelembe véve a megkotést, igy végtelen

sok megoldasa van az egyenletnek.
Az A\ (BU{2})= {1, 4} egyenlet iltalanos megoldasa A ={1,4}UX , B= X ,

ahol X, C X, és {1,4} ¢ X, . Az 1, 4-et nem tartalmazhatja az X , és X, részhalmaza

kell legyen X, -nek, hogy kivonaskor tlinjenek el X, elemei. A 2 eleme lehet X -nek.

Hasonloan az el6z6 esetekhez, itt is végtelen sok megoldas létezik. Belathatd, hogy az
altalanos megoldas harom jellemzésébdl is eljuthatunk a megoldashoz.

3. Hatarozd meg az A, B és C' halmazokat, ha
a) AUBUC =1{1,2,3,4,5,6,7,8,9}; b) A\ (BUC) =11, 2};

c) B\ A={3}; d) AnBNC ={4,5};
e) {4,56,7,8 9} CC; f)34C,; g) A-nak ot eleme van.

Hany megoldas van?
Megoldas. Az AUBUC ={1,2,3,4,5,6,7,8,9} -b6l kiindulva tételezziik fel,

hogy A={1,23,4,56,7,8, 9},
B={1,2,34,56,78, 9},
C=1{1,234,5678,9}.

Tartalomjegyzék
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A tovabbiakban kihtizzuk azokat az elemeket, amelyek nem tartoznak a halmazba, és
alahtizzuk azokat, amelyek igen.
A B\A={3}, AnBNC ={4,5},{4,5,6,7,89}CC,3¢C, A\(BUC) =

= {1, 2} feltételeket felhasznalva kapjuk, hogy {1,2} € A és {1,2} € B, {1,2} ¢ C'.
A={123,45673809}
B={l % 34567189}

Még nem hasznaltuk fel, hogy |4 =5. A 6,7, 8,9 koziil barmelyiket valaszthatjuk.

A B értékei nincsenek pontosan tisztazva, de a B\ A = {3} alapjan tudjuk, hogy ha a
6, 7, 8,9 koziil valamelyik benne van a B -ben, akkor az A -ban is benne kell legyen.

De ha ez az érték benne van mindkét halmazban, tudvan hogy {6, 7, 8, 9} C C', mind a
harom halmazban benne van, ami ellentmond az A N BN C = {4, 5} feltételnek. Tehat
B ={3,4,5}. A végs6 eredmény tehat:

A={1,24,5}U{c}; B={3,4,5}; C=1{4,56,7,8,9}
ahol ¢ € {6, 7, 8, 9} . Igy a feladatnak négy kiilonbzé megoldésa van.

Megjegyzés. Ugyanchhez az eredményhez jutunk, ha a Venn-Euler diagram segitsé-
gével probaljuk felépiteni a keresett halmazokat.

4 - B A\ (Bu(C)={1,2} 4 b
—
C C
B\ A={3}
—
3eC

Az |[A| =5 és {4,5,6,7,8, 9} C C alapjan a besatirozott részbe pontosan egy elem
keriilhet a {6, 7, 8, 9} koziil ésa (BN C)\ (AN BNC) rész iires, tehat a tobbi harom
elema C\ (AU B) halmazt képezi. gy az el6bbi négy megoldashoz jutunk.

Tartalomjegyzék
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4. Oldd meg a kivetkezé egyenleteket, ha A és B adott halmazok: L Bl s

a) AAX = B; b) AN(XUB)=A4,; c) (A\B)U(XNA)=A.
Megoldas. a) Tételezziik fel, hogy = € X . AAX = (ANX)U(XNA).
Ha z€e X = € ANX;

reXésred = ¢ XNA = ©¢B;

reXésrdA = reXNA = zeB.

Tehit z € (ANB)U(BN A),azaz z € AAB Vo€ X = X = AAB.
Megjegyzés. Az AN(BAC) = (AAB)AC V A, B, C halmaz azonossag (1. feladat
e) alpontja) alapjan AAX = B = AA(AAX)= AAB = (AAAAX = AAB =
= OAX =AAB = X = AAB.

b) Ahhoz, hogy AN (X U B) = A teljesiiljon, A C (X U B). De ez tobb féleképpen
telj esﬁlhet tehat nagyon sok megoldésa van az egyenletnek

@ @ %%

Mind a harom eset lehetséges. A megoldasok éltalanos alakja X = (ANB)U X,
ahol X tetszéleges halmaz.

c) Tudjuk, hogy A= (A\ B)U(AN B). Innen kapjuk, hogy ANBC XNA, ami
csak akkor kovetkezhet be, ha (AN B) C X . Mas megk6tés X -re nincs, tehat az
altalénos megoldds alakja X = (AN B)U X , ahol X tetszdleges.

5. Lehetséges-e, hogy egy halmaz minden eleme részhalmaza is legyen? Hat az, hogy
minden részhalmaza eleme is legyen?
Megoldas. Igen, példaul {o}.
Mivel minden részhalmaza eleme kell legyen, biztos, hogy tartalmazni fogja az & -t, a
halmaz tobbi elemét mar induktivan generaljuk a kdvetkezo szabalyok szerint

I, ={o}

I, ={2.{2}}

1, = {.{2}.{{z}}{o.{2}}}

I . =1,UP(l,),ahol P(I,) az I, részhalmazainak a halmazat jel6li.
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- Tartalomjegyzék
Az igy szerkesztett (I,) _ halmazokbdl megszerkeszthetd az I = Uln halmaz,

n=1

amely rendelkezik a kért tulajdonsaggal.

6. Bizonyitsd be, hogy ha A, B és C véges halmazok, akkor
a) |ANB|= |4 +|B|—-]AU B;
b) [AUBUC|=|4]+|B|+|C|—-|AnB|—-|BNC|—|CNAl+|AnBNC|;
c) [ANBNC|=|4+|B|+|C|-|AUB|—-|BUC|—|CUA4 +|AUuBUC|.

Bizonyitas. Arra toreksziink, hogy diszjunkt halmazok egyesitésére bontsuk fel az

AU B halmazt.
a) AUB=AU(B\ A),ahol AN(B\ A)=o,tehat [AUB| =|A|+|B\ 4] (*).

A B halmazt felirhatjuk B = (B \ A)U (B N A) alakban, ahol (B\ A)N(BNA) =2

= [B|=|B\A[+[ANB| =B\ A[=|B[—|ANB| (x).

Tehat (*) és (+*) alapjan [AU B| = |4| +|B| —|AN B|.

b) AUBUC =(AUB)U(C\(AUB)),ahol (AUB)N(C\ (AU B))= . Tehat
AUBUC| 2|4 +|B -|ANB|+|C\(AUB)|; (1)
C=(C\(AUB)U(CNAU((CNB)\ A mind diszjunktak =
Cl=]C\(AUB|+[CNA+[CnB)\ 4 =
|IC\(AUB)|=|C|-|CNA-|CNB)\ A); )
CNB=((CNB)\ A)U(C N BN A)diszjunkt halmazok =
ICNBl=[(CNnB)\A+|CNBN4 =
(CnB)\A=|CNB/—-|CNBNA|. (3)

Az (1), (2), (3) egyenldségek alapjan kapjuk, hogy

|[AUBUC|=|A|+|B|+|C|—|ANB|—|ANC|—-|BNC|+]|AnBNC|.

c) A b) pont alapjan
[ANBNC|=]AUBUC|—|A—|B|—|C|+|ANB|+|ANC|+|BNC| =
= JAUBUC| |4~ (B~ €]+ (14 + B~ AU Bl) + (14 +Ic] AU ) +
+ (1Bl +[Cl=BUC]) =
= |A|+|B|+|C|—|AUB|—|AUuC|-|BUC|+|AUBUC]|.
7. frdfel az A X B halmaz elemeit, ha
a) A={l,a} és B=1{2,5}; b) A={-2,38} és B={P,0, E};
c) A={-2-1,4,7} és B={2, 3, 6};
d) A={-2,3,8 W} és B={L, i, k};
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: ”
Megoldas. a) Ax B ={(1,2),(1,5), (a, 2), (a, 5)}. Tartalomjegyzé

b) AxB={(-2, P), (-2, 0),(-2, F),(3,P),(3,0), (3, E), (8 P), (8 0), (8 E)}.
c) AxB={(-2,2),(-2,3),(-26),(—1,2), (-1, 3),(—1,6), (4,2), (4, 3), (4, 6),
(7,2),(7,3),(7,6)}.
d) AxB={(-21),(-21),(-2,7),(—2k), (3, L), (3,9),(3,7), (3, k), (8 L),
(8,17), (8, 1), (8 k), (W, L), (W,1), W, r), W, k)}.
8. Abrdzold az Ax B halmaz geometriai képét a sikban, ha

a) A=[-22]és B=[-22]; b) A=[-12]U[3,4] és B=[-1,1];

c) A=[-1,2]U[3,4]U{5} és B=[-11U[2 3]u{5}.

Megoldas
a) y b) y
2
1
—2 0 2 T -1/ O 2 |13 |4 T
1
-2
c) y
3
20 L]
1 S U S S
-1 O 2 13 4 |5 T
1 R

Az a) alpontban ugyanazt kapjuk, a b) és c) alpontokban kiilonb6z6 az A x B és
B x A geometriai képe.
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9. Bizonyitsd be, hogy az AxX B és B x A halmazok pontosan akkor egyenldk, ha
A=B.

Bizonyitas. Redukcio ad abszurdum moédszerével bizonyitjuk. Feltételezziik, hogy
A=Bé AxB=BxA.Ha A= B, akkor 3 x € A gy, hogy = ¢ B. Ebben az

esetben (z,b) € Ax B -nek, ahol b € B. De mivel Ax B = B x A, kovetkezik, hogy
(x,b) e Bx A, azaz © € B és b € A, de mi feltételeztiik, hogy = ¢ B. Ellentmon-
dashoz jutottunk, tehat igaz a bebizonyitando tulajdonsag.

10. Bizonyitsd be az alabbi egyenldségeket:

a) Ax(B\C)=(AxB)\(AxC); B) (ANB)xC =(AxC)N(BxC().
Bizonyitas. a) (z,y) c Ax(B\(C) & z€Adéye(B\C) & zcAéycB
és y¢(C & r€AésaxcAésyeBés yédC & xcAésyeBészeA
¢s yZ C & (r,y) € (AxB) és (,y) € (AxC) < (z,y) € (AxB)\(AxC).

b) (z,y) e (ANB)xC & z€(ANB)ésyelC & z€cAésreBésyclC &
S reAésreBésycelCésycelC & reAdésyecCésreBésycelC <
& (z,y) €(AxC0) és (z,y) € (BxC) & (z,y) €(AxC)N(BxC).

11. Bizonyitsd be, hogy ha az A halmaznak a eleme van és a B halmaznak b eleme,
akkor az Ax B és B x A halmazoknak a -b elemiik van, azaz |A X B| = |A| -|B].

Bizonyitas. Tetszbleges © € A elem esetén b darab szampart alakithatunk ki,
amely eleget tesz az (z, y) y € B feltételnek. A minden egyes elemére ezt elvégez-
ve, kapunk @ — b darab szampart. Ez éppen az A x B halmaz szamossaga, mert igy
felsoroltuk az A x B minden elemét pontosan egyszer. A B x A halmaz szamossagat
hasonléan igazoljuk.

12. Bizonyitsd be, hogy két halmaz Descartes-szorzatinak geometriai képe nem lehet
egy egysegnyi sugaru kor.

Bizonyitas. Feltételezziik, hogy A x B Descartes szorzat geometriai képe az egység-
nyi sugart, origd kozéppont kor. Akkor 1 € A és az 1 € B is, vagyis (1,1) € Ax B,

de az egységnyi sugarti kor nem tartalmazza az (1, 1) pontot. Az elébbi ellentmondas

alapjan a szorzat geometriai képe nem lehet az origoé kdzéppontl egységsugart kor. A
koordinata-tengelyek tetszélegesen megvalaszthatok, tehat a szorzat geometriai képe
nem lehet kor.

Tartalomjegyzék
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V.2.2. Gyakorlatok (107. oldal) Tartalomjegyz€k

1. Valaszd ki az alabbi megfeleltetések koziil a fiiggvényeket és indokold meg, miért
nem fiiggvények azok, amelyeket nem valasztottal ki!

a) b) c)
>
=REA s

1 4
0730579~ f()=——: & R-R f)="—"1
Megoldas. Fiiggvények: a), b), e), h).

Nem fiiggvény: ¢) A 8-nak nincs megfeleltetve egy elem sem; d) A 2-nek két érték
van megfeleltetve; f) Mivel V—3 nem értelmezett, igy —3-nak nem felel meg egy

érték sem; g) r = —2 esetén nem értelmezett a tort.

2. Hatarozd meg a kovetkezo fiiggvények maximadlis D értelmezési tartomanyat:

a) f:DCR R, flo)=——: b)f:DCR-R,, fla)=——:
r—1 r—1
¢) f:DCR =[P +00), fla)=——

d)f:DQR—MR, f(l’):\/f, e)f:DgR_)R’ f(l’):\/m,
f) [ DCR R, f(a)=42 1,
g) f:DCR —(—00,0], f(z)=1z"—42" + 32 ;

h) f:DCR—R, fz)=%z; i) f:DCR—R, flz)=vz,neN;
1

) [:DCR—R, fz)=%2; k) f:DCR—R, fz)=a3;

) [ DCR R, f(z) =27

Nz —1+4++2" -1
z—3 '
Megoldas. a) =1 esetén nem értelmezett a tort. Tehat D = R\ {1}.

m) f:DCR R, f(z)
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b) Mivel az értékkészlet R |, a maximalis értelmezési tartomanyt az >0 felté-
I —
tel adja. 1>0 & r—-1>0 & x>1.Tehat D = (1, + 00).
T —
1 1 1 z-lsl

c €1, 2| va >3. cllL2] & 1L <2

)x— [1, 2] vagy 1 1 L. 2] r—1 1<2x -2
<2

haz-1>0 & 3@1:62,2. L >3 & 1>3z—-3haz—-1>0,
ng 2 x—1

4 4 .
azaz t>1 & z < 3 észx>1 & € [1, 5] Mivel az értékkészlet R, -ban van,

a b) alpontot felhasznalva kapjuk, hogy = > 1. Tehat D = [1, %‘ U g, 2}.

d) V7 értelmezettha z > 0. D = [0, + o0).

€)1’ —3r4+2>0.2"-324+2=0 & (z2—-1)(2-2)=0 & 2, =113, =2 =
= D= (—00,1]U[2, + ).

f)2’-1>0.2°-1=0 & @-)@e+1)=0 & z,=-lz,=1 =

=D = (—o0,— 1JU[L, + 00).

g 2°—42"+3:>0. ' -42"+32=0 S2@x-1)=-3)=0 & z =1,

r,=2,2,=3

T —00 0 1 3 +00
T -0 + + +
z—1 - - 0 + +
z—3 - - - 0+
z* —42° + 3z -0 + 0 - 0 +
D =10,1JU[3, + o0).

h) D=R.
i) Ha n paratlan: D = R.Ha n paros: > 0= D =R .

1
jJY¥2=27 2=0és2cQ,tehat D=Q .
1

k) 23 = ¥7,igy D =R.
1

1) 25 =Yz ,igy D=R.

z—1>0
m) A tort értelmezésébdl z = 3. A gyok értelmezésébdl | >0
r —1=

Tartalomjegyzék
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z €1, 0] ’
® e lcon —1UlL, +oq) T TEMFE0) TR D=[L 4 00) {8

3. Ird dt az alabb fiiggvények értelmezését az osszes lehetséges médon (tabldzattal,
diagrammokkal, képlettel, (A, B, X) halmazhdrmassal):

a) f:{-1,0,1,2} —{0,2,6}, f(z)=2"+x; c)

b) f:{L23,4) =R \
T 1 2 3 4 '
f(x) 1 0,5 0,(3) 0,25 ‘

d) A= {2, 3,5, 7,11, 13}, B = {1, 2, 3,4, 5, 6},
X = {(17 2)7 (27 3)7 (37 5)7 (47 7)7 (57 11)7 (67 13)} .
Megoldas

a) 1) 2 A B

\
T -1 [0 [1]2 ’
-

f(z) 0|]0|21]6

3) A={-1,0,1,2}, B={0,2,6}, X ={(-1,0),(0,0),(1,2),(2,6)}.

A B
b) 1) ' 2) f:{1,2 3 4} - R, f(m):%.

N 3)A={1,2,3,4), B=R,
X = {(1; 1)7 (2; 0, 5)? (3; 0, (3))7 (4; 0725)} .

c)
0, x=0

Tartalomjegyzék

1) f : {O? 37 47 5} - {0? 17 2} > f(iE) - 17 z pé.I'OS 2) f(SE) 0

\S)
—_
\S)

2, z paratlan

3) A={0,3,4,5}, B={0,12}, X ={(0,0),(3,2),(4,1),(52)}.
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4 1 %) Tartalomjegyzék

3) f:{1,23,4,5 6} —{2,3,5,7,11,13}, f(i) =az i-edik primszam .

4. Dontsd el, hogy az alabbi fiiggvényparok egyenlok-e vagy sem:
a) f{-L01} >R, flz)=z¢sg:{-10,1} =R, g(a)=2";
b) f:R — R, f(z):\/x_2 és g: R — R, g(z)=lzl;
c)f:R-R, flz)=|z—1 és g: R =R, g(z)=2" -2z +1;

d) /:R—R, f(z)=][z]+ és g: R — R, g(z)=[2z].

1
T+ =
2

Megoldas. a) A={-1,0,1}; B=R.

X, ={(=1L-1,(0,0), (1D}, X, ={(=1,-1),(0,0), (1, D}

X . X, = akét fuggvény egyenld.

b) A=R, B=R. NP— , tehat a két fliggvény egyenld.

c)r’ —2r+1=(z—1" =(1—-2) = 2" —2r+1=|r—1], tehat a két fiiggvény

egyenlo.
d) z=n+r,ahol n=[z] és r €[0,1).

03]
2

. 1
fn+r)=n+n < f(n+r):2n,mlvelr+§<1;

1. eset. rc

gin+r)=[2n+2r] & g(n+r)=2n,mivel 2r <1.

2. eset. r ¢ %,1
fn+r)=n+n+1 & f(n+r):2n+1,mivel7’+%21;
gn+r)=[2n+2r] & gn+r)=2n+1,mivel 2r > 1.

Tehat f(z) = g(z) Vz € R = akétfiggvény egyenld.
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V.5. Gyakorlatok (109. oldal) Lenizl ey e

1. Hatarozd meg a kovetkezo fiiggvények értékeinek a halmazat és keresd meg a
minimum illetve maximumpontjat (ha létezik):

a) f:[-3,2] =R, flzy=22+1; b)f:[-4-3]—=R, flz)=3-2z;
1
2 -5
e) f{RR, f(z)=a’—30+2; ) f:[-003 >R, f(z)=0a"—4z+T7;

c) f:[-3,2] = R, f(z)=2"; d) /:[L2JU[3,5] =R, f(x)

b

g) fi[-00,-2] =R, flz)=2"—-32+1;
h) f:[2,+00) = R, f(z)=21"—21+3.
. -1 . . o .
Megoldas. a) 2z +1=y = 1, = yT Mivel az értelmezési tartomany [—3, 2]
-1
—3gyTg2 = ye[=5,5] = Imf=[-55]
Minimumpont: —3; maximumpont: 2.
b)3-2r=y = z, = B;y Ertelmezési tartomany [4,-3] = —4<—=<-3
= y€l9,11] = Imf=][9, 11]. Minimumpont: —3; maximumpont: —4.
c)r’=y & r=Jyhay>0 = Imf=]0,00).
Minimumpont: 0; maximumpont: nincs.
1 1
d) =y, = oy +
2r —5 2y
5y +1
2y

. Ertelmezési tartomany D = [1, 2] U [3, 5] tehat z, € D .

z,€[,2] & 1< <2

1
l.eset. y > 0: 2y <by+1<4y = yz—gésyg—l = yEed.

1
2.eset. y<0: 2y<by+1<4y = y¢c —1,—§]C(—oo, 0].
oy +1 , . . i .
Ha z, €[3,5] & 3< 5 < 5. Hasonl6an targyalva mint az elébb, kapjuk,
( Yy
5
hogy y € |-, 1|.
5
. . 1 1 s -
Tehat  Osszegezve, Im f=|—1, -3 U 5 1 . A figgvény minimuma

—1, tehat minimumpontja 2. A fiiggvény maximuma 1, ezt a fiiggvény az z = 3
pontban veszi fel.



170 Fiiggvények

1 1
o) fle)=y = & ~Br+2-y=0.4,206y>— ;qu:[_z,Jroo].

A fliiggvény minimuma y = —i =A=0 =z = ; , tehat a minimumpont §;
maximumpont nincs.

f) fla)=y = 2 —42+T—y=0.A, >0 & y >3, de az értelmezési tarto-
mény (—oo,3]. y=3-ra z, =2 a fiiggvény minimumpontja, ha az értelmezési
tartomany R lenne, de z, = 2 € (—oo, 3] -nak, tehat z, =2 a kért fiiggvénynek is
minimumpontja és az Im f = [3, 4+ 00) . A fliggvénynek maximumpontja nem létezik.
g) Hasonloan jarunk el mint az f) alpontban.

fr)=y = 22 -3z+1—-y=0. A >0 & yZ—%. Tehat a minimumpont
3 3

5 de 5 & (—oo, — 2] -nak, ezért a fiiggvény minimumpontja —2 lesz és a fiiggvény

értekeinek halmaza Im f = [11, 4+ co0), ahol f(—2)=11. Maximumpontja nincs a
fliggvénynek.

h) fo)=y = 2" —224+3-y=0.A, >0 & y>2. A minimumpont 1, de
1 ¢ [2, + 00) -nek, tehat a fliggvény minimumpontja 2. f(2) =3 = Im f = [3, 4+ c0).
Maximumpont nincs.

2. Vizsgadld meg az alabbi egyenldségek és implikaciok helyességét, ha M, N C A és
[+ A— B egy fiiggvény, valamint f(M) = {f(z) |z € M}.

a) MCN = f(M)CF(N); b) f[(M)C f(N) = M CN,;

c) f(MNN)=f(M)N f(N); d) f(MUN)= f(M)U f(N).
Megoldas. a) f(N)={f(z)|z € N} ={f(z) |z € (MUC M)} ={f(z)|z e M
¢s v € C My ={f(z)|x e M}U{f(z)|z € C ,M}=f(M)Uf(C M).

Mivel M CN = N=MUC M, ahol M NC M = &. Tehat az implikacié igaz.
b) Nem igaz. Legyen az 4bran lathat6 modon értelmezett fiiggvény. 4 B
Legyen M — {1}, N = {2.3) , akkor f(M) = {a}, S(V) = {a.0}, (T4

gy igaz, hogy f(M)C f(N),de M Z N. |

c) Nem igaz. Példaként legyen az el6z6 alpontban megszerkesztett

fiiggvény. MNN =2 = f(MNN)=f(@)=2. f(M)N f(N)={a}.

d) [(MUN)=A{f(z)|[ze MUN}={f(z)|z € M vagy z € N} =
={f(@) |z € M}U{f(z)|z € N} = f(M)U f(N).

Tartalomjegyzék
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Tartalomj ek
3. Bizonyitsd be, hogy ha f, g :[a, b] — R két fiiggvény, amelyre létezik max f(z) artalomjegyze

z€la, b

illetve max g(x) és f(x) < g(x), ¥V z € [a,b], akkor max f(z) < max g(z).

z€la, b) z€la, b]

Bizonyitas. Adott f(z) < g(z) Vz €[a,b], akkor f maximumara is érvényes
ma () = f(z,) < ola,), de glr,) < ma o(a)  tehit max f(x) < mas o(a).

z€la, b) z€a, z€la, b) z€la, b]

1
4. Szamitsd ki a max {mln {x Y + }} kifejezés értékét.

z,y>0

. . 11 , 1 )
Megoldas. Ha min :B,y—{——,—}:m, akkor m < x és m < —, tehat (z,y >0
Ty Y
alapjan) ygi és lgi igy y+1§3. Masrészt mgy—l—l, tehat mgz.
m z m z~ m z m

. . . 2
Az elébbi egyenlStlenség alapjan m <2 . Mivel z=+/2, yz% esetén

11 11
min {z y+— —} = /2 és barmely mas érték esetén min {x, y+—, —} <2,
Ty Ty
11
allithatjuk, hogy max {min{z, y + =, =t} =~/2.
z,y>0 x y

5. Bizonyitsd be, hogy ha f, g :[a,b] — R és az alabbi egyenldtlenségben szerepld

maximumok léteznek, akkor az egyenldtlenség igaz:
max|f(z) + g(z) < max |f(z)| + max|g(z)].

z€la, )

Bizonyitas. Legyen z, az az érték, amelyre | f(z)+ g(x | )| felveszi a maximumat.
max|f(z) + g(z) = |f(z,) + 9(x,)| <[f(z,)] +|g(z, )] < max|f(z)|+ max|g(z).

Tehét g[%]'f(x) + g(z)| < f}ea[aaiﬂf z)| + max |g(z)|.

z€la, b]

V.8. Gyakorlatok és feladatok (113. oldal)

1. Allapitsd meg, hogy a kivetkezé rendezett szampadr halmazok koziil melyik lehet
egy fliggvény grafikonja:

a) {(1,2),(1,4),(3,3),(4,6)};

b) {(0,3), (1, 3), (3,5), (4,1), (5, 6)};

c) {(0,0),(21),(3,2),(0,4), (4 1), (5 4)}.

Megoldas. a) Nem lehet fiiggvény grafikonja mert az 1-nek két érték felel meg, a 2
ésad.
b) Lehet fliggvény grafikonja.
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c) Nem lehet fiiggvény grafikonja, a 0-nak két érték felel meg. L Bl s

2. Hatarozd meg az alabbi fiiggvények grafikonjat, majd abrazold a fiiggvényeket:
a) f:{0,1,2} = {1,2,3}, f(0)=1 f(1)=2 f(2)=1;
b) /:{0,1,2,3} = N, f(z)=2", YV2€{0,1,2, 3};
c) f:{1,23,4} —-{1,3,5,6,7,8}, flx)=9—=z, Vze{l 23 4};
d) f:{1,2,3} > R, fl@)=|o—1;

3 1 1.3
e) f:{—2,—5,—1,—5,0,5,1,5,2}—>R, f(z) =[z].
Megoldas
a) Grf = {(0,1),(1,2), (2, )} o) Grf = {(1,8),(2,7), (3,6), (4, 5)} .
4 Y ty
51,2 a0
2 LB
A(0,1) 02, 1) 6 ?(37 6)
L e Attt T 5 7",:,,,,,‘r,,,,,j,,,,,l.)(él’ 5)
0 | 2 2
b) GT’f:{(O, O)a(17 1)7(27 4)7(37 9)} ‘ ‘ ‘
gy 777777777777 D(3,9) o 123 4 &
d) Grf = {(1,0).(2.1). (3.2)).
Lo
A o
. 0o B2
| B A(1,0) L
A(0,0) 0 1 2 3
ol 1 2 3 z
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5 ) ) 5 Tartalomjegyzék
e) G?"f = {(_27_2)7[_57_2]7(_17_1)7 [_57 - ]7 (07 0)7 [570]7 (17 1)7 [571]7(27 2)} .
by
2 e °
1 *-—-e
T T ol 1T 3 .
1 R
P
S ,

3. Vizsgdald meg az alabbi fiiggvények parossdgat, paratlansagat illetve
periodikussagat:

a) f:R— R, f(z)=2""; b) f:R >R, flz)=2"";
c) f:R—-R, flx)=2", neN; d)[f:R—-R,fz)="Vz,neN\{0,1};
e) f:]0,00) = R, f(zx)=2"; f) f:[-21] =R, f(z)=2"+uz;

g) f:[-22 =R, fa)y=2"+2"+2; h)f:[-L,1] >R, flz)=z"+2°;
i) f:R— R, f(z)=sinz; j)f:R—=R, f(z)={sinz}.
Megoldas. a) VreR= —z€ R, f(—z)=(—2)" = (-1)""2*"" = 2™ =
= —f(z),V z € R, tehat f paratlan fiiggvény.
f periodikus ha 3T : f(z +T) = f(z),Y 1 € R, azaz (z + 7)™ = 2" Ve R.

Akkor igaz x = 0 esetén is, ahonnan kapjuk, hogy 7' = 0. Tehat f nem periodikus

fiiggvény.
b) VzeR=—-z€R, f(-z)=(—2)"" = (=1)"2" = 2™ = f(z),V2r €R,

tehat f paros fiiggvény.
fa+T)=fz),V2eER & (a+T)" =" VzeR S T=0, tehat f

nem periodikus.

n

x", mnparos
(=D)"z" = . , , Vo eR, azaz f paros fiiggvény,
—z", n paratlan

c) f(-z) = (-x)"

ha n paros, f péaratlan fliggvény ha n paratlan.
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fa+T)=f@),V2ER & (2+T) =2"VzeR & T=0, tehit f nem
periodikus fiiggvény.

1 1 1 1
d) VzeR=—zeR. f(—2)=2Y=1 = (—x)2ntl = 12041 . g2041 = —g2nil =

=—r =—f(z),V z € R, tehataz f paratlan fiiggvény.

fa+T)=f(x),VzeR & Yo+ T =Y,V eR P T =0, f nem pe-

riodikus fliggvény.
e) Vzel0+o0) #—x€l0,400), példaul 1 €0, 4+ c0), de —1¢ [0, + o), f

nem paros és nem paratlan fiiggvény.
fa+T)=fx),Vz e[, +x) & (2+T) =2"Vze,+00) & T=0, f

nem periodikus fliggvény.
f))Vee[-21 % —ze€[-21], példaul —2 € [-2,1], de 2 € [-2, 1], f nem paros

€s nem paratlan fliggvény.

fla+T)=fx),Vre[-21 & (@+T +z2+T=2"+z,Vre[-21],é ha
r =0 €[-2,1], akkor kapjuk, hogy T° + T = 0, azaz T(T* +1) = 0, melynek az
egyediili valos gyoke a 7' = 0. Tehat f nem periodikus.
g) Vre[-22 =—-2€[-22] . f(-2)=(-2)+(-2) +(-2)= (-1’2 +
+(-1’2’ —z=-2"—2"—2=—(2" +2’ + 1) = —f(2),Vr €[-2,2] , tehat f
paratlan fiiggvény.

f@+T)=fx),Vze[-22] & @+T)V+@+T) +2+T=2"+2"+u=,
Vze[-22].Haz=0,akkor T° + T° +T =0, azaz T(T" +T* +1) = 0. Jelol-

jik T% = 7, kapjuk a 2> + z + 1 = 0 egyenletet, melynek nincs valds gyoke, tehit a
T valtozos egyenlet egyetlen gydkea T'= 0, azaz az f nem periodikus.

h)yVze[-1,1] = —-z€[-1L1]. f(-z2)=(—2)" +(—2)’ = 2" + 2 = f(z) barmely
€ [-1 1], tehat f paros fiiggvény.
fa+T)=f@),Vee[-L,1] & (+T) +(@+T) =z'+2>Vze[-11].
Legyen x = 0, akkor kapjuk a 7" +T° =0 < T*(T* +1) =0 egyenletet, mely-

nek egyediili valos gyoke 0. Tehat f nem periodikus.
i) VreR = —-zeR . f(—z)=sin(—z)=—sinz = —f(z),Yz € R, tehat f

paratlan fiiggvény.
flz+T)= f(z),Yz€R & sin(zr+7T)=sinz < T = 2kmr, ahol k € Z, tehat

f periodikus fiiggvény.

Tartalomjegyzék
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sin z, sinz € [0, 1]
j) f(x) ={sinz} ={l+sinz, sinz €[-10].

0, sinz =1
VzeR = —zxcR. f(—z)={sin(—z)} = {—sinz} = {sinz} = f nem paros.
f(=z) = {sin(—=z)} = {—sinz} = —{sinz} = f nem paratlan.
Ha T =2n = f(z+7T)= f(z)= f periodikus. f(z +27)= {sin(z +2m)} =
= {sinz} = f(z).
4. Egy f:[-6,6] — R fiiggvény valtozasi tabldzata a kovetkezd:

s |6 4|-1]0] 1]4]6 Toltsd ki a tablazatot, ha f
f(z) | ‘ 2 ’ 4 ‘ -1 ‘ ‘ 5 paros, majd ha f pdratlan.
Megoldas
f péaratlan: L 6|4 10 1 |46

para f@) | s 2141 2]s
£ piros: z | 6] 4| -1]0] 1] 4]6

patos: f@) [ s 21 [4]]=2]5

5. Melyik igaz és melyik hamis az alabbi kijelentések koziil?

f:+A— B paros
a) ) = f+4+g:A— B isparos;
g: A — B pdros
f:A— B paratlan
b = : A — B is paratlan;
) g: A — B paratlan fyg: A= B isparatlan
f:+A— B paros
c) , = f-g: A— B isparos;
g:A— B pdros
f:A— B paratlan
d = f-g: A — B is pdratlan.
) g: A — B paratlan f-g: A= B is paratlan

Megoldas. a) Vz € A = —az € A mivel f és g is paros.

(f +9)(=2) = f(=2) + g(=2) = f(x) + g(x) = (f + g)(2),YV x € A, azaz [+ g piros.
Igaz a kijelentés.
b)Vze A = —z€ A mivel f, g paratlan.

(f +9)(=2) = f(=2) + g(—z) = —f(z) — g(z) = =(f(z) + 9(2)) = —(f + 9)(z) =
f + g paratlan. Tehat igaz a kijelentés.
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c)Vze A = —zxe A mivel f, g paros. L Bl s

(f-9)(=2) = f(=2)- 9(=2) = f(2)- g(x) = (f - 9)(2),V © € A, vagyis [-g péros.
d)VzeAd = —z e A mert f, g paratlan.
(f-9)(=z) = f(=z) g(-2) = (= f(2))- (—9(z)) = f(z)- g(z) = (f - 9)(z),V 2 €A,
tehat f- ¢ paros. Tehat hamis a kijelentés.
e) Igazolni kell, hogy 3T : (go f)(x +T)=(go f)(x).
(gof)z+T)=g(fz+T))=g(f(z))= (g0 f)(z). Tehat go f periodikus, k-
vetkezik az f periodikussagabol. Igaz kijelentés.
6. Van-e fiiggdleges szimmetriatengelye az alabbi fiiggvények grafikus képének?
a) f:R—R, f(r)=az’ +br+c, a=0;
b) f:R—-R, flz)=ar+b a=0; ¢c)f:R—=R, flz)=2"+a, ac€R;
d) f:R-R, fla)=(@-1)"+(@+3)"; e [t R>R, flz)=2"+2’;
f)[:R—R, f(z)=uz; g [:[-32 =R, flz)==z;
h) f:[a,b] = R, f(z)=a+b—12z, a,beER, a<b.
Megoldas. a) Vzc€R = 2d—z € R, ahol d € R. Vizsgalnunk kell, hogy
létezik-e olyan d € R gy, hogy teljesiiljon a f(z) = f(2d —z),V =z € R feltétel.
flz)=f2d—2) & ar® +brx+c=a2d—z) +b2d—1)+c &
& (2da +b)z = 2d°a + bd
Az egyenléség fenn kell alljon barmely x -re a valdés szamok halmazabdl, ami csak

akkor lehetséges ha 2da + b = 0. Ahonnan kapjuk, hogy = = —Qi fiiggoleges szim-
a

metriatengelye a megadott fiiggvény grafikus képének.
b) Mivel R -ben vagyunk, az els¢ feltétel biztos, hogy teljesiilni fog.

f@)y=f2d—z),V2zeR & ar+b=0a2d—2)+bV2zeR &
& rz=d,VzelR
Tehat ellentmondashoz jutottunk, igy az f fliggvény grafikus képének nincs fiiggd-

leges szimmetriatengelye.
c) R -ben vagyunk, tehat teljesiil az elsé feltétel.

f)=fR2d—2),VzeR & 2°+a=02d—2)+a,VIER &
& 2’ —3de’ +6d°r —4d* =0,V z € R

Az egyenletnek legfeljebb harom kiilonb6z6 gyodke van, de nekiink az minden valds
szam esetén kellene teljesiiljon. Tehat a fliggvény grafikus képének nincs fliggdleges
szimmetriatengelye.
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d) Teljesiil az els6 feltétel. Lenizl ey e

f@)=f@Rd-2),YzeR & (@—1)'+(@@+3)' =@2d-1-2)' +
+2d+3-12)" & d=-1

Tehat teljesiil az egyenldség, igy az © = —1 egyenletli egyenes a fiiggvény grafikus
képének fiiggdleges szimmetriatengelye.
e) R-benteljesila 2d —z € R Vd,z € R feltétel.

f@)=f2d—2),VzeD & ' +2°=2d—12)'+(2d—2)’,Vz R
Megfeleltetjiik a szabadtagok egyiitthatojat.

(2d)' +(2d)' =0 & (2d)’Qd+1)=0 & d=0 vagy d = —%
d=0 eseténaz ' +2° = ' —2°,V 1 € R egyenldséget kapjuk, ami nem igaz.
d= —% esetén az z' + 1’ = (—1—1)" +(—1— )" egyenléségnek kellene teljesiil-
nie V z € R esetén. Mivel ez sem teljesiil, a grafikus kép nem rendelkezik fliggdleges

szimmetriatengellyel.
f) f(x)=f2d—2),V2€Z & z=2d—x Vo€l & z=d, YVzel.

Nincs fiiggdleges szimmetriatengely.
g) fo)=f2d—2),Vze[-32 & z=2d—2z,Vze[-32 & z=d,

V 2 €[-3,2]. Ez nem lehetséges mert d egy rogzitett érték és x a valtozd, tehat

nincs fliggdleges szimmetriatengely.
h) flz)=f2d—-2),Vzrelad & a+b—z=a+b—-2d+z,Vrecab] &

srx=d,Vxelab & a=b=d,de a <b.Nincs fliggbleges szimmetriatengely.

7. Bizonyitsd be, hogy ha az f : R — R fiiggvény teljesiti az

fa+ o) = + I~ @)

egyenloséget, ¥ x € R esetén, akkor f periodikus.
Bizonyitas. Ha f(z) =y, akkor f(z +a) = % +y—y° .

Ha z helyett (z + a)-t helyettesitiink, az

f(z + 2a) ———l—\/fa:—i-a f(a:+a)—1+\/1+ y—vy —(;—i-\/y y] =

:—+,/—+y —y——+,/y—— —+y——:

egyenl6séghez jutunk, tehat f(x + 2a) = f(z),V « € R, azaz f periodikus.
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8. Bizonyitsd be, hogy ha az f:R — R\{l} fiiggvény teljesiti az

flx+2)= egyenléséget, ¥ © € R esetén, akkor f periodikus.

1— f(z)
Bizonyitas. Legyen f(z) =y = f(z+2)= % Ha z helyett (z + 2) -t
-y

helyettesitiink az
1 1-—-
f(ﬂ? + 4) = 1 = Y
1—— 4
-y

egyenldséghez jutunk, majd az = + 4 helyettesités utan:

1
Ja+6)=—7—"r=y.
14—
y

Azaz f(z) = f(z + 6), tehat f periodikus.

9. Abrizold grafikusan a kovetkezd fiiggvényeket:
a) f:R =R, fz)=[z]; b) f:R =R, f(z)={z}.
Megoldas. a)

sy
. -
3 oo —
2|
I R
473210‘3111‘ .
1 2 3 45 @
-
B R S
N -3
e — 4
b)
Ly

Tartalomjegyzék
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V.9.1. Gyakorlatok és feladatok (116. oldal)

1. Vizsgald az alabbi [ : I — R fiiggvények monotonitasat.
a) f(m)=a* +4, I=[0,+00);  B) f(r) =2 — 65, [ =[-21];
T

c)f(x):—3x2+2, I=[0,+00); d) f(z)=

f(xl)_f(xz):$12+4_x22_4
Ty — Ty Ty — Ty

T =(2,+00).
= 1=(2+)

Megoldas. a)

=z +x, >0,V 2,2, €l mivel
r, = x,. Tehat f szigoran névekvo fliggveény.

flz)— f(=,) _ Qxf — 61, —2:522 +6z, 2(r, —z,)(r, +m,)—6(z, —1,)

b)
I, — @, I =T, I, — I,

=2z, +2,) —6<0,V x,z, €2 1]. Tehat f szigortan csokkend fliggvény.
f(z)— f(z,)  —3x; +2+3z] —2

Ty — Ty Ty — Ty

c)

=3z, +2,)<0,Va,r, €l mivel

T, = 1,, z,z, nem veheti fel egyszerre a 0 értéket. Tehat f szigoruan csokkend

fiiggvény.
L
d) f(xl)_f(%):xl—z $2—2: —2(x, —,) _ ) 0.
T, — 1, T, — 1, (z, =2)(z, = 2)(z, —z,) (2, —2)(z, —2)

mert z, 7, € (2, +00) = 1 —2>0 és (z, —2)>0. Tehat f szigortan csdkkend
figgvény.
2. Legyen f:1 — R, (I CR) fiiggvény. A tagadasi szabdlyok haszndldsdaval, ird
fel, hogy mit jelent:

a) f nem szigoruan névekvé I -n; b) f nem szigoruan csékkend I -n;

c) f nem szigoruian monoton I -n.
Megoldas. a) f csokkend -n (vagy f novekvo, f csokkend, f szigortan csok-
kend, f valtoztatja a monotonitasat az I intervallumon beliil).
b) f novekvd I -n (vagy f csokkend, novekvd, szigortan ndvekvd, valtoztatja a

monotonitasat I -n).
c) f ndvekvd vagy csokkend (vagy f ndvekvd, csokkend, valtoztatja a

monotonitasat az I intervallumon beliil).

Tartalomjegyzék
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3. Vizsgdld az f:(—o0, —1) = R, f(z)= S fiiggvény monotonitdsat.
T
T, T,
Megoldés. f(xl) _ f(CL’Z) = 1- CL’f 1- xj — (xl — x2) — Iz, (331 — xQ) =
T, — T, T, — T, A+2)(1+ ) (z, —x,)
= Lo, 1+2°>0 V2, €R; 1+2°>0 Vz, eR
sy o L ER; 143 :

A fliggvény monotonitasat az 1 — z z, el8jele fogja megadni. Mivel z, z, € I, ezért
vizsgaljuk az z, = z, esetén kapott kifejezés eldjelét. Az [, = (—1,1) intervallumon

az f fliggvény csokkend, migaz [, = R\ (-1, 1) halmazon ndvekv.
2
4. Tanulmdnyozd az f:R\{-1} - R, f(z)= L—flﬂ és g:R—-R |
T
g(z) = 2° — 32% + 4z + 1 fiiggvények monotonitdsat!
a:f -2z +1 zZQ =2z, +1

Megoldas. fla) = Jia,) __ 4 ! T+ 1 e e W 3.
T, -, T, -, (z, +1)(z, +1)
$12 +2z —3

Ha z =uz,, az eredeti tort a kovetkezd formaban irhato: . A tort

(2, +17
elojelének vizsgalata megegyezik az wf +2z, —3 Kkifejezés elgjelevel. Ebbol
kovetkezik, hogy az I = (—3,1) intervallumon f csokkend, az I, = R\ (—3,1)

intervallumon pedig novekvo.
g(z)—g(z,) ) —3a) +4z +1—1) +3z) — 4z, —1

T, -, T, -,
:xf + 1z, —1—:522 -3z, — 3z, +4.
Hasonloan jarva el mint az elébb: z =1z, = 3:512 — 6z, +4 eldjelét kell vizs-

galnunk. Arl =—-12<0 = a g fliggvény szigoruan ndvekvd az R -en.

5. Bizonyitsd be, hogy két névekvé fiiggvény osszege is novekvo. Ez alapjan igazold,
hogy ha a,, a,, ..., a, pozitiv szamok, akkor az

[R, =R, f(z)=az" +az"" +...+a_z+a,
fiiggvény novekvao. Adjal peldat olyan f:R—=R ,
f(r) =a" + alxn_l +...+a _ x+a, alak fiiggvényre, amely se nem névekvé, se

nem csokkend az R _-on.
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Megoldas. Legyen f, g két novekvo fiiggvény és igazolni fogjuk, hogy f + g is L Bl s
novekvo.
(f+9)=) - (f+9)(=,) o fz)+9(x)— fz,) —glz,)
Ty =T, N Ty =T, N
_ ) = @) +g@) —g@y)  fl) = ) | g@)—g)
T, — T — T —

1 2 1 2 1 2
Tehat két novekvo fiiggvény 6sszege novekvo.
Legyen f(z) =ax", f(z)=az"",...,f (2)=a =z, f(z)=a,.Ekkor
f;(xl) — f;(%) _ az:xlnii — “,:93;71'

T, =T, I, — I,

= ai(gvl"”"*l + x"%'*?mg + ...+ xg"fH) >0

1

Tehat f novekvé R -n Vi= 0,n = f novekvd fiiggvény R LI,

6. Az eddigiek alapjan dontsd el, hogy a kovetkezé grafikus képek koziil melyek
abrazolnak novekvd fiiggvényeket és melyek csokkendket! Azoknal a fiiggvényeknél,
amelyek nem monotonak az egész R -en, hatarozd meg a monotonitdsi
intervallumokat. Vizsgald meg a szigoru monotonitast is!

Megoldas. Az 1. szigoruan novekvd az R -n; a 2. csokken6 az R -n; a 3. ndvekvd
az R-n;ad.az I, = (—oo, —1], I, = (3, + oo) intervallumokon szigorian novekvé,

mig az I, = (-1, 3] intervallumon szigorGian csdkkend; az 5. az I = (—o0, — 3],
I, = (=1,1], I, = (3, + oo) intervallumokon szigortan noévekvé, az I, = (-3, —1],
I, = (1, 3] intervallumokon pedig szigorGian csokkend; a 6. az I = (—oo, —1]
intervallumon szigoruan névekvd, mig az I, = (—1 + o0o) intervallumon szigoraan

csokkend.
V.13. Gyakorlatok (129. oldal)

1. Abrdizold a kévetkezé elsé és mdsodfokii fiiggvényeket:

a) f:R—=R, fx)=z+1; b) f:R =R, flz)=+22—-1;
o) f:R—R fla)=T7 d) iR~ R, f(r) =7~ V3:
e) f:R—R, fz)=2"—4z+5; f£)f:R—-R f(z)=2">—22+6;
g f R-R, f(r)=2"-2V2x+2; h) f:R =R, f(z)=2"—51+6;

i)fR-R, fz)=2"-T2+12; j)f:R—R, f()—%wz—%x%—i

k) f:R— R, f(z)=—2"+107; 1) f:R— R, flz)=12"—16.
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a) f(0)=1, f(-1)=0. d) f(0)=—/3, f(23)=0.
Yy Y A
A(0,1)
B(-1,0) ‘ B(243,0)
0 . 0 >
) A(0,-+/3)
b) f(0) = —1, f[ﬁ]—o.
yt b A
e) z, = o W T W =2,
y, =1; A<0 = GrNOz=02.
f0)=5, f4)=5, f(1) =2,
. f(3)=2
O /BUp20) @ : |ol1]2]3]4
10.-1) f@ | s]2]1]2]5
y A
5
o) f(0) =17, f[g]zo
yt )
1
7\ A(0,7)

0 2 B(7/3,0)

ISIA 4

v

o 1 2 3 4
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f) A csticspont koordinatai: z, = —Qi =1,
a
A , .
Yy, = i 4. A <0, tehat a grafikus kép nem

metszi az Oz tengelyt. f(0)=6; f(2)=6;
f=1)=9; f(3)=9.

Ay

A
4a

-10 1 2 3

g) A csucspont koordinatdi z, = —% =2

y, = ——=0. A =0, a grafikon érinti az

3 Oz tengelyt. f(0) = 2; f(2v2) = 2;
*********** a f(=32) =8 (32) = 8.

b

| | | > X ‘ —\/§ ‘
~2 22232 @ f@) |8 |
, g b 5
h) A csiucspont koordindtdi: z, = ——=—,
20 2 6
Yy, = —4é = 1 . A =1, a grafikon metszi az
a
Oz tengelyt: f(2)=0, f(3)=0; f(0)=6 ,
/(5)=6.

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

v

Tartalomjegyzék
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i) A ] t  koordinatai: b T
i) csticspon oordimatar: -z, =--- =2, 19
——é——l A =1>0, a grafikus kép metszi
Yy 4a 4’ 48 b
az Oz tengelyt. f(3)=0, f4) =0, f(0)=12,
f(r)y=12.
N N I I I
fw) |12 ] o [ 14 ] o | 12
0 >
1 T
4
j) A csucspont koordinatdi x, = —i—l
J P Y 2a 37 .\
——é—l A <0, a grafikus kép nem !
A PRET e P
metszi az Oz tengelyt f(())—l f (2)—l
gevt FERAETA I |
1 5 5 | T |
fep =2 =2 | | .
Lot r 1
SEORIEIETR

f(z) ‘ 5/12 | 1/4 | 7/36 | 1/4 | 5/12

k) A csucspont  koordinatai: T, = —i =5
v 2a
A 1 :
y, =——=25. A>0, a grafikus kép két pontban metszi
a

az Oz tengelyt: f(0)=0 , f10)=0 ; f(-1)=-11,
F(11) = —11.

z | -1 | o | 5 | 10 | 11

f@) | <1t | o [ 25 | o | -1
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g b
1) A csucspont koordinatdi: z, =——=0 |,
v 2a
A . .
Yy, = I —-16 . A>0, a grafikus kép két az

Oz tengelyt 2 pontban metszi: f(—4)=0, f(4)=0;
f(=5)=9, f(5)=9.
z | 5 | 4 ] o | 4 | 5

f@ [ 9 | o | 16| 0o | 9

2. Hatdrozd meg a kovetkezd fiiggvényparok grafikus
képének metszéspontjat:
a) f,g:R—R, f(z

() =3z—1, g(z)=2z+3;
b) f,g:R—R, flz)=2
)
)

=2x—5, g(z)=4—=x;
c) f,g:R—R, f(z)= (
d) f,g:R—R, f(z)=T7z+3, g(z)=212"—5x+14.

Megoldas. a) f(z)=g(z) & 3r—1=22+3 & z=4,y=f4)=

-3z +2, g(z)=12" -6z +4;

Tehat a metszéspont (4, 11).
b) f(z)=g(z) & 2z-5=4—2 & 32=9 & z=3, y=f(3)=
Tehat a metszéspont (3, 1) .

g(4)=11.

g3)=1.

c) fle)=yg(z) & —3z+2=2"-62+4 & " -32+2=0 & z, =2,
z, =1,y = f(2) = g(2) = -4, y, = f(1) = g(1) = —1. A metszéspontok: (2, —4),

(17 - 1)

d) f(z)=g(z) & Te+3=2"-bc+14 & 2°—-1204+11=0 & 2z =1,
Ly = f(1)=g(1) =10, y, = f(11) = g(11) = 80 . Tehat a metszéspontok

T, = 1
(1,10), (11, 80).

3. dbrdzold az f:R — R, f(z) = 2* — 2z fiiggvényt és hatdrozd meg az aldbbi

halmazokat:

a) Im f; b) f([0,2]); ) f([-2 4]); d) f([1,6]); e) f([-10,0]).

A

Megoldas. a) a =1> 0= Imf:l——,+oo]. —43: —1l=Imf=[-100).

4a a

Tartalomjegyzék
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b) /(0)=0, f2)=0. -~ =1 2=1€[0,2] = f(0,2))=[-10].

(
c) f(—2)=8, f4)=8.z=1€[-24] = f([-24))=[1,8].
d) f(1) = -1, f(6)=24. f([1,6]) =[-1,24].
e) /(—-10)=120, f(0)=0.z=1¢&[-10,0] = f([—10,0]) = [0, 120].

4. Hatirozd meg az f,f,f:R—=R, f(z)=22+5 f(r)=3r—-4 és

f.(z) = =Tz + 4 fiiggvények grafikus képének metszéspontjai dltal meghatdrozott
haromszog teriiletet.
Megoldas. f(z) = f(r) = 22+5=37—-4 = 7z, =9, y =23; A(9,23).

4 8 4 8
fz(x)zfs(x) = 3x—4=—-T2+4 = x2:g7 Yy, =——; B[—,——],

5 5 5
f(@)=f(z) = 20+5=~-Tz+4 = =, :—%, v, :%; O[_%’%g]'
AB = (&, — ) +(y, —y,) = 41\5/E ; BC = |(w, —2,) +(y, —y,) = %;
oA = o, —a) (o, ) = 28
A haromszog teriiletét Héron képletével szamitjuk ki

AB+BC+CA

T = \p(p — AB)(p — BC)(p — CA) ahol p = 5

Tehat T = 2o

5. Bizonyitsd be, hogy ha az f:]a,b] — R grafikus képe szimmetrikus az

b b
[a—2|— , f[a;_ ]] pontra nézve, akkor a grafikus kép, az t = a, x =0 egyenletii

egyenesek és az O tengely dltal meghatdrozott sikidom teriilete (b — a)f [a * b] .
Bizonyitas. Ha f szimmetrikus az ty
[a ;_ b , f ot b)] pontra nézve, akkor
b
@) = slo b2 =2 vaciu | (A

az értelmezés alapjan. fgy az 1. és 2. sikidomok
egybevagoak, tehat a vizsgalt sikidom teriilete } }
megegyezik az ABCD téglalap teriiletével. Ol a ath b

v
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Ez éppen (b—a)- f [ ] , tehat a kért tulajdonsagot igazoltuk.

6. Hatirozd meg az m € R paraméter eértékét ugy, hogy az f R — R,
£ (x) = ma® —(2m + Dz + 1 fiiggvény:

a) grafikus képének csiicsa a (4, — 2) pontban legyen;

b) grafikus képe érintse az y = —2 egyenletii egyenest;

c) grafikus képe dathaladjon a (—1, — 2) ponton.

. = b 4 2m+1 _ 4
Megoldas. a) 2a 2m2 S meyg.
g2y | Am 4l
v 4a 4m
b) A grafikus kép csak a csticspontban érintheti az y = —2 egyenest, azaz
—%:—2:47712+1:8m<:>4m2—8m—|—1:() = me{1+§,1—§}.

c) (-1,2)eGrf, & f

m m

(~)=2 & f(-D=m+2m+1+1=2=m=0.

2
7. Hatdrozd meg az m € R paraméter értékét uigy, hogy az E(x) = z +22mx +3m =2
T 4+2x+m

tort értelmezve legyen és legyen pozitiv minden x € R esetén.
Megoldas. Ahhoz, hogy a tort értelmezve legyen V 7 € R esetén, az z° + 27 +m

nem veheti fel a 0 értéket, azaz A, <0< m > 1. Igy kapjuk, hogy z* + 2z +m >0,
V r €R esetén. Tehat E(z) >0, V2 €R & 2°+2mz+3m—-2>0, Vr€R.
Azaz A <0 & m’ =3m+2<0, m =1m =2 < me(l,2). Tehat ossze-

gezve kapjuk, hogy m € (1, 2).

2
1
8. Legyen f: R — R, f(z)= %, (a € R) fiiggvény. Hatdrozzuk meg az
T —x
a € R paraméter értékét uigy, hogy teljesiiljon az Im f C [—3, 2] bennfoglalds.
2
Megoldas. Im f C[-3,2] & —3< Q:QLM <2,azaz
T —z+1
—42* +(3—a)z—4<0 A <0 a € [—5,11]
) =4 .
" —24a)x+1>0 A, <0 a €[4, 0]

Tehat a € [= 4, 0].
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9. Hatdirozd meg az m € R paraméter értékét ugy, hogy az f :R — R, artalomjegyze

f.(z) = (m +1)2* —2mz + m fiiggvény
a) grafikus képe érintse az Ox tengelyt;
b) grafikus képének csicsa az Ox tengely alatt helyezkedjen el;
c) grafikus képe szimmetrikus legyen az © =1/2 egyenletii egyenesre.

Megoldas. a) Ahhoz, hogy a grafikus kép az Oz tengelyt érintse A =0 &
S —4dm=0 & m=0.
b) A grafikus kép Oz alatt helyezkedik el, ha

a<0 m+1<0 m < —1
- = <~ .
A <O —4m <0 m > 0 me
. 1 : . b 1
c) A grafikus kép az z =3 egyenes szimmetrikusa < x, = "2 "3 azaz
a
m 1
——=— = m=1.
m+1 2

10. Hatdrozd meg az f:R — R, f(x)=az’ +bx + c fiiggvény grafikus képéhez

az (xo, f(z, )) pontban hiizott érintd egyenletét.

Megoldas. Legyen y = dz + e a keresett érint6. Ebben az esetben az

y=dx+e
‘ egyenletrendszernek egy megoldasa van, ami épp az (z., f(z )].
{y:a:vz+b:v+c gy gy meg pp az (z,, f(z,))

Az elébbi egyenletrendszerbdl kovetkezik, hogy az az’ +(b—d)z+c—e=0

egyenletnek az egyetlen megoldasa az z, tehat A =0 és 5 =z,,azaz
a
(b—d)’ —4ac+ dae =0 d = 2ax, +b
< 2
d—b=2ax, e=c—axz,

Tehét y = (2az, +b)z + ¢ —az, az (zo, f (xo)) pontban huzott érint6 egyenlete.

11. Hatarozd meg az f : R — R, f

m m

(z) =ma> —(m + 1Dz +1 (m € R) parabo-

lacsalad csucspontjainak mértani helyét. Bizonyitsd be, hogy az elobbi csalad minden
eleme athalad egy régzitett ponton (a grafikus képek metszete nem iires halmaz).

g =m +1 m = 1
. v 2m 2.’L’V — 1
Megoldas. pa .
g L (m=1y 41—y
v am YT @, -
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[ Tartalomjegyzék
i $f/ — 2$V +1 1 3 1 jCcgy
Tehat y, = ——V—F—=——z +—-—————.
2z, —1 2V T4 420, - 1)

A fixpont meghatarozasa: mz° —(m + 1)z +1=y.Innen m(z* —z)—2+1—-y =0,

2 —z=0 r=0V z=1
ahonnan . Tehat a fixpontok (0, 1) és (1, 0).

—r4+1-—y=0 y=1V y=0 P O.1) & 1.0

12. Hatdrozd meg az m € R paraméter értékét uigy, hogy az ma® +(2m — 1)z +m =0
egyenlet gyokeire teljesiilienek az alabbi dsszefiiggések:
a)r <l<z,<2;b)l<z <z,<2;¢ 2 <l<z,;d)z <1<z <2.
-1 . 2y —1
L helyettesitést hasznaljuk, azaz ¢ = bt Ay
T —2 y—1
mr’ +2m—1)z+m=0 & (Im -2y’ —(12m—3)y+3m—-1=0.

Megoldas. Az y =

f 12m — 3 4 (6m —1) . 3m—1
A=O6m-17 = y, = .Tehat y, = ——, y, =1.
( ) Ya 2(9m — 2) “ 9m —2 %
3m—1 2 1
a)r <l<z,<2 & y <0, y2>0.y1=9:_2<0<:> 6[5’5]'
b)l<z <z,<2 & y <0, 4,<0.9,=1>0= M=9.
3m—1 21
c)x1<1<2<m2<:>y1>0,y2>0.y1:9m 2>O@meR\{§,§].
3m—1 21
d)z <1<z,<2 & y <0, yQZO.yIZQZ_QSO & me[g,g}

13. Igaz-e az alabbi kijelentés:
Az 2° +bx + ¢ = 0 egyenlet gyckei pontosan akkor vannak a (—1,1) interval-

lumban, ha 1+b+c¢>0, 1—-b+c>0 és lcd<1.

1 1
T helyettesitést hasznalva, © = y+i

x—1 y—1

Megoldas. Az y =

' +br+e=0 < (I+b+e)y’ +20—c)y+1—-b+c=0.
r,7,€(-L1) & y,y,<0 & s<0é p>0.

S:_M<O
1+b+c
_1—b+c>0

p_1+b+c

. A megadott feltételek kielégitik az egyenldtlenség-rendszert.
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V.14.1. Gyakorlatok (132. oldal) LeniZ2 Ll s <

1. Szamitsd ki a go f és fog fiiggvényeket az alabbi f :R — R és g: R — R

fliggvények esetén:
a) f(z)=32z—-7, g(x)=2—"5z; b) f(z) =Tz +2, g(z)=2"+2z;
c) flz)=2"+22-3, glv)=2" -4z +7,;
d) f(z)=2"-Tz+4, glv)=2" -3z +1;
e) f(z)=2", g(x)=22"-3x—1; f) f(x)=12", g(z) =ax+b (a,b € R);
2z, x>1 T
g) f(z _[ 2$<179$ 5
22,2 <0 : 1$<0
h) Je) = {3xz>0’ 9(@) = [z—l >0
1-22, <2 2 +1,2<0
i)f(w):{—x2+l,x>2’ 9(@) = l3x+1x>0

Megoldas. a) (f o g)(z) = f(g(z)) = 3g(x) =7 =3(2—5z) -7 =—15z — 1.

(go )(z)=9g(f(z))=2—-5f(x) =2—-5(3x —T7) = —15x + 37.

b) (fog)(z)=f(9(2))=Tg(z)+2=T7(a" +2)+2=T2" + Tz +2.

(go ()= g(f(z)) = (f(2)) + f(z) = (Tz +2)" + Tz +2 = 492" 4+ 35z + 6.

c) ( 9)(x) = flg(z)) = (9(x))" +2g(2) =3 = (2" — 4o + 7" +2(2" — 4z +7) -3 =
— 82° +252% — 36z + 60.

(gof)( )= 9(f(@) = (f(@) —4f(2) + 7= (2" +22-3) —4(2" + 20— 3) + 7 =

=" +42° — 62" —202 +28.

d) (fog)(z)= flg(x)) = (g9(z)) —Tg(x) +4= (2" =3z +1)" = 7(2" =3z + 1)+ 4=

=" — 62 + 42 + 152 — 2.

(g0 (@) =g(f(x) = (f(x)] =3f(2) +1= (2" =Tz + 4] =3(2" — Tz +4) +1=

=2' —142° + 542> — 352 + 5.

e) (fog)lz)= flg(x)) = (9())* = (22> — 3z —1)* = 82° — 362° + 422" + 92° —

—212° — 9z — 1.

(90 f)(z) = g(f(2)) = 2(f(2)) — 3f(x) -1 = 22" — 32" — 1.

) (fog)(@) = f(g@)) = (9(a))" = (az +b)' = a’a’ + 5a'ba’ + 100" +

+10a’b’x* + 5ab's +b°.

(90 f)(z) = g(f(x)) = af(z) +b=az’ +b.



Fiiggvények 191

2(z), g(z)>1 [T T>2
g) (fog)(x) = flg(x)) = _

o) =2 g(@) <1 |T-20<2
f) T, z>1
(gof)(x)g(f(x))T‘x22,$<1_

h) (fog)(z) = f(9(z)) = l

1. eset. g(z) <0
Il eset. 1<0:2°-1<0 = ze€[-11N(-00, 0]=[-10];
12.eset. >0:2—-1<0 = z¢€(—o0,1]N(0, +00)= (0, 1];
2. eset. g(z)>0

21 eset. 1<0:2°—=1>0 = z€(R\[-11])N(—o00, 0] = (o0, —1);

22.eset. t>0:2—-1>0 = z€(1l,+00)N(0,+00) = (1, +0c0).
327 =3, z € (—o0, —1)

22> —2, x €[-1,0]

22 -2, z€(0,1]

3z—3, ze(l,+00)

(f(z)) =1, 2<0

f)—1, x>0

Tehat (f o g)(z) =

L
(g0 f)(z) = g(f(z)) =

1. eset. f(z) <0
Il eset. <0:2x<0 = z€(—00,0/N(—00,0] = z € (—00,0];
12.eset. t>0:3x<0 = z€(—00,0]N(0,+00) = z€T;

2. eset. f(z)>0
21 eset. <0:2x>0 = z€(0,+00)N(—00,0] = z€T;

22 eset. >0:3x>0 = z€(0,+00)N(0,4+00) = z€(0,+00).
4> —1, <0

3r—1, >0

1-2g(x),  g@) <2

—(g(2))* +1, g(z)>2

Azaz (go f)(x) = [

i) (fog)(z)= fg(z)) = {

Tartalomjegyzék
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1. eset. g(z) <2
1.1. eset. x <0:

1.2 eset. © > 0:

2. eset. g(z)>2
2.1. eset. t <0:

2.2.eset. ©>0:

4
—T

Tehat (f o g)(z) =

L
(g0 f)(x) = g(f(z)) = [
1. eset. f(2)<0

1.1 eset. t <2:

1.2. eset. v > 2:
2. eset. f(z)>0

2.1 eset. x <2:

2.2 eset. x> 2:

Azaz (go f)(x) =

2. Az alabbi h: R — R
fliggvenyt ugy, hogy h =

a) h(z)=—(2" +z+1° +2° +2+1)—4;

b) h(z) = —2(z — 2)°

22" —1,

—6z — 1,

—6zx + 4,

' +1<2 = ze[-1,1N(-00,0] = z€[-1,0];

1

1
3r+1<2 = xe[—oo,glﬁ((],—FOO) = 1’6[0,5];

7 +1>2 = ze(R\[-1L1])N(-o0, 0] = z€(~o0,—1);
3r+1>2 = xe[%,+oo]m(0,+oo)—[%7+oo}

—22°, ze<—1

—1<2<0]

0<37§l )
3

92> — 6z, :zr:>l
3

(f(x))* +1, f(z)<0
3f(z)+1,

fz)>0"

272};
2

' +1<0 = z€R\ (-1, 1))N(2 +00) = z€(2 00);

l].
2 b

1-22<0 = =z ¢

1
§,+oo]ﬂ(—oo,2] = z€

1-22>0 = ze[—oo,%]ﬂ(—ooﬂ] = ze[—oo,

—224+1>0 = z€(-L1)N(2 +x) = €.

fliggvények mindegyikére hatdrozzunk meg két f,g: R — R
fog legyen.

—4x +3)°;

— 32" +1.

c) h(z)
d) h(z)

= (2°
43z —2/+1; — 27

Tartalomjegyzék
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Megoldas. a) f(r)=—2" +22—4, glz)=2"+2+1.

b) f(z) = —22" +3lz1+1, g(z)=2—2.

c) flx) =12, g(x)=2" —4z +3.

d) f(z)=22" -3z +1, gz)=21".

3. Igazoljuk, hogy az alabbi esetekben go f = fog=1,, (f,g: R = R):

a) o) =304 o) =" B) fl) =201 o) =i

2
z+4

Megoldas. a) (f o g)(z) = f(9(z)) = 3g(z) —4 =3

—4d=zVzeR =
= fog=1,.

(g0 D) = g(f(z) = L “;*4 _ 3 —;+4 _

Tehat gof = fog=1_.
b) (/0 )(2) = f(g(a)) = 29(x) — 1 =

(go f)(z) = g(f(z)) = f($)2+1 _ 2z _21 +1

Tehat go f=fog=1_.

,VreER = gof=1.

z+1

—l=z,VzeR = fog=1,.

=, VzeR = gof=1,.

V.18. Gyakorlatok és feladatok (140. oldal)

1. Tanulmanyozd az alabbi fiiggvények injektivitasat, sziirjektivitasat és monotonitasat:
a) f:N—=N, f(n)=2n; b) f:N—=Z f(n)=n">—-n’;

c)f:[07+oo)_>[07+oo)v f(x):a:Q; d)ft(—O0,0]H[0,00), f(a:):$2;

e) f:R— R, f(z)=2" )/ R—R, f(rv):xzil;
. _1:—1—1. ‘ _$+1,$§2‘
8 [ (L) =R, f@) =" h) f:R—R, f(z)= o 1as2

i) f[:R—R, f(z)=lz—al+|z—b|,ahol a <b;

20 -1, z<1 ar, * <0

DMR-R, f(z)= 32, r>1 k) f:R—R, f(z)= br, 1>0°

(32 +2

, <0
) [:R—=R, flz)=

3z+1, >0

Tartalomjegyzék
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Tartalomj ek
Megoldas. a) [ injektivitasanak vizsgalasa: f(n)= f(m) & 2n=2m <& artalomjegyze

&< n =m. Tehat f injektiv. f nem sziirjektiv, mivel a fiiggvény értéke nem veszi

fel a paratlan szamokat.

f(n) = f(m) _ 2(n—m)

n—m n—m

f(n)—f(m) n’—n’—m’+m’
n—m n—m

Azaz f novekvo.

f nem injektiv mivel f(1) = f(0) = 0. f nem sziirjektiv mivel a fiiggvény nem vesz

fel negativ értékeket.

o) )= Jw) _ ot

Ty — T, T, — T,

=2>0 = f szigoruan novekvo.

=n"4+nm+m’—n—m>0,Vn,meN.

b)

=z +z,>0, Va,z, €[0,00)= f szigorian ndvek-

vo, tehat f injektiv is.
[ szirjektiv mivel ¥V y € [0, +00) Iz = Jy ugy, hogy f(z)=1y.

d) f(%)_f(xz) — SC12 _%2

=z 4+, <0,V 2,1, €(—00,0]= f szigortan csok-

Ty — Iy Ty — Iy
kend, igy f injektiv is.
f sziirjektiv mivel ¥V y € [0, + 0c0) Iz = — [y 0gy, hogy f(z)=1y.
2 2
z,)— f(z. T, — I,
e) fla) = /) =—+—=> =21 +z, = [ nemmonoton.

T, — T, I, —Z,

f nem injektiv és nem sziirjektiv mert f(1) = f(~1)=1és Az € R f(z) = —1.
f(xl)_f(xg) 1_x1x2

= = nem monoton.
f T - (22 +1) (2 +1) d
f(z) = f(z,) & 2 ;1 = 2 j—l & (r,—2,)1-22,)=0 = f nem injektiv.

f szijektivha Vye R JzeR f(z)=y. =y = yr"—r—y=0.Ha

2’ 41
létezik y gy, hogy A <0, akkor f nem sziirjektiv. A =1—4y°, A<0 <
s yelR\ [—%, %‘ = f nem sziirjektiv.
g) fa) = f(z) _ —2 <0,V z,z, €(—1,1)= f szigorGan csokkend,
Ty — Ty (z, = (z, — 1)

tehat f injektiv is.
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x+1:y = x:y—H.Ha
z—1 y—1
y=2 = z=3,de 3¢ (—1,1) = f nem sziirjektiv.
f(zl)—f(zz):$1+1—x2—1
T =T, =T,
f@)~ fla,) _ai—1-a}+1

T, — T, T, — T,

f szirjektiv ha, Vy e R Jze(-11) f(z)=1y.

h) =1>0 = [ szigortan névekvd (—oo, 2]-n.

=z +2z,>0Vz,z €2 00) = f szigoruan

novekvo az R -en.
f(2)=3, f(2)=3 = [ injektiv.

f szirjektivmivel V y<3 Jz=y—1: f(z)=1y;

Vy>3 Je=Jy+1: fl)=y.

2z +a+b z<a

T a b
zT—a | = | 0 |+ | + |+ flz)=3b—a a<z<b
c—=b | = = [ -[0 ]+ 2z — b z>b

—fz,) -2z, +a+b+21, —a—b
f@) f(a:z): hra LT 90 Yz, s, €(—00,a];

z, =, T —Z,
z)— fz 2z —a—b—2z +a+b

f( 1) f( 2): 1 2 =2>0 V$17$2€(b7+oo)~
T, =T, hTh

Tehat f nem monoton.
f nem injektivmert V. z €[a,b] f(z)=0—a.
f nem sziirjektiv mivel a fliggvény b — a -nal kisebb értékeket nem vesz fel:
—2z4+a+b>b—ahaz<a; 2x—a—b>b—a hazxz>b.
j) f szigordan novekvd mind a két intervallumon. f(1) =1, f(1) =3 = f szigo-
rian novekvo az R -en. Tehat f injektiv.
f nem sziirjektiv mivel a fliggvény nem veszi fel az [1, 3] értékeket (22 —1 <1 ha
r<1lés 3xz>3 haz>1).
k) 1. eset. a =b: f(z)=ax

1.1. eset. a < 0: f(z) = ax szigoruan csokkend, injektiv és sziirjektiv;

1.2. eset. a =0: f(

1.3. eset. a>0: f(

2.eset. a <b
2.1. eset. b < 0: f szigor@ian csokkend, injektiv, sziirjektiv

z) = 0 alland6 fiiggvény, nem injektiv, nem sziirjektiv;

r) = ax szigoruan ndvekvo, injektiv és sziirjektiv;

Tartalomjegyzék
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y y Tartalomjegyzék
Vy<0 El:czzz f@)=y,Vy>0 Fz==: fz)=y.

a
2.2.eset. b=0: f csokkend, nem injektiv, nem sziirjektiv

fQ)=f2)=0; f(z)20,VzeR.
2.3. eset. a <0 <b: f nem monoton, nem injektiv, nem sziirjektiv
flz) = f(:vQ) & ar, =br, har <0, z,>0;
< ar, —br,=0 = =z =by, z,=ay,ahol y <0;
f(z) >0,V z € R, tehat negativ értékeket nem vesz fel a fiiggvény képe.
24. eset. a =0: f novekvo fliggvény, nem injektiv és nem sziirjektiv
f=1)=f(-2)=0; f(z)>0,VzeR.
2.5. eset. a > 0: f szigoruan novekvd, injektiv, sziirjektiv

Vy>0 Elx:%: flz)=y,Vy<O0 =Y. flz)=vy.
a
Ha b < a hasonl6an targyaljuk mint a 2. esetet.

1) f szigorGian novekvd, injektiv, sziirjektiv

Vy<l1 Elx:2y_2: flz)=y,Vy=>1 Elm’:y%: flz)=y.

2. Abrdzold a kovetkezd ponthalmazokat:
a) H = {(z,y) [zl +[y| < 1};

b) H, = {(z,y) | max{lal, |y} <1} . . N
Megoldas. a) o %X
l.eset. 21 <0,y<0: —z—-1<y; <
2.eset. 1>0,y<0:2-1<y; 1&%%1
3.eset. 1 <0, y>0:z4+1>y;

4.

Ay &93

Sh

-1

eset. 2>0,y>0:1-z>y.

Ay

1

H, b) 1. eset. 2| <|y|<1 = z,ye[-11];
N 2. eset. |y <lzI<1 = z,ye[-11].

-1 0 1 z

-1

3. Ha E egy halmaz és ACE , akkor értelmezziik az f,:E —{0,1} ,
1, z€A

=10 7 A fliggvényt. Ezt a fiiggvényt az A halmaz karakterisztikus fiiggvé-
, T

/()
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nyének nevezziik. Bizonyitsd be, hogy ¥ A, B, C C E esetén: L Bl s
a) A=B & [ =[; b) fp=1 Tty
o) f,, =1-1: d f,, =10 1);
€ fup =Tt hs =1 f ) fup =L+ T =20 Fs

Bizonyitas. a) ,,= " nyilvanvalo.

wE" i=f = file)=f@),Vrel.

Ha f (z)=f,(v)=1 = z€ Aés x € B;
f@)=f(x)=0 = 2ZAés ¢ B.

1, hazre Aésxz € B

0, kiilonben

b) fm(x)—[ - B)@) = f(@)- f,) =1 & f(2)=1

¢ fi(z)=lazazz € Aésr€B & v€ANB.

1, z¢g A
) fou =g pea @ =1-£) & f()=0 & v ¢4
, € Aésx ¢ B

0, kiilonben

d) f, ,(z) = [ A= p))@ = f@0-f@) =1 &

& f@)=1¢ (1-f(2)=1 & f(x)=1¢é f(r)=0 & v€Aés z¢B
& ze€A\B.

1, € Avagyz € B
e) fAUB(””)_[o, Kiilénben
Uy fy = 1 £)@) = L@ + @)~ L@@ =1 & f@)=1é =0,
vagy f (v)=1¢s f(z)=0, vagy f(z)=1¢s f(z)=1 & (z€Aé ¢ D)
vagy (t€Bésx g A)vagy (t€Aész€B) ©rxecAUB.

f) fAAB = ']L;A\B)U(B\A) = fA\B + fB\A - fA\BfB\A = fA(l o fB) + fB(l B fA) B
—f A=t A=) =f, = [, + [, — 1], = f, + 1, —2f,f, mivel f vagy 1—f

nulla lesz.
4. Bizonyitsd be, hogy ha A, B, C C E, akkor

a) (A\ B)U(B\ A) = (AUB)\(ANB); b) (AAB)AC = AA(BAC).
Bizonyitas. a) Fomomn =Fos Thoa—Fis Tos = A=)+ f,0—f)—
[ A= T = f) = [+ f, —2ff, mert f(1—F)=0.

Masteszt [, o gy = Jo = Fily 0y = Lfy = iy + £l = £+ fy = 21,1, mert
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2 2 s . Tartalomjegyzék
[, = [, és f, = [, . Az elébbiek alapjan f(‘A\B)u(B\ =

A) f(AuB) ANB)
(A\B)U(B\ 4) = (AUB)\ (AN B).
b) fAAB - fAAB Tl =2 aplo = LA Ty A I =200 =200 =200 AL
Hasonlé  modon fAA BAC) f/l + fBAC a 2f/1fBAC - fA + fB + fC - 2fAfB - 2fAfC -
=2f.f, +4f, 1,1, tehat (AAB)AC = AA(BAC).

, tehat

5. Az eldbbi tulajdonsagok alapjan az A, A, ..., A, halmazok karakterisztikus
fliggvenye segitségével fejezd ki a kovetkezé halmazok karakterisztikus fiiggvényét:

a)AIUA,ZU...UA,L; b)AAA,zA...AA,L.
. 3.¢€)
Megoldas. a) fA UAU.UA, fAlu(Azumu@l) - fA1 +fA2uAjumuA,,, _fAlfAluAsumuA” =
f +fA2uA,‘uA fnguAluA f/l1+f/12+f/13u U4, - f/gu U4, _ff +f f/llu ot T
+fA1fAzfA5U‘“UAW T fA1 + fA) + + f 1<;<nftf + 1<z<7z</<<nf f f + +
HDT

b) fAlAAZA.HM f A(AA.AA,) fA1 +fAZA.NAA,, _Qf%fA?AH.AA,, =
fA1 +fAZA(AJA“.AA") 2f, fAA AN A4 :f +f _2f fAA A, _2fAA -2/, fAA o T
A f foa sy == A, 2 > Lt 4 X LA+

1<i<j<n 1<i<j<k<n
4.+ (—2)’Hf&fAz oSy

6. Abrdzold a kovetkezd fiiggvényeket:
a) f:R— R, f(z)=max{z,2°}; b)f:R— R, f(z)=min{z, 2°}.

Megoldas. a) Ha max{r, 2°} = z, akkor x > 2° & 2° -2 <0 z€]0,1]. Mas

esetben max{r, z°} = 2*.

A’y

\]
S

2 101
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b) z = min{z, 2°}, ha x € R\ [0,1]; 2° = min{z, 2°},ha z €[0,1].
A’y
4
1
2 101 2 7

7.4z f:R - R, f(z)= 2" —6x+ 8 fiiggvényre hatdrozd meg a kovetkezé halma-

zokat:
a) f([0,2]); b) f([4,5]); <) f([L,5]); d) f([L, +00)); €) f((—oc,4]).
Megoldas. Az [ fluggvény minimumanak koordinatai z = —2i Y= —43 ,
a a
V(3,-1).
a) 3¢

[0,2], f(0)=8, f(2)=0 = f([0,2])=[0, 8].

b) 3¢ [4,5], f(4)=0, f(5)=3 = [([4,5])=I0,3].

c) 3€[-1,5] = aminimum f(3), f(1)=3, f(5)=3 f([-L5])=[-1 3].

d) 3€l,+00) = f(3) aminimum. f(oco) = oo. Tehat f([1, + 00)) =[—1, + 00).
(-

e) 3 € (—o0,4) = aminimum f(3) =—1. f(—o0) =00 = f((—00,4)) =[-100).

8. Hatirozd meg az m € R paraméter értékét ugy, hogy teljesiilion az
2’ 4+ 4y’ — 22 — 4y +m > 0 egyenlbtlenség ¥ x,y € R esetén.

Megoldas. 4y° —4y+2° —2z+m >0, A <0 & — 2 +22-m+1<0&
A, <0&2—-—m<0<< m>2.Tehatha m > 2, akkor fennall az egyenlétlenség.

9. Tekintsiik az f, : R — R, f (z) = 2* + 2max + m fiiggvénycsalad grafikus képeit.

Milyen m értékekre van a parabola csucsa az elsé negyedben? Vezess le egy m -tdl
fliggetlen Osszefiiggest a csucs két koordinatdja kozott.
Megoldas. A parabola cslicsa az elsé negyedben van < z, >0, y, >0.

b (=m, —m? 4+ m) az elsé negyedben legyen ahhoz

Tartalomjegyzék
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Tartalomjegyzék
-m >0 m <0 m <0 Jeey
) & & < m=0.
-m”+m >0 m(l—m) >0 m € [0, 1]
r, =—-m = m=-x, . fgy Yy, = —a:f/ —z, egy m-tdl fliggetlen Osszefligges

a csucs két koordinataja kozott.

10. Tekintsiikaz f, : R — R, f

m  (z) = (m + 1)2* + 2mx + m fiiggvényekhez rendelt
parabolacsaladot. (m € R, m = —1).

a) Bizonyitsd be, hogy a paraboldk csucsa az x + y = 0 egyenletii egyenesen van.
b) Milyen m esetén vannak a csucsok az Oy tengelytdl balra?

. , g b A
Megoldas. a) A csucsok koordinatdi: z, =——, z, = —l; Yy, =——,
2a " m+1 "' 4a
y, = % Innen kovetkezik, hogy z, +y, = 0. Tehat a parabolak csucsai az
x +y = 0 egyenesen vannak.
b) Oy tengelytdl balra vannak a parabolak csticsai, ha x, < 0, azaz S|
Vo m+1
T —00 -1 0 +00
—-m + 0 - - -
m+1 — — - 0 +
— 0
— —+ —
m+1 |

Tehat m € R\ [—-1, 0].

11. Bizonyitsd be, hogy az f, :R — R, f

m m

() = 2 — 2max +m paraboldk csiicsa
egy parabolan van és, hogy m € R esetén az el6bbi parabolik metszete nem iires
(azaz, a parabolacsaladnak van egy fixpontja). Mi a csucsok mértani helye?
Bizonyitas. A parabolak csicsainak koordinatai: z, =m, y, =-—m’+m.

2
o =—x. +=x
Yy, v, T Ty,

—2” + 7 egy parabola egyenlete. Tehat a parabolak cstcsai parabolan talalhatok.
A csticsok mértani helye az f(r) = —2* + x parabola.

A parabolacsalad fixpontjdnak kimutatésa: f, (v) =y < 2" —2mz+m=y &

m

1-2x=0 T =
=

y:

s ml-2z)+2°—y=0 = . Tehat A[%, i] fixpont-

1
2
¥ —y=0 1
4

ja a parabolacsaladnak.
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2 . . , Tartalomjegyzék
12, Legyen S az y =z~ — 6x + 5 egyenletii parabola és az Ox tengely dltal meg-

hatdarozott sikrész teriilete. Bizonyitsd be, hogy 10 < S < 12.
Bizonyitas. El6szor meghatarozzuk a parabola és Ly
az Oz tengely metszéspontjait: z, =1, 7, =5. A

parabola  csucspontjanak  koordinatdja z, =3 ,
yy =—4. f2)=-3, f(4)=-3.

4T ):2[§+3+1]=10
4 2 2

e gy

5> 2(T5112A + Tzzzyv V,vA

= §>10 . Az [L, 5] intervallumot 16 egyenld

részre osztjuk és megszerkesztjiilk azon téglalapokat,
amelyek lefedik az S teriiletét.

I

-5 - -2

s<rq (s3] o3)+ s3]+ 1) o[+ 1) <2

13. Hatdarozd meg az m € R paraméter értékét ugy, hogy
a)(m—1)2" +mz+m+1>0,VzeR; b) ma® +2m+1)z+m<0,¥V2>0;
Megoldas. a) A kovetkezo feltételek kell teljesiiljenek:

a>0 m—1>0 m>1 4
= & 4:>m€[§,+oo].

A<O0 —3m*+4<0 m? < =
3
a<0 m <0 m <0 1
b pa = = o0, — =
A <0 o9m+1<0 m< L me[ %0, ]
2

14. Hatdarozd meg az m € R paraméter értékét ugy, hogy az
{reR|z*+mz—4=0U{z e R |2’ +27—2m =0}

halmaznak pontosan két eleme legyen.

Megoldas. Ahhoz, hogy A-nak 2 eleme legyen, a gyokok mindkét egyenlet esetében

meg kell egyezzenek vagy mind a két masodfoku kifejezés teljes négyzet kell legyen.

1. eset. Azonos gyokok.

2 4mr—4=0 242 —-2m=0
2
z, = 0E 2m +16 z,, = —1+2m+1
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—m —m? +16 = —2—22m +1

=
—m4+Jm’+16 = —-2+22m +1
—m+2=+m?+16 —242m + 1

& = —2m+4=0 = m=2.

—m+2=—Im* +16 +22m +1

2. eset. Teljes négyzetek. 2° + mr—4=0 A=0&m’+16=0&meg.

Tartalomjegyzék

=

Tehat az egyediili megoldas az m = 2.
15. Hatarozd meg az m € R paraméter értékét ugy, hogy az

{zeR|(m—12"—2(m+ 1)z +m=0}N[-11]

halmaznak pontosan egy eleme legyen.

Megoldas. Az egyenlet gyokei: z, = mld im+1.
: m—
pmHl- ‘jm“g 4m? —3m —1>0
1. eset. m- s 11<m &
m+1++3m+1
>1 1<m
m—1
1
mER\[——,l]
2 = me(l,+00).
1<m
_1<m—|—1—|—\/3m+1<1 4m> —3m—1<0
2. eset. m—1 & im<1 &
m+1—+3m+1 ‘
m—1 <-1 4m* —3m —1<0
me[——,l] 1
2EN 2 = me[——,l].
m € (—oo, 1] 2

1
Tehat m € [—5, + oo] \{1}.
16. Hatdarozd meg az m € R paraméter értékét ugy, hogy az
{r eR|2* —2mz +4m +5 =0} N[5, 7] halmaz

a) tires halmaz legyen; b) ne legyen iires halmaz; c) ket elemii legyen.
Megoldas. a) 1. eset. 2, <5: m+Vm’ —4m—-5<5 = m<5.

2.eset. 7 <5, x, >T: m—m’ —4m —-5<5 = m<5;
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m4Nm’ —4m —-5>7 = m>54=>mca.

3.eset. 7, >7: m—~m’ —4m—5>7 = m>54.Tehat m € R\ [5; 54].
b) m € [5; 54].

m—~m*—4m—-5>5 m>5
c) &
m+m’ —4dm—5 <7 m <54

Tartalomjegyzék

= m €[5;54].

0, n=0

liggvén
n(~2n +1—+2n—1), n>0fggv 4

17. Tanulmanyozd az f: N — R, f(n)= {

injektivitasat.
. 2n 2(n+1)
Megoldas. f(n) = és fln+1)=
g ) 2n+14+2n -1 ft )

B 2n+3+2n+1
Az f(n+1) > f(n) egyenlétlenség ekvivalens a

2n+1++2n -1 < 2n+3 +2n+1
n n+1
2n+1 _ 2n+3 , 2n—1_ 2n+1
> €s >
n n+1 n n+1
f(n+1)> f(n), V n e N.Mivel f szigortan névekvo, injektiv is.

egyenldtlenséggel. Masrészt , tehat

18. Hatdrozd meg az f:{1,2, 3, 4,5} — {1, 2, 3,4, 5} fiiggvényt, ha fof=gés g
ertékei az alabbi tablazatban vannak feltiintetve:

z |1 2 3 4 5
g@) [3 1 2 4 s

z |1 2 3 4
f@ |2 3 1 4
l—»2z —3; 2—>r,—-1; 3—2,—-2; 4>z, —4; 5—z —5, ahol
r, €{1,2,3, 4,5} . (Sorra kiprobaljuk az értékeket.)

Megoldas. Az f fliggvény

19. Létezik-e olyan f: R — R fiiggvény amelyre (f o f)(z) =1 -2, V2 €R?
Megoldas. Az z° —2 = z egyenlet megoldasai z, = —1 és z, = 2.

Az fofof=(fof)of=fo(fof) egyenldségek alapjan f(z’ —2)= f*(z)—2,
tehat f(2), f(—1) € {~1,2} . Hasonloképpen az (2 —2)* —2 =z egyenlet gydkei

“1+5 o _-1=\B
2 2

r=-1 z,=2 z, = , tehit az fog =g’ of
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ceyenléség alapjin f(z,), f(@,) € {1, 2,2, 2,} . De f(z,), f(z,) & {~1 2} (mert
flz,)=—1 esetén az x, = f(f(z,)) = f(—1) € {—1,2} ellentmondashoz jutunk),
tehdt f(z,), f(z,) € {z,, ,}.

Misrészt f(z,) = x, és f(z,) = z,, tehdt f(z,) ==, ¢és f(v,) = z,. fgy viszont z,

Tartalomjegyzék

és z, fixpontjai lennének a g : R — R, g(z) = 2° —2 fiiggvénynek és ez ismét ellent-
mondas, tehat nem 1étezik olyan f: R — R fiiggvény, amelyre fo f =g.
Megjegyzés. Ervényes a kovetkezd altalanosabb tulajdonsag:

Ha a,b € R és |a—b| > 2, akkor nem létezik olyan f: R — R fiiggvény,
amelyre fof=g,ahol g:R =R, g(z)=2"—(a+b+Dr+ab VreR. (Bzt
a tulajdonsagot 1991-ben P. Mironescu tiizte ki az orszagos olimpian.)

20. Hatirozd meg az a,b €N szamokat gy, hogy az z° +ar+b=0 és
2’ +bx +a = 0 egyenletek mindegyikének raciondlis gydkei legyenek.

Megoldas. Ha az egyenleteknek racionalis gyokeik vannak, akkor mindkét egyenlet
diszkriminansa teljes négyzet. Ha a <5, akkor a® —4b € {0, 1, 4, 9, 16, 25} és igy
probalkozasok utjan a (0,0) és (4,4) megoldasokhoz jutunk. A tovabbiakban
feltételezhetjiik, hogy a >b , tehat o’ —4b>a” —4a>a’ —6a+9 = (a —3)* .
Masrészt a® —4b < a’, tehdt a® —4b € {(a —b)’,(a -1’} . Az a® —4b=(a — 1)
egyenléség ellentmondashoz vezet, tehat o’ —4b = (a —2)° =a’ —4a+4 . Igy
a=b+1é b —da=(a—1"—4a=a"—6a+1. De a’° —6a+9=(a—3) és
a*—6a+1<a” —6a+9 , tehat o’ —6a+1<(a—4) = a*—6a+1<
<a*—8a+16 = 2a<15 = a<6.

Ha a =6 és b =5, akkor a® —4b =36 — 20 = 16 és b* —4a =25 —24 =1, tehat

mindkét egyenletnek racionalis gyokei vannak. Az eldbbi esetek 0Osszesitésébol
kovetkezik, hogy a lehetséges szamparok (0, 0), (4,4), (6,5) és (5, 6).

21. Létezik-e olyan f:R — R injektiv fiiggvény, amelyre f(x*)— f*(x) Zi ,
VeeR?

) , ) 1 , 1Y ; 1
Megoldas. z =0 esetén f(0)— f°(0) > 1 tehat | f(0) -3 <0. Igy f(0)= 3
Hasonlé médon f(1) — f*(1) > i, tehat f(1) = % Mivel f(0)= f(1),az f fuggvény

nem lehet injektiv.



Analitikus geometria 205

ope . Tartalomjegyzék
VI. Analitikus geometria Jegy

VI.1.1. Gyakorlatok (146. oldal)

1. Az M(-2) és N(3) pontok esetén hatirozd meg azoknak a P € MN pontoknak a
koordinatait, amelyekre:

MP 2 MP 2 MP 1 MP 1 MP P 1
a) —==—; b)=="5¢) —=—; d) ==-—; €e)—=1; f) =—==—.
PN 3 PN 3 PN 4 PN 2 PN PN 4
. . y x, + AT,
Megoldas. a) Ha P € (MN), akkor az 1.5. tétel alapjan z, = W, ahol
MP ,
A=——. Ebben az esetben z,=0 . Ha PeMN ¢és Pg(MN), akkor
2
)\——W——z ésigy z ——_2_5‘3——12'
PN 3T T ’
3

b) Az el6bbi két eset koziil csak az els6 lehetséges, tehat z, = 0;
1 1
c) xpe{—l,—g}; d)z,=-7; e) xPZE; f)z, =1.

2. Fejezd ki az MN szakasz harmadolo pontjainak koordindtait a vegpontok
koordinatdi fiiggvényében.

Megoldas. Az M-hez kozelebb esé P, harmadolopontra P, € (MN) és —f; = % ,
1
T 4z, z, + 2z,
tehat z, = % Az N-hez kozelebb esé P, harmadolépontra z, = ———= . N
3. Az MN egyenesen vegyiink fel az A, B és C pontokat gy, hogy g =a, MB _ B
AN BN

és AC/[=C =y . Milyen aranyban osztjia a C pont az AB szakaszt?
N

Megoldas. Az adott egyenldségek alapjan
MA_ o« MB_ 3 MO _ 4
MN 1+a’ MN 1+ MN 147’

fgy AC = AM + MC = MN -

0 __® |4 CB—CM+MB=

1+v 1+«

:m.[L_L],tehéﬁl_C:v—a.Hﬂ.
1+8 147 CB (-7 1+«
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4. Bizonyitsd be, hogy ha A, B, Cés D négy kollinearis pont, akkor
AD-BC+AB-CD+AC-DB =0
Megoldas. Ha z,, z,, =, és z, a pontok koordinatai egy tetszéleges O ponthoz
viszonyitva, akkor
AD-BC+ AB-CD+ AC-DB =
= (xd —z,)(z, — xb) +(z, — fz:a)(xd —z,)+ (z, — xa)(xb — xd) =0.
5. Bizonyitsd be, hogy ha az (A )k:ﬁ pontok egy egyenesen vannak, akkor

k

AA +AA +AA +...+A4A=0.
Megoldas. ;AkAk+1 22 (., —z,)= ;xkﬂ - ;l‘k =0mertz  =uz.
6. Bizonyitsd be, hogy ha A, B, Cés D négy kollinearis pont, akkor
DA’ -BC+DB'-CA+DC"-AB+AB-BC-CA=0.
Megoldas. Az A, B, C'és D pontok altal meghatarozott egyenesen valasszuk D-t
viszonyitasi pontnak és jeloljik a, b, c-vel az A, B és C'koordinatajat.
DA -BC+DB -CA+DC"-AB+ AB-BC -CA =
=a*(c—b)+b(a—c)+c(b—a)+(b—a)(lc—b)la—c)=0.
7. Szamitsd ki a kévetkezd pontok tavolsagat:
a) M(—1,3), N(5,7); b) M(-2,7), N(=3,1);
c) M(2,3), N(-7,—1); d) M(—1,-2), N(3,4).
Megoldas. Az 1.9. tétel alapjan az M(x,, ;) és N(x,, y,) pontok tavolsaga
MN = (@ —=,) + (@ —v,) .
a) MN =213; b) MN =/37; ¢) MN =97; d) MN =213.

8. Szamitsd ki a P pont koordinatait, ha P € MN és:
a) MP = PNés M(—1,3), N(57);
b) MP =3-PN és M(—2,7), N(—3,1);
c) MP =2-PN és M(2,3), N(—7,—1);
d) 3-MP =2-PN és M(—1,—2), N(3,4).
Megoldas. Az 1.12. tételt hasznaljuk.

a) P(2,5); b) P[—E, 1) vagy P[—g, —2];

4
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c) P[—?, EJ vagy P(—16,—5); d) P[—g, EJ vagy P(—9, —14).

9. [rd fel a P pont koordindtdit, ha P € (MN), M és N koordindtdi (z,,, y,,), illetve

(xNayN) és
a) Paz MN felezépontja;, B) — =—,; ¢ —92. d _ 1
) Jelezpony ) PN 2 ) PN ) PN 3
z, +x +
Megoldas. a) z, = % &y, = Yu . Uy .
T, +2x +9 37 +a 3y +
b) ZI;P = % és y[’ — w, c) x]) — % éS y[} — y]u4 ?JN ’

10. /rd fel az ABC hdromszég silypontianak koordindtdit, ha a csicsok koordindtdi
A(l‘/p y/l) 4 B($B7 yB) éS C(xc7 yo) °

Megoldas. Ha D a (BC) felezbpontja és G a sulypont, akkor G € (AD) és ?;—g =2

T, +2x T T z, +z,+z
tehat z, = 44— Masrészt z, = BTC, tehat z, = -4———=——C Hasonl6
Yy T g + Yo

modon kovetkezik, hogy y, = 3

11. Bizonyitsd be, hogy az ABCD konvex négyszég pontosan akkor paralelogramma,
ha v, +z,=x,+x, és y, +y,=y,+y, , ahol Az,y,), Blz,y,)
C(z,,y.) és D(x,,y,) acsicsok koordinatdi.

Megoldas. Az ABCD konvex négyszog pontosan akkor paralelogramma, ha az atloi

felezik egymast, vagyis ha az AC atlo M felez6pontja és a BD atlo N felezGpontja
A + A
egybeesik. Masrészt 2 =-42—< | gy = Y1V , T, =-2—2L

M 2 M 2 N 2 é S

Yy, +

Yy = BTyD, tehat az (v, y, ) = (v, ¥y, ) egyenldség pontosan akkor teljesiil, ha

T, br, =vtwy sy, Y, =y, Y,
12. A4z 20y koordindtarendszerben az O (z,, y,) ponton at parhuzamosokat hiizunk

az Oz, illetve Oy tengellyel és jeloljiik oket O x, -gyel, illetve Oy, -gvel. Ha egy M
pont koordindtdi az elsé rendszerben (z,y) , ird fel a koordinatdit az z,0y,

rendszerben.
Megoldas. Az M pont koordindtai a z,0,y, rendszerben z —z, és y — vy, .
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13. Szdmitsd ki az A(1, 2), B(3, —6) és C(—2, —7) csucsokkal megadott haromszog: artalomjegyze

a) oldalainak hosszat;
b) oldalai felezépontjainak koordinatdit;
c) oldalfelezbinek hosszat.
Lehet-e a harom oldalfelezé hossza egy haromszdog oldalainak hossza?

Megoldas. a) AB = /2> + 8 =217, BC =26 és CA = 310.

b) c) A felezépontok koordinatai M[l —%] (BO), N[—%, —g] €(AC) és

P(2,—2), tehat az oldalfelez6k hossza AM = \/29 0, BN = 7\/_ s OP =29

Mivel AM > CN > BN elégséges ellen6rizni a BN + CN > AM egyenldtlenséget.
7*/_+\/_> & 7229 >19

¢és ez igaz mert ~2-29 > 3 és igy 7\/2-2 >21>19.
Tehat az oldalfelezok hossza lehet egy haromszog oldalainak hossza.

14. Szamitsd ki a P pont koordinatait ugy, hogy
a) az OMNP négyszog paralelogramma legyen;
b) az ONMP négyszog paralelogramma legyen,
ha M(1,3) és N(3,1).
Megoldas. a) A 11. gyakorlat alapjan OMNP pontosan akkor paralelogramma, ha

T,=z,—1,=2¢&y,=y, —y, =—2.
b) Az ONMP négyszdg pontosan akkor paralelogramma, ha
Tp =Ty =Ty =26 Yp =Yy — Yy =2.

15. Hatdrozd meg az A(1,1), B(—6,0) és C(2, —6) pontok dltal meghatdrozott

haromszog
a) sulypontjanak koordinatdit;
b) koré irt kor kozéppontjanak koordindtdit.
Megoldas. a) A 10. gyakorlat alapjan a sulypont koordinatai
. - 1—6+2:_1 b5y = 1+0-6 _ 5
¢ 3 ¢ 3 3
b) Ha a haromszog koré irt kor kozéppontja O(z,, y,) , akkor az OA = OB = OC

egyenl6ségek alapjan irhatjuk, hogy
2 2 2 2 2 2

Tr, +y, =—17

Ebbdl a egyenletrendszerhez jutunk, tehat x = —2 és y = —3.
4z, — 3y, =1 0 0
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VI.1.2. Feladatok (147. oldal) Tartalomjegyz€k

I.

1. Bizonyitsd be, hogy ha M egy tetszdleges pont az ABC haromszég BC oldalan,
akkor

AB*-MC +AC?-MB— BC-MA> = MC -MB-BC'. (Stewart tétel)
Bizonyitas. Vilasszuk M-et az origonak és BC-t Oz tengelynek. Ha B(b, 0),
C(c, 0), A(z, y), akkor

AB*-MC + AC* - MB — AM* - BC — A, )
—BM-MC-BC =
= (@b +v)c—(w—cf +9°)b—
—(2* +9°)(c—b) —c(~b)(c—b) =
=2’ (c—b—c+b)+y(c—b—c+b)—
— 2abe + 2aeb 4+ be — b+ be(c—b) =0.  B(5,0) M e, 0)

2. Bizonyitsd be, hogy ha M az ABC haromszég BC oldalanak felezopontja, akkor
2(AC* + AB’) - BC?
= 1 .

AM?

Bizonyitas. Ha az elébbi egyenldségben BM = MC = TC , akkor az

_AB*-MC+AC*-MB—MC-MB-BC

AM?
BC
A tiac. - Yper|pe
S TALT STy  2(AB’ + AC*)- BC”
B BC B 4

egyenldséghez jutunk.

3. Bizonyitsd be, hogy egy haromszog oldalfelezdivel szerkeszthetd haromszog. Mikor
lesz a haromszog derékszogii?

1. megoldas. Ha BC < AC < AB, akkor a 2. feladat A

alapjan AM* > BN* > PC”, tehat elégséges ellendrizni
a BN+ PC > AM egyenlotlenséget. Hasznaljuk a

BA = a, CA = bés AB = c jelolést. A

J2(a2 +67) = +2(a* + ) =0 > 2(0 +¢*) - a?

egyenl6tlenség ekvivalens a C
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2\/[2(a2 +b2)—02][2(a2 —i—cZ)—bz] > b’ +c* —5a”

egyenlStlenséggel. Ha b° + ¢® — 5a”> < 0, akkor az egyenldtlenség teljesiil. Ellenkez6
esetben ismét négyzetre emeljiik és igy az o' +0b' +c' < 2(a2b2 +0°c’ + c*a’)
egyenldtlenséghez jutunk. Ez igaz mert
2(0,2172 +b°c* + 02a2> —a'—b' —c' =
=(a+b+c)a+b—c)a—b+c)(—a+b+c)>0.

2. megoldas. M-en at htizzunk parhuzamost BN-
hez és szerkessziikk meg a BMON paralelogrammat.
fgy NQ| BM és NQ = BM , tehat NQ || MC' és
NQ@ = MC . Ebbdl kovetkezik, hogy NOCM is
paralelogramma, tehat QC' || MN ¢és QC = MN .
Mivel MN koézépvonal, irhatjuk, hogy QC' || AP ¢és
QC = AP, tehat APCQ is paralelogramma. igy
AQ = PC , tehat az AMQ haromszog oldalai éppen
az ABC haromszog oldalfelezoi.

Az AM? = BN’ 4+ CP’ egyenléség ekvivalens a b” + ¢* = 5a” egyenléséggel, tehat
az oldalfelezdk altal alkotott haromszog pontosan akkor derékszogili, ha az eredeti ha-

romszdg legnagyobb oldaldnak a négyzete a masik két oldal négyzetosszegének az
otode.

4. Bizonyitsd be, hogy ha ABC D, és A BC,D, paralelogrammdk és A,, B,, C,

27272

illetve D3 az AlA2 , BB C’lC2 és D1D2 szakaszokat )\ ardanyban oszto belso

1727

pontok, akkor A,B.C,D, is paralelogramma.

Bizonyitas. Ha az A, B,, C, és D, pontok koordinatdi rendre (', y), (mf’, yf) ,
(z(,y) és (a7, y'), i =1,3, akkor

:Ea:a:f’—l—)\x; d:mf+)\z: b:xf+)\m; T
k 1+ 70 D U Y P14+
A 11. gyakorlat alapjan az A, B,C. D, négyszog pontosan akkor paralelogramma, ha
ta = +x &yl +y =y .
ol + gy ) ozt + M +a)
1+ N 1+
Mert ABCD, ¢ ABC,D, paralelogrammak. Hasonld6 moédon kapjuk az

Y, Ty, = yg + y;l egyenléséget is, tehat A, B,C, D, paralelogramma.

Masrészt :1:; + :L‘; = = zg + zcg ,
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5. Bizonyitsd be, hogy ha O az ABC hdaromszog koré irt kor kozéppontia és G a

at +b0+¢°

sulypontja, akkor OG* = R* — , ahol a, b és c az oldalak hosszai.

Bizonyitas. Az AOM haromszogben (M e (BC) és BM = MC) alkalmazzuk a
Steuart-tételt a G pontra. igy az

OA* -GM +OM* -AG - 0G*-AM = AG-GM - AM

. : M 1 A
egyenlOséghez jutunk. Mivel OA4 =R, oM =— és A6
AM
2

2
— irhatjuk, ho
AM 3 g At sy

lR2 +2-0M2 —0G* == AM".
3 3 9

Az ABC'és OB(Charomszogekben az AM és OM oldalfelezbre

2 2y _ 2 2 2y 2
AMQZW s onp ~ AR +f) .
tehat
o _Llp 2 AR —d 2 200+ )—a p a4 b 4
37 '3 4 9 1 5
1.

1. Bizonyitsd be, hogy ha x,, x,, y,, y, valos szamok, akkor

2 2
Jzi e+ 2\/(:c1 +a,) +(y +y,)
Bizonyitas. Ha A(z,y,) és B(x,,y,) két pont a
y, + yz]

Ay
z, + z,
)

sikban és M

az AB felezépontja, A

akkor az O pont M szerinti szimmetrikusanak PN
koordinatai r, + 1z, és y, + y,. / \
Masrészt az OA + OB = OA + AN > ON egyenl6-
ség pontosan akkor teljesiil, ha az O, A és B pontok egy /

egyenesen vannak, vagyis ha létezik A € R ugy, /

De OA= zl+y , 0/

OB = 1/3022 + ys és ON = \/(ac1 +x,) + ("yl +y, )2 , tehat a kért egyenldtlenséget
igazoltuk.

=v

hogy x = Az, é y = Ay, .

Megjegyzés. Négyzetre emelés és atrendezés utan elébb az (2 + 27)(y) + ) >

> (z2, +yy,)", majd az (zy, —z,y,)° >0 egyenldtlenséghez jutunk.

Tartalomjegyzék
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2. Bizonyitsd be, hogy ha ©, x,, ... , Z,, Y, Y,, - , Y, valosszamok, akkor

. 2 2
Jo 4+ T 2\/(351 a3, b, ) (Y Y, et
Bizonyitas. A matematikai indukcié moédszerét hasznaljuk. n = 2 esetén az 1.

feladatban igazoltuk az engyenldtlenséget. Ha az egyenldtlenség teljesiil n € N™ \ {1}
esetén, akkor

/xf + 4 +...+\/x§ +y Jr\/scjH eriH >
Z fo + y12 +.t \/x:—l + yi—l + \/(ZL'" + xn+1)2 + (yn + yn+1)2 2
)2 +<y1 +y2 ++yn +y7z+1)2 :

> \/(xl +z,+...+z, +z,
Tehat a matematikai indukcié elve alapjin az egyenldtlenség minden n € N™ \ {1} és

T,y €ER,i= 1,n esetén igaz.

3. Milyen értékeket vehet fel az E(x)= \/362 +z+1—- \/x2 —x+1 kifejezés, ha
x€eR?

Megoldas. Tekintjiik az A[%, 0] és B [—%, O] , valamint M [:1:, ?] pontokat.

MB_MA:J[H;]:g_ﬂx_;fgZE@.

Masrészt —AB < MB — MA < AB, tehat —1 < E(z) <1, Vz € R.

Ha z elég nagy (vagy elég kicsi), akkor E(z) jol megkozeliti az 1-et (—1-et), igy E(x)

minden értéket felvehet a (-1, 1) intervallumbol.

Megjegyzések.
: 1 V3
1. Alkalmazhatjuk az 1. feladatot az z =z +§, Yy, = 5 r,=1y,=0,
illetve x, =z —%, y, = ? ¢s r, =1, y, = 0 szamokra.

2. Algebrai uton a megoldas a kovetkezo:
Az \/a:2 +z+1- \/a:2 — 1z +1 =y egyenletbdl

V2 + 2 +1 =y ++J2° — 2+ 1, tehit ha a jobb oldal pozitiv, akkor a
20 =y’ + 2y\/m egyenlethez jutunk.
Ha 27 — g’ és y azonos eldjelii, akkor 4z° — 4zy” +y' = 4y° (2" —z +1),
y(4-y)
Al-y)

vagyis 42°(1 —y°) = 4y* —y", ahonnan z° =
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2

> >0 ¢s

. . 4
Mivel E(—z) = —E(z), feltételezhetjiik, hogy y > 0 és igy a N
20 —y* >0 feltételek kell teljesiiljenek. EbbSl kovetkezik, hogy csak

y € (—1,1) esetén van megoldas és ebben az esetben

4_ 2
Loy [

2\1—¢*

4. Bizonyitsd be, hogy ha az z , z,, y,, y, valds szamokra xf —i—yf =2y, és
. - 2 2
xj +y; = 2y,, akkor (a:l —$2) +(yl —y2) <4.

Bizonyitas. Az adott dsszefiiggések alapjan = + (y, — 1) =1 ¢és 2 +(y, —1)° =1,
tehat az 1. feladat alapjan

Ja@ =+, -0y =@, 2+, ~ ) -, - 1) <

<77y, — D+ o+ (y, - ) =2.
Ebbdl kévetkezik, hogy (z, —z,)" + (y, —y,)* <4.

5. Bizonyitsd be, hogy ha az ABC, és A B,C, hdaromszégek sulypontia G, illetve
G,, akkor |G,G,| <|AA|+|BB,|+|c.C)|.

Bizonyitas. Ha (7, y') az A, i = 1,2 pont koordinataja és hasonloak a jelolések a

tobbi pont esetén is, akkor

Uk ek AR e it /O
1T 5 yl— €S
3 3
P T ok SRR et
2 3 0T 3 '

Tehat

3G.G,| = \/[(132 —af) (2 —a!) (@ — )] [ )+ ) -y <
<l =Y+ = ) =) 0~ )+ =) (- ) =
- |A1Az| + |B1B2| + |0102| ’

(Alkalmaztuk a 2. feladatot n = 3 esetén.)

Tartalomjegyzék
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VIL.2.7. Gyakorlatok (154. oldal) Tartalomjegyzek

1. Dontsd el, hogy az alabbi egyenesek tartalmazzak-e a megadott pontokat:
a) 20— y+3=0 A0, 0) és B—1—1); b)2r+3y—5=0 A1) és B[O,g];

c) V2z -3y ++6 =0 A[%,l] és B(r, r,),ahol 5,7, €Q.

Megoldas. a) 0+ 3 =0,tehat A ¢ d; 2-(—1)—(—1)+3 =0, tehat B € d;
b)A € d, B e d;

c)g+x/5>x/§,tehét/1 ¢ d;

Ha r, 7, € Q és \/§ﬁ—\/§7’2 + /6 = 0, akkor 27’12—1—6—}—47”1\/5:37”22 és igy
37 —2r* —6 J6

V3=——"1  _cQvagyr =0.Har =0, akkor r, = — =
ir Q vagy r, ) =

mindkét esetben ellentmondashoz jutunk és igy B ¢ d.

V2 & Q. Tehat

2. Hatarozd meg az m és n valos szamok értékét ugy, hogy az alabbi egyenesek

tartalmazzak a megadott pontokat:
a)r+y—4=0 A(—m,m") é B(m,n);

b) 22 +3y —6 =0 A(m* —2 m) és B(n,n’ —3);
c)2:+3y—7=0 A(m +2n, m—n) és B(m —n, m+2n).

—-m+m’ =4 1 1
Megoldas. a) A egyenletrendszer megoldasai m, = 17 ,
m+n=4 2
T-V17 1-17 T+17
n, = esm,=———,n, =———.
2 2 2

b)Ha A € dés B € d, akkora
V2m? +3m —6 —242 = 0 és
V3n® +2n -6 -3J3 =0
egyenletekhez jutunk. fgy m e {\/5, -2+ Jg)} és n € {\/g, -3+ \/5)} , tehat

(m,n) € Ax B,ahol A={2,—(2+3)} & B={{3,-(3+2)}.

Sm+n=7

5m 4 dn =7 egyenletrendszerhez jutunk.

c)Ha A € dés B e d,akkoraz[

s []
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3. Abrdzold az aldbbi egyenletekkel megadott egyeneseket: L Bl s

d:3r—-2y+1=0, d,:2r+y—-5=0, d,:x—y=0.

3

Megoldas. a) Ha y = -1, akkor z = —1, tehat (-1, —1) € d,. Ha y = 2, akkor

z = 1, tehat (1, 2) e d,. Igy a d, egyenes a (-1, —1) és (1, 2) pontok altal
meghatarozott egyenes.

A Yy
d,
2
-1 .
0 1 >
-1
b) Ay C) Ay
d,
3 d:z
1 1
> 10 >
210 x 1 x
-1

4. Hatarozd meg az alabbi egyenesparok metszéspontjanak koordinatait:

20 -3y +7=0 o V22-/3y — 26 = 0
){$+4y—520 ’ ) 22z — 3y -6 =0

- . 13 1 . .
Megoldas. a) Az egyenletrendszer megoldasa [—ﬁ, 1—1] , tehat a két egyenes met-

széspontja az M[—E H] ont
pont) 111 p

b) A metszéspont M(</3,/2).

5. Adott a kévetkezd harom egyenes:
d:3y—z-2=0,d,:y—4rx+3=0,d,: 3z +2y—16=0.

a) Hatarozd meg az egyenesek paronkénti metszéspontjait.
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b) Ird fel az igy kapott hdromszégben az oldalak felezépontjainak koordindtdit.

c) Ird fel az oldalfelez6k egyenletét.

d) /rd fel a magassigok egyenletét.

e) Bizonyitsd be, hogy az oldalfelezék dsszefutnak.

f) Hatdrozd meg a sulypont koordindtdit.

g) Bizonyitsd be, hogy a magassagok dsszefutnak.

h) /rd fel az ortocentrum koordindtdit.

i) Hatdrozd meg a hdaromszég koré irt kor kézéppontjanak koordinatdit és a kor
sugarat.
y—dr=-3" |3z+2y=16

3y—xz =2 y—xz =2
Megoldas. a) A metszéspontok koordinatait a

y—4z = -3
3z + 3y =16
A(1,1), B(4,2) és C(2, 5).

egyenletrendszerek megoldasai szarmaztatjak. Tehat a metszéspontok

3

b) A felezépontok koordinatai M [3, g] € BC, N [5, 3] € AC és P[5 3

2 3ean
2 2

c) Az AM egyenes egyenlete Y n :% vagyis 4y —bx = —1. A BN egyenes
T —

egyenlete by + 2z = 18 és a CP egyenes egyenlete y + 7z = 19.
1
d) Az AB egyenlete y = g(;r + 2) tehat a C-n atmend és A B-re merdleges egyenes

egyenlete Y _Z = —3 vagyis y + 3z =11. Az A-hoz tartoz6 magassidg egyenlete

y—1
z—1

2 .
= 3 vagyis 3y — 2z = 1 és a B-hez tartozd magassag egyenlete 4y + z = 12.

4y —bxr = —1
e) f) Az {5y + 2z =18 egyenletrendszer megoldasa x :g és y = g , tehat az
y+T7x =19

oldalfelezok 6sszefutnak a [g, 2 pontban. Ez a haromszdg sulypontja.

Jy—2z=1
2
g) h) A {4y + 2 =12 egyenletrendszer Osszeférhetd és megoldasa = = 32 és
y+3zx =11

y = %, tehat az ortocentrum H [g E] .

11711

Tartalomjegyzék
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Tartalom;j ek
i) Ha O(z, y) a haromszog koré irt kor kdzéppontja, akkor artalomjegyze

-1 +@y-1 =@E@-4"+@Fy-2"=@@-2+@F-5),

tehat 3z +y =9 és 4z — 6y = —9 . Ebbdl kovetkezik, hogy z = % és y = % ,
tehat a kor kdzéppontja O [é, @] .
22 22

, 4 ’ ? [221 11
Igy asugar R = [—5—1] —i—[@_l] = _0: ﬂ
22 22 484 242

6. [rd fel annak az egyenesnek az egyenletét, amelyik
a) dtmegy az (1, 2) és (3, —2) pontokon;

b) dtmegy az (1,1) ponton és merdleges az OA egyenesre, ahol az A koordindtdi
(2,3).
c) atmegy a (—3, 2) ponton és parhuzamos az elsé szogfelezével;

d) dtmegy a (—1, 5) ponton és iranytényezdje 5.

Megoldas. a) Z:? = _32__12 =—2,tehat y + 2z = 4.

b) Az OA egyenes egyenlete y = g;r tehat a keresett egyenes egyenelete i :1 = —%
vagyis 3y + 2z =5.

c) Az els6 szogfelezo iranytényezdje 1, tehat a keresett egyenes egyenlete y < _ 1,

vagyis y —r =95.

d) y_5:—5,tehéty+5x:0.
z4+1

7. Ird fel az M (z,y,) és N(z,,y,) pontok dltal meghatirozott szakasz felezd

merdlegesének egyenletét.
Megoldas. A felezdmerdleges azon P(z, y) pontok mértani helye, amelyek egyenld

tavolsagra vannak az M és az N ponttol. Igy az
2
(z—z)+Wy—y) =@—=z)+ (y - y2>
1 2 2 2 2
azaz az :1:~(:v2—:v1)+y-(y2—y1):5($2—xl+y2—y1)
egyenlethez jutunk.

8. Vegyél fel a sikban két pontot (C-t és D-t) ugy, hogy az ABCD négyszdog trapéz
legyen, ha A(—1,—1), B(2, 3). Ird fel az atlok egyenletét.
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Megoldas. Ha C(—3, 3) és D(—2,—1), akkor AD || BC' | Oz . Az A(—1,—1) és
C(—3, 3) pontokon athalado egyenes egyenlete y + 2z = —3 és a B(2, 3), D(-2, — 1)

pontokon athalado egyenes egyenlete y —z = 1.

9. lrd fel annak az egyenesnek az egyenletét, amely a koordindtatengelyekbél O-tol

kezdve egyenld hosszusagii szakaszokat metsz ki és athalad az (z,, 3,) ponton.

Megoldas. A keresett egyenes parhuzamos az y = z vagy y = —z egyenessel. Igy
az y —y, =z — 1, €s y —y, = 7, — v egyenesek teljesitik a kért feltételeket.

10. frd fel az (1, —3) ponton dthaladé x+y =4 egyenesre merdleges egyenes

egyenletet.
Megoldas. Az =+ y =4 egyenes iranytényezdje —1, tehat a keresett egyenes
y+3=x—1.

11. Az Oz tengelyen felvettik az OA =1 szakaszt. Ird fel annak a szabdlyos
hatszognek a csucsait és oldalegyeneseinek egyenletét, amely az Ox felett van és az

egyik oldala OA.

Megoldas. Az abra jeloléseit hasznaljuk. Az F ty
pont koordinatai z, :% e y, = g , tehat a C D ******* C
pont koordinatai xz, =1 és y, = V3. dgy v, =0 5 F 5
és yD:\/§’$B:;,yB:§’$E:_§ ©
J3 0] A T

== Az oldalegyenesek egyenlete OA:y =0,

Yp
DC:y=+3, AB:y=-B32z—3, ED:y=3z+3 , OE:y=—/3z és
BC :y=—J/3z++/3.

12. Hatdrozd meg annak az ABCD négyzetnek a csucsait, amelynek az A és C
esucsai (1, 3), (3, 4).

Megoldas. Az AC egyenlete 2y —z = 5 és az AC felezépontja M {2, g] A fele-

zOmerdleges egyenlete y + 2z = > A masik két cstics a felezomerdlegesen van és

N

M-t6] valé tavolsaguk % = fgy az

Tartalomjegyzék
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e 2 4 rendszer megoldasait keressiik.
+2z =—
Y 2

Amasﬂ(ketcsucstehatB[Q—i—% g— 5] D[Q_g Z+\/_]

13. Legyenek a Descartes féle koordindtarendszerben az A(0,0), B(3,0), C(0, 4),
24

E [2—5 %] pontok. Legyen O az A-bol BC -re hiuzott magassdg talppontia és D az

AC felezépontja.
a) [rd fel a BC és AO egyenesek egyenletét és hatirozzuk meg az O pont
koordinatait.
b) Igazold, hogy DE || AO és hatirozzuk meg az AE és DO egyenesek F
metszéspontjanak koordinatdit.
c) Hatdrozd meg az AO és CF egyenesek M metszéspontjanak koordinatdit és
igazoljuk, hogy ez a pont az ABE  magassagpontja.

Megoldas. a) A BC egyenes egyenlete 3y + 4z =12, tehat az A-bol huzott

. 3 . 48 36
magassag egyenlete y = Zx Igy az O pont koordinatdi z, = > es y, = o5
T, +x +
b) Lathato, hogy E € (BC), z, :% és v, :% , tehat F a CO

. . 1
szakasz felezOpontja. Igy F az AOC haromszdg sulypontja, tehat xz, :£ és

136
V= 5
. . , 24 18 y 1 .
c) Az M pont az AO felezépontja, tehat z, = 5 ey, = 25 Ebbdl kovetkezik,

hogy EM || AC, tehat EM 1 AB. Az M pont rajta van az AEB haromszog AO és
EM magassagan, tehat M az A BE hiromsz6g magassagpontja.

14. Hatarozd meg az a értékét ugy, hogy a kovetkezo két egyenes merdleges legyen
egymdsra:
Ba+2)r+(1—4a)y=8¢s (ha—2)z+(a+4)y—7=0.
Megoldas. A merdlegesség feltétele
3a+2 5a—
da—1 a + 4
tehat a € {0, 1} . Mindkét érték megfelel.
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15. Az 5. feladatban szerepld haromszogre L Bl s

a) szamitsd ki az oldalak hosszat,

b) ird fel a szégfelezék egyenletét;

c) bizonyitsd be, hogy a szégfelez6k dsszefutnak.
Megoldas. a) A csucsok koordinatai A(1, 1), B(4,2), (2, 5) és az oldalak egyen-
letei: AB:3y—z=2, BC :3x+2y=16, CA:y—4zx=-3.

AB =410, BC =13 és CA=1T7.
: . 3y—x—2
b) Az M(z,y) pont akkor van rajta az A szog szogfelezdjén, ha M =
V10
ly — 4z + 3| oo )
=>————. A belsé szogfelez6 egyenlete:
Nitd g gy
y—z—2 16 —3x—2y & 16—-3x—-2y 4dz—y—3
V10 Vi3 Vi3 Vit
c) Mindharom egyenléséget kielégiti az
N34T 42410, V1B +2J17 45410

xr, = es =
LT 0+ B 4 T T 0+ V13 + 1T

szampdr, teht a szogfelezok Osszefutnak és az osszefutasi pont (z,,y, ).

16. Bizonyitsd be, hogy az M € BC', N € CA és P € AB pontok pontosan akkor

BM CN AP
kollinearisak, ha a8y = —1, ahol — = «a, C— =0 é5 = =7.
MC NA PB
(Menelaosz tétele)
T, +ax T, + px
Bizonyitds. A feltételek alapjan z, = 2—-C , 2z = C—ﬂ“‘ , T, =
1+« 1+ 0
z, +yx +a + +
_ LT v, I T YWe v, _ Yot P v, Y Ws A pontok
1+~ 1+« 1+ 0 1+~

pontosan akkor vannak egy egyenesen, ha az y, =azr, +b, y, =axr, +b €

Y, = ax, + b egyenletrendszer Osszeférhetd, vagyis ha

x]\l yM
z, y, 1=0 )]
z, y, 1

(vagy az MNP haromszog teriilete 0).
r,tox, y,+ay, lt+a
1) & |z, +Bz, y,+By, 1+p/=0.
T+, Yy, +vy, 1+
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z, y, 1
Ez I+apy): |z, y, =0
r, y, 1

alakban irhat6. A masodik tényezé nem nulla, mert az A B(C teriilete nem 0, tehat a
rendszer pontosan akkor dsszeférhet6, ha a0y = —1.

Megjegyzés. Ferdeszogli koordinata-rendszer valasztasa a szamitasokat leegyszerti-
siti (lasd a kovetkez6 feladatot).

17. Bizonyitsd be, hogy az AM, BNés CP (M € BC, N € CA és P € AB) egyene-

BM CN , AP
=, =:/8 es — = 1.
NA PB

sek pontosan akkor dsszefutoak, ha a8y =1, ahol =0

(Céva tetele)
Bizonyitas. A koordinata-rendszer kezdGpont-
janak valasszuk B-t és tengelyeknek a BC illetve
BA félegyeneseket. igy A(0, a), C(c, 0) és B(0, 0)
tehat

M[L,O], p[O,L] & N[L,ﬂ]_
1+ 14~ 1+8 1+8
(1+a)a

T+ a és T
ac B/

Az AM egyenes egyenlete y = —

v

a CP egyenes egyenlete y = — LI +
14+~ 14+~

Ebbdl kovetkezik, hogy a metszéspont koordinatai

1
JL ) By N
I+v+ay I+v+ay

Ugyanakkor a BN egyenes egyenlete y = ﬁgm, tehat a harom egyenes pontosan
c

akkor Osszefutd, ha y = 3 2 % . Ez ekvivalens az afy =1 egyenldséggel.
c

VI.2.8. Feladatok (156. oldal)

1. a) Bizonyitsd be, hogy egy trapéz alapjainak felezépontjai, a nem parhuzamos
oldalak metszéspontja és az atlok metszéspontja egy egyenesen vannak.

b) Csak vonalzo segitségével szerkeszd meg az ABCD paralelogramma oldalainak

felezépontjait.

Tartalomjegyzék
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Bizonyitas. a) A nemparhzamos oldalak metszéspontjat valasszuk origonak és az L Bl s

oldalak tartoegyeneseit tengelyeknek. Igy B(b, 0), C(\b, 0), A(0, a) és D(0, \a),
tehat az A C és BD egyenlete
a Aa
AC:y=——zx+4+a, BD:y=——z+ Xa
YT T

¢és a metszéspontjuk koordinatai:
r =——2¢é 1, = Aa
M )\ 4 1 M )\ + 1 :
Ebbdl kovetkezik, hogy az OM egyenes egyenlete

0

Y= %x és ezen az egyenesen helyezkednek el a

(2, 2] és [&, &] felezépontok is.

2 2 2 2

b) Az M € (CD) tetszbleges pontot Ossze-

kotjik B-vel. Az ABMD trapézban meg-

D M ¢ huzzuk az atlokat. Ha {E} = ADN MB
és {F} = AM N BD, akkor az a) alpont

alapjan EF felezi A B-t. Hasonloan szer-

E

keszthetjik meg a tobbi oldal felezo-
A B pontjat is.

2. Bizonyitsd be, hogy egy haromszég magassagai sszefutok.
Bizonyitas. Origonak valasztjuk az A-bol huzott

Y
magassag talppontjat, Ox tengelynek a BC-t és Oy A
tengelynek az A-hoz tartoz6 magassagot. Ha A(0, a),
B(-b, 0) és C(c, 0), akkor az AC'és AB egyenlete
AB:yzﬁfc—i—a, AC:y:—gfc—f—a.
b & o
A B és (C'ponthoz tartoz6 magassag egyenlete @)
B
c be b be
Yy=—xr+— €8 y=——1+—.
a a a a

, , . be , ) .
A két egyenes metszéspontja a H [0, —| pont és ez rajta van az A O magassagon,
a

tehat a harom magassag 6sszefuto.

3. Bizonyitsd be, hogy egy haromszog belso szégfelez6i osszefutnak. Szamitsd ki az
osszefutasi pont koordindtait a csucspontok koordinatii és az oldalhosszak

fiiggvényében.
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Bizonyitas. A B pontot valasszuk origonak és
a BC, BA egyeneseket tengelyeknek. A szog-

felez6 tétel alapjan az AA, belsd szogfelezore

B

—Ajczj—g . Ha A(0,¢) és C(a,0) valamint p
4 0 4O

AC =0b , akkor A'[bj— a, O] . Hasonlo6an
c

kapjuk, hogy C| [0, j—b c] és B1[ ac ac ], tehat az AA, és CC) egyenlete
a

a+c atc
b
AA y=—"TCp 10, CC iy=——Sgp 25
a a+b a+b
ac

Az AA NCC, ={I} pont koordinatdi z, = , tehat az

[ és y[ e —
a+b+c a+b+c
(z,,y,) pontrajta van az y = r egyenletii BB, egyenesen.

Megjegyzés. Derékszogii koordinata-rendszerben az

_a-xA+b-;rB+c-xC _a-yA+b-yB+c~yC
e a+b+ec B a+b+c
egyenlOségeket kapjuk, ahol a, b és ¢ az oldalak hossza.

X yl

4. Az ABCD paralelogramma oldalaira kifele négyzeteket szerkesztiink. Bizonyitsd
be, hogy ha O , O,, O, és O, a négyzetek kozéppontjai, akkor 0,0, = 0,0, és
0,0, 1L 0,0,.

Bizonyitas. A paralelogramma kozéppontjat

valasszuk origonak, A BD atlot az Oz tengelynek

¢s az erre mer6leges egyenest Oy-nak. \ -
Ha B(-b, 0), akkor D(b, 0). Ha A(z, y,), akkor

C(—z,, —y,) és a szimmetria alapjdn elégséges
kiszamitani O, és O, koordinatdit. Az AD és AB
oldalak egyenlete B C
AD :y = (x—0), :

xU N b .03

Yo (z40),

xo—i—b

AB:y=

tehat az M D és NB egyenes egyenlete:

Tartalomjegyzék
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T —b x +b
MD :y=—-- (x—0), NB:y=—-1
yo y(J

Az MD = AD és AB = NB feltételek alapjan r,=b+ty sz, =-b—y, tehat
y, =b—xz, és y, ==z, +b. EbbSl kdvetkezik, hogy az O ¢és O, pontok koordi-
natai O [0 tY DHY, _”30] és [_b_yo ta, 2ty b

(x+0).

O

. , tehat

! 2 ’ 2 2 ’ 2
00, = 00, ¢és 00, 1L 00,. Masrészt 03 ¢s O, az O, és O, szimmetrikusa az O-ra
vonatkozdan, tehat 0,0, = 0,0, és 0,0, L 0,0, .

5. Az MON sz6g szdrain vedd fel az A, B, C € (OM és A', B', C' € (ON pontokat és
szerkeszd meg a {D} = AB'NA'B, {E}=AC'NA'C és {F}= BC'NB'C met-
széspontokat. Bizonyitsd be, hogy D, E és F kollinedrisak.

Bizonyitas. Az abra jeloléseit hasznaljuk, ahol
A0,1), B(0,a), C(0,a"), A'(1,0), B'(b0) é
C'(t',0) . Az A'B egyenlete y = —az +a , az
AB' egyenlte y = _%x + 1, tehat a D pont koordi-

natgi g, =20 o, 000
b 1—ab T Ty
Az E pont koordinatait megkaphatjuk az a — a’ és
b — b’ helyettesitésekkel, tehat
_Va-ad) _ad'(1-b)
E 1—(1’1)/ cs E 1_a/b/'
Ebbdl kovetkezik, hogy a DF egyenes egyenlete

(1—abyy—a(l—b) a' —a+ab—a'd' +aa'b'—aa'd

1 = .
@ (1—ab)z—b(1—a) b —b+ab—a'b' +bb'a’ —bba
i bb'(a —a’) aa’'(b—1b')
Az F'pont koordinatai , = ———= és =
P F ab—a'b’ F ab—a'b’

Ha az z, és y, kifejezését visszahelyettesitjiik az (1) egyenletbe €s a bal oldalt
egyszerisitjik ab-vel, a jobb oldalon 4ll6 tortet kapjuk, tehat a D, E és F pontok egy

egyenesen vannak.

6. Bizonyitsd be, hogy az ABCD négyszogben az AC, BD és EF szakaszok felez6-
pontjai kollinedrisak, ahol {E} = ABNCD és {F} = ADNBC.
(Newton-Gauss egyenes)

Tartalomjegyzék
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. ez . , Tartalomjegyzék
Bizonyitas. Valasszuk C-t origonak és a CB illetve CD egyeneseket tengelyeknek.

Ha B(b, 0), F(f,0), D(0,d) és E(0, e), akkor a DF és BE egyenesek egyenlete:

DF:y——%ac—i—d, BE:y:—gx—i—e.

Tehat az A pont koordinatai:

_ bf(e—d) o _ed(f—b)
4 ef —bd A ef—bd
A felezépontok koordinatai:

M[b d]’N[f e],P[bf(e—d) ed(f —b)

272) 7 (272) 7 | 2(ef —bd)” 2ef —bd))

d—e 1 be—df
T+ —-

b—f 2 b—f

egyenletli egyenesen van, tehat kollinearisak.

7. Bizonyitsd be, hogy ha A'€(BC), B'€(CA) é C'€(AB) ugy, hogy

AA'NBB' NCC' = @, akkor az AB és A'B’ illetve AC és A'C' valamint BC

és B'C’ szakaszparok felezépontjait dsszekoté egyenesek dsszefutoak.

Bizonyitas. Az AB és A'B’ felezépontjait

Osszekotd egyenes az OA'CB'  négyszog

Newton-Gauss egyenese €s igy tartalmazza az

Mindharom pont az y =

OC felezépontjat. Tehat elégséges igazolni,
hogy MM, N NN, N PP, =&, ahol M, N, és
P az OA, OB és OC felezépontja. Masrészt

M PMP, , M NMN, paralelogrammak

11 ilOCiMNl)
2 2

¢s igy az MM, NN, és PP, szakaszok felezik B
egymast.

8. Az ABC haromszégben A' € (BC), B'€(CA) és
C' € (AB) ugy, hogy AA'NBB'NCC' = @. Bizonyitsd
be, hogy ha d || BC és A € d valamint {E} = A'B'Nd
és {F}=A'"C'Nnd, akkor AE = AF .
Bizonyitas. AZ AFC' ~ BA'C' és AEB' ~ CA'B’
hasonlésagok alapjan

AF AC' , AE AP

—— €8

BA"  (C'B A'C  B'C

(MPL_0OBLPM ¢ MN
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AE  A'C BC' AB' Tartalomjegyzék

i — . )
& UF " BA 04 BC

, tehat a Ceva tétel alapjan AF = AF'.

9. Hatdarozd meg a sik azon M pontjainak mértani helyét, amelyre MA®> — kMB®
dllando, ahol A, B régzitett pontok és k > 0.
Megoldas. MA® — kMB* = y

b Y
=(@+af +¢' —k(z—a) +9°)=
=(1—k)2" +1—k)y +2ar+2dkz +a’ —ka’ =c. XM(Z’ Y)
Tehat k£ = 1 esetén z = 4i egy AB-re meréleges
a
egyenes egyenlete. Ha k = 1, akkor A(—Ia, 0) l?(a, 0)
; ; k+1 : c | 0 | z
2’ + 1y’ + 2az - +a* = ,
y 1~k 1k
k41 E+17 ¢ k+1Y . :
tehat y° + 2° + 2a T+ [a ] = —a* + {a , vagyis a mértani
Y [P T R 1—k)
, . . . (kE+1 .
hely iires halmaz, egy pont vagy egy kor, amelynek kodzéppontja P a, 0| és
2 2
sugara 21— [E aszerint, hogy a LY | . [E]
1—k k—1 1—k k—1

kifejzés negativ, nulla vagy pozitiv.

10. Hatdrozd meg a sik azon M pontjainak mértani helyét, amelyre MA®* + kMB’

dllando, ahol A, B régzitett pontok és k > 0.
Megoldas. Az elobbi feladat jeloléseivel
MA* + kMB* = (1+ k)2 + 1+ k)y* +2az(1— k) + (1 +k)a* =c.

Tehat k£ > 0 alapjan a mértani hely iires halmaz, egy pont vagy egy kor aszerint, hogy
2

c—(1+/€)a2+[a b
1+k

negativ, nulla vagy pozitiv.

VI.5. Gyakorlatok (159. oldal)

1. frd fel a 22 —y+3 =0 és 2x+y+3=0 valamint az x+y-3=0 és 2x—y+1=0
egyenesek altal meghatdarozott szogek szogfelezoinek egyenletét.
Megoldas. A szogfelez6 pontjai egyenl6 tavolsagra vannak a szog két szaratol.
20—y +3] 20+ y+3
NN

. . 3
tehat az egyik szogfelezd y = 0 és a masik z = 5
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4y 3 ) 22—y +1 Tartalomjegyzék

NG 7

az egyik szogfelezé: (\/5 — 2+/2)z + (VB +2)y — 36 =2 =0

é¢samasik: (V5 +2v2)z + (V5 —+2)y — 35 ++2 =0.

2. Hatarozd meg azokat a pontokat, amelyek egyenlé tavolsigra vannak a

20 —y+3=0, 20 4+y+3=0 és 22+y+3=0 illetve az t+y—3=0,

20 —y+1=0¢és x—y+1=0 egyenesektil.

Re—y+3 [2e4+y+3 |-2z+y+3
NN NG

megoldanunk. Ez a kovetkez6 négy linearis rendszer megoldasat jelenti:
) 22—y+3=224+y+3=—-2r+y+3

(
(2) 2z2—y+3=-2r—y—3=2x—y—3
3) —224y—3=2r+y+3=20—y—3

A masodik esetben a szogfelezd egyenlete, tehat

Megoldas. A egyenletrendszert kell

4 —-224+y—-3=-2r—y—-3=-2z+y+3

A (2) és (4) egyenletrendszerek ellentmondasosak, mig a masik kettdé megoldasa a

(0, 0) és [-%,-3].

: 1-2 1+2 2 +3v2
A masodik esetben a megoldasok | ——, 2|, |————, 2|, |1, ———| és
¢ [\/5—2\/5 ] 75 + 22 ][ﬁwg
. 2 - 3.2
"5 —2)
25

3. Hatdrozd meg azokat az M(z, y) pontokat, amelyekre d(M, d )+ d(M, d,) = —~

ahol d, és d, egyenlete 2z —y —1=0 illetve 2r +y—1=0.
|2x—y—1|+|2x+y—1|_2J5
NG NG

kez6 egyenletekhez jutunk:
1.2z —y—1+4+2z4+y—1=2,ha2c—y—1>0¢é 22 +y—1>0.
2.2 —y—1—-2x—y+1=2,ha2c—y—1<0¢é 2z +y—1>0.
3. 2r+y+142x4+y—1=2,ha2xr—y—1>0¢é 2x+y—1<0.
4, 2z 4+y+1—-2z—y+1=2,ha2e—y—1<0é 2x+y—1<0.
fgy a megoldas az 2 =1, y€[-1,1]; 2=0,yc[-1,1];y=1,ha0<z <1 és

Megoldas. A

egyenlethez jutunk. Ebbél a kovet-

y=—1, 0 <z <1 szakaszokbol all.



228 Analitikus geometria

AY Tartalomjegyzék
Tehat az A BCD téglalap keriiletén levé pontokra teljesiil
A B az adott egyenldség.
0 z
D C

4. Bizonyitsd be, hogy ha M, N és P a BC, CA és AB oldal felezépontja, akkor
Tuﬂwq:iTchy

Bizonyitas.
z,+z, Yy, +Y, 1
2 2 Ttz y, +y, 1
B C B C
1z, +z, y,+y 11
TMNP = — A c A ¢ 1:——:5 +x _I_ 1:
[ ] 2 2 2 4 2|4 e YaT Ve
l‘A—{_:EB yA+yB 1 xA—i_:EB yA+yB 1
2 2
Ll Yp + Y, 1 L Yy +Y, 1
:Z'gxc Yo T Y 1+Z'5x/1 Yy Ty Y=
Ty Yoty 1 Ty Yty 1
. T, Y, 1 T, Y, 1 T, Y, 1 T, Y, 1 la:B Yy 1
:g To Yo Utz vy, Y+, oy, U+iz, oy, 1 :gxo Yo 1>
T, Y, 1 T, Yy, 1 T, Y, 1 T, Y, 1 T, Y, 1

T, oy, Y |z, oy, 1 |z, y, 1

5. Szamitsd ki az ax+by+c =0, i= 1,3 egyenesek metszéspontjai dltal

meghatarozott haromszog teriiletét.
Megoldas. Lasd a III. 1.1.2. paragrafus 8. feladatat.
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VI.6. Feladatok (159. oldal) Lenizl ey e

1. Az ABC hdromszég oldalain vegyiik fel az M € BC, Ne€CA és Pc AB

. . T[MNP] , BM CN AP
pontokat. Szamitsd ki a ———— aranyt az o = , B= és Yy =——
T[ABC] MC NA PB
fiiggvényében.
Megoldas. Az adott egyenldségekbdl kovetkezik, hogy
BM  « MC 1 NC B A

BC a+1  BC a+1  AC [B+1°
AN 1 AP Y FPB_ 1
AC B+1 AB ~y+1 AB ~y+1

P
gy TAPN] AP AN _ y | v
T[ABC] AB AC (y+1)(B+1)
T[BMP] BP BM _ a
T[ABC] AB BC (a+l(y+1)’ C
T[CMN] CM CN 3 B M
T[ABC] BC AC (B+D(a+1)
Tehat LUINPL a - B — i _
T[ABC] (a+D(v+1) B+D@+1) (+DHB+D
1+ afby
C(a+D)(B+D)(+D

2. A, B, Cés D négy rogzitett pont a sikban. Hatarozd meg azon M sikbeli pontok
mértani helyét, amelyekre T [MCD|+ T [MAB| =k dllandd.
Megoldas. Ha {O}=ABNCD ¢és X €(0A ,
Y € (0C 1ugy, hogy OX = AB illetve OY =CD ,
akkor T[MAB|+ T[MCD] = T[MOX]+ TIMOY].
Ha Ma BOD belsejében van, akkor

TIMOX|+ T[MOY]|=T[OXY |+ T[XMY]
és igy T[XMY] alland6 kell legyen. Tehat ebben az
esetben a mértani hely egy szakasz. Hasonlo6 a helyzet
a BOD sz6g cslcsszogének a belsejében is illetve a

masik két szogtartomanyban (csak az Y' € OD\ (OD és X' € OB\ (OB segéd-
pontokat hasznaljuk fel). Tehat a mértani hely egy téglalap kertilete.
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3. Hatdrozd meg az dsszes olyan M pontot, amelyekre T|MBC]= T |[MCA|=

= T [MAB|, ha ABC egy rogzitett haromszog.
Megoldas. Ha M a haromszog belsejében van, akkor A
M a haromszog sulypontja, mert
T[MAB] = T[MAC) = TIMBC] = éT[ABC]
MA" 1

alapjan —— = — és igy T[MBA'|=T[MA' C] =,

pidn ——r =7 & lgy TIMBA=1T] ] )
= %T[ABC’] tehat A’ felezdpont. Hasonloképpen BM

¢s CM is oldalfelezok, tehat M sulypont. B

Ha M a haromszogon kiviil van, nem lehet a sati-
rozott részben.

Ha T[MAB]=T[MAC] = T[MBC]és M az B
abranak megfeleld helyzetben van, akkor

MBAC paralelogramma. Igy harom ilyen

pont létezik, tehat Osszesen (a sulyponttal

egylitt) négy pontra teljesiilnek az adott egyenldségek.

4. Hatdrozd meg azon M pontok mértani helyét, amelyeknek egy szog két szaratol
mért tavolsagai adott aranyban vannak.

Megoldas. Ha az +by +c =0 és a,x+ by +c, =0 aszdg két szara, akkor a

|a1x +by+ Cl| \ |a2x +by+ 62|

Jory 0 ay

egyenlethez jutunk. Ha a szég cstcsa O(z,, ¥, ), akkor az el6bbi egyenléség két O-n

athalado egyenes egyenletét adja, tehat a mértani hely két O-n athalado egyenes.
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5. 4z ABC hdromszog oldalaira kifele megszerkesztjiik az ABB A,, BCC B, ,

CAAC, téglalapokat. Bizonyitsd be, hogy az AA,, BB, és C,C, szakaszok felezd-

merdlegesei 0sszefuto egyenesek.
Bizonyitas. Ha BB, =z, a CC, és BB,

BC -re esO vetiiletének hossza y és z, akkor a
kovetkezé koordinatakat kapjuk (BC az O
tengely ¢és az A-bol induld magassag az Oy):

A0,a) , B(=b,0) , C(c,0), B(~b —1),

2

01(077‘/1") > 02[C+y7§y] ) Al[yagy—i_a] >

4, [—z, 2z + a] , B, [—b — 2, ﬁz] . Az oldalfele-
a a
70 merdlegesek egyenlete:

bz 9 5 bz) 2
2Xz —2Y|—+z|=2" —2° — 20z — | — C
a a

2
J2Xy+2y[5y+x]:—x2 + +2cy+[3y]
a a

c b ) 5 bz ) cy2
_/y_—z =2 —y —I—— —_ | +2b2_2cy
a a a a

—2X(y+2)—2Y

Ez a rendszer Osszeférhetd mert a harmadik egyenlet az elsé kettd Osszegébol
eloallithato (—1)-gyel vald beszorzas utjan, tehat az egyenesek dsszefutoak.

6. Legyen O az A-ban derékszégii ABC haromszég A-bol huzott magassaganak
talppontja, D az [AC| befogé felezépontja, E pedig a [BC] dtfogo tetszéleges pontja.
Az AFE és OD egyenesek F-ben metszik egymadst. Igazoljuk, hogy a CF egyenes az
ABE, Hmagassagpontjan megy at!

Bizonyitas. Ha AO N CF = {G}, akkor az AOC haromszdgben OD, AE és CG
osszefutasabol és CD = DA-bol kovetkezik, hogy EG | AC, tehat EG az ABE
haromszog E-hez tartozé magassaga. AO L EB alapjan G az ABE haromszdg orto-

centruma, tehat CF athalad az A BE haromszog ortocentruman.
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VII. Vektorok a sikban 158y
VII.1.1. Gyakorlatok (162. oldal) A
1. 4z ABC, (BC), (CA) és (AB) oldalainak felezépontjai  p N
rendre M, N és P. (VIL7. dbra)
a) Bizonyitsd be, hogy AN = NC = PM ; B i C
b) Hatdrozd meg a PB vektorral egyenld vektorokat. VIL 7. 4bra

Megoldas. a) Mivel az AN, NC szakaszok tartegyenesei megegyeznek ¢és
[AN] = [NC], kdvetkezik, hogy AN = NC . Az ABC haromszdgben PM kozép-
vonal, igy PM || AC és [PM] = % [AC] = [NC], vagyis NC = PM .

b) PB = AP = NM.

NhZ

VILS.
dbra Y Y /

3 s

- -
A \ XA v
VII. 9. - -
abra N v
g A X A
*4

vV

AN

0N
v

2. Hatadrozd meg azokat a vektorokat a VILS. dbran, amelyek:
a) azonos hosszusdguak; b) azonos iranyuak;
¢) azonos irdnyitasuak; d) ellentétes iranyitdsuak.

Megoldas. a) [ | =|d =gl lol=lcl=I/1.
b) Az {@,d}, {b,f, i}, {¢, &} halmazok elemei azonos irdnytiak.
¢) Azonos iranyitasuak a b , f, h vektorok.

d) Ellentétes iranyitasuak az @ és d , valaminta @ és d vektorok.

3. Szerkessz egy v, vektorral egyenls, A kezdGponti vektort a VII. 9. abran lathato

vektorok esetén.
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Megoldas. A ¢ vektorral egyenld, A kezdSponta v N
vektort ugy szerkeszthetink, hogy U= MN tarté- /
egyenesével parhuzamost htizunk A -bodl és felvessziik a M / B
B pontot ezen az egyenesen gy, hogy MNBA para-
lelogramma legyen.

4. A VIIL10. abran ABCD paralelogramma, EFGH rombusz és IJKL egyenld
szaru trapéz. Hatdarozd meg esetenként azokat a vektorokat, amelyek
a) azonos hosszusdguak, B) azonos irdnybiak; C) azonos iranyitasuak;

d) ellentétes lmnyztasuak e) egyenlok
K

Megoldas. a) |DC| = [4B| = cD| = —|Bc| = o4l = IcH;
|HG| = |GF| = [FE| = [EH| = [HE| = [EF| = [FGl = cHl
|77] = 71| = |ZR| = KTl
b) Az {AD, DA, BC,CB}, {DC,CD, AB, BA}, {HG, GH, FE, EF} , {IL, JK}
halmazokban az elemek azonos iranyuak.
c) Az {AD, BCY, {AB, DC}, {DA, CB}, {BA, CD};
{HG, EF}, {HE, GF}, {EH, FG}, {GH, FE};
(1L, TR}, {I1, K}
halmazokban az elemek azonos iranyitastak.
d) Az (AD, DA, CB), (DC, BA, CD), (DA, AD, BC), (CD, AB, DC),
(HG, FE,GH), (GF, EH, FG), (GH, EF, HG), (IL, L1, KJ),
(L1, IL, JK)
csoportokban az els6 elemmel ellentétes iranyitasu a tobbi.
e) AD=BC, DA=CB, DC=AB, CD=BA, HG=EF , GH = FE ,
GF =HE, FG =EH .
5. Legyen M egy pont az [AB] szakaszon. Bizonyitsd be, hogy M pontosan akkor
felezépontja az [AB] szakasznak, ha AM = MB.
Bizonyitas. Mivel az AM , MB vektorok tartoegyenesei megegyeznek (az A,
M , B pontok kollinearitasa alapjan), az AM és MB vektorok akkor és csak akkor

egyenlok, ha IIWII = IIW” , vagyis ha [AM] = [MB], ami azt jelenti, hogy M fele-
zOpontja az A B szakasznak.

Tartalomjegyzék
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6. Legyen M az [AB] szakasz felezépontja valamint N és P két pont ugy, hogy

AN =PB. Bizonyitsd be, hogy az N, M és P pontok kollinearisak.

Bizonyitas

O —_— P—

Az AN = PB feltétel alapjan az AB és
NP szakaszok felezOpontjai egybeesnek.

N Mivel M felezi az [AB] szakaszt, kovet-
kezik, hogy M felezi az [NP] szakaszt is,
tehat N, M, P kollinearisak.

r

7. Bizonyitsd be, hogy az ABCDE szabadlyos otszog tetszoleges két csucsa dltal

meghatadrozott vektorok kozt nincsenek egyenlok! Hany kiilonbozo vektort hataroznak

meg egy paralelogramma, illetve egy szabalyos hatszog csucsai?

Bizonyitas

A E Ha létezne két ilyen vektor, akkor a végpontjaik altal meghata-

rozott négyszog paralelogramma kellene legyen, azonban bar-
hogyan valasztunk ki négyet 6t cstucs koziil, a keletkezett
négyszog sosem lehet paralelogramma.

B D Egy ABCD paralelogramma csucsai 8 kiilonbozo vektort

hataroznak meg, ezek a kovetkezok: AB , AC , E, BA,
C BD, CA, CB, DB . Egy szabalyos hatszog cstcsai 16
kiilonb6z6 vektort hataroznak meg.
8. Bizonyitsd be, hogy ha (A, C) ~ (B, D), akkor (A, B) ~ (C, D).
Bizonyitas. Ha M az [AD] szakasz felez6pontja, akkor az (4, C') ~ (B, D) felté-
telbdl kovetkezik, hogy M felezi a [CB] szakaszt is, innen M felezi mind az [AD],
mind a [BC] szakaszt, tehat (A, B) ~ (C, D).

Tartalomjegyzék
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VII. 4. Gyakorlatok és feladatok (174. oldal) Lenizl ey e

1. Ird fel az ABC, BC oldalanak M harmadold pontja (BM = 2MC) esetén az

AM vektort az AB és AC linedris kombindcidjaként.

Megoldas. A BM = 2MC feltétel alapjan BM =2MC . Az AM = AB + BM =
= AB +2MC és AM = AC — MC egyenldségekbol kikiiszobolve MC -, kapjuk,
AB +2AC

hogy AM +2AM = AB 4 2MC + 2AC — 2MC , ahonnan AM =

2. Legyen ABCD paralelogramma, O az atlok metszéspontja, M az [A O] szakasz

AN 1
felezépontja és N € [AB] ugy, hogy —— = —

AB 3
A) Fejezd ki: -

a) az AM vektort az AC' fiiggvényében;

b)a CM vektort az AC fliggvenyében,

c)az AC vektortaz AD és AB linedris kombindciojaként,
d) az AC vektort az AD és BA linedris kombinacidjaként;
e)az AO vektort az AD és AB linedris kombindciojaként,
f) a DM vektort a DA és DC linedris kombinaciojaként,
g)a DN vektort a DA és DC linedris kombinaciodjaként.

B) Bizonyitsd be, hogyaz N, M és D pontok kollinedrisak.
Legyen A, B, C és D négy pont a sikban. Allapitsd meg, hogy az alabbi allitisok
koziil melyek igazak és melyek hamisak. Indokold meg a valaszaidat!

., Ha AB = 51_)' akkor ABCD paralelogramma
Ha MNPQ paralelogramma, akkor MN = PQ.”
, Ha AB = @ alkor AC = BD.”
Ha AB = CD, akkor AB=CD.”
Ha AB = @ akkor AB=CD.”
Ha AB = D_C" akkor AB=CD.”
,AC+CD=AD.”
LAB+AC=BC.”
,Ha M a [BC| felezépontja, akkor MB = MC.”
AB+2AC

3

,Ha BM = QW, akkor AM =
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Megoldas
A D .
A) a) Az AM ¢és AC vektorok azonos iranyi-
M - —
9) tastuak és |AM|:i~|AC’|,igy AM:iAC’.
B C

b) CM , AC ellentétes irdnyitastak, |CM| = %lA Cl,igy CM = —%R

c) AC=AB+BC =AB+ AD.
d) AC = AB+AD=—-BA+ AD.
1-— AB+AD

e) AO=-AC =
2 2
AM 1 , . .
f) Az M pont k:M_ng aranyban osztjadk az [AC] szakaszt, igy
W:DA—HC-DC:&D%H—DC‘
kE+1 4

AN 1 —. 2.DA+DB 2-DA+DC+CB 3-DA+DC
g) >~ == = DN = = = -
NB 2 3 3 3

B) Felhasznalva az f), g) alpontokat, kapjuk, hogy
N — 3DA+ DC :é‘SDA—i—DC :é‘D—M’
3 3 4 3

vagyis a DN és DM vektorok tartbegyenesei megegyeznek, ami azt jelenti, hogy a
D, N, M pontok kollinearisak.

A ,Ha AB =CB , akkor ABCD paralelogramma” allitds csak abban az

esetben igaz, ha az AB ¢s CB tartbegyenese nem megegyezo.
Ha MNPQ paralelogramma, akkor MN || PQ , |[MN|=|PQ| , de az

iranyitasuk ellentétes, igy MN = —P_Q' .

Ha AB=CD , akkor [AD] és [BC] felezOpontjai megegyeznek, igy
AB=CD.

Abbol, hogy AB = CD, nem kovetkezik, hogy AB =CD (nem biztos, hogy
hosszuk is megegyezik), viszont irhatjuk, hogy AB = \-CD, ahol \ egy valds szam.

Ha AB = CD, akkor AB = CD vagy AB | CD.

Ha AB = DC , akkor AB = CD vagy AB | CD .

A haromszog-szabaly értelmében igaz az AC+CD = AD egyenléség.

Az AB+ AC = BC egyenléség pontosan akkor igaz, ha az A és B pontok
egybeesnek.

Tartalomjegyzék
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O, Tartalomjegyzék
AB+AC=BC < AB=BC—-AC < AB=BC+(CA& AB=BA< A=B.

Ha M a [BC] felezépontja, akkor MB = —MC .
AB+2AC AB+24C
2+1 3 '

Ha ?MzQW,akkor AM =

3. Bizonyitsd be, hogy ha ABCD tetszéleges négyszog, akkor AB+BC +CD +

+DA=0.

Bizonyitas. Haromszor felhasznalva a haromszog-szabalyt, irhatjuk, hogy
AB+BC+CD+DA=AC+CD+DA=AD+ DA=0.

4. Ha i és j egymadsra merdleges egységvektorok, abrazoljuk a derékszogii
koordinatarendszerben az alabbi vektorokat:

a)Zi:2;; b)E:33; c)ﬂ:—c_i—I—Zg; d)B:EJ—E; e)2u+3v.
Megoldas

W+30=2-a+20)+3G—b)=d+0b

5.4 VIl 31. dbran AB=2 és BC =1. A 7 2
a) Ird fel az AB vektorta BC' fiiggvényében; VIL3L. dbra
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, - - Tartalomjegyzék
b) Ird fel az AC vektort a BA fiiggvényében.
3

Megoldas. a) AB =2BC ;b) AC = 3BC = 3%@:—5ﬂ.

6. Az ABC | -ben E € (AB), F € (AC) ugy, hogy EF' || BC és AF = 2 valamint
FC =3.
Fejezd ki: a) AF -taz AC fliggvényében,;
b) BC -taz EF fiiggvényében;
c) EA-taz AB fiiggvényében.
Megoldas. a) AF = %/T@

b) Az AEF ¢és ABC haromszogek hasonlosaga alapjan EZA—F 2 , igy
BC AC 5
BC = gEF
o ZA_AE 2 w235
AB AC 5 5
VIL 32.4bra B
7. AVII 32. abran AC || BD, AC =4 és BD =3 /\
Fejezd ki : a) CO-taz OD fliggvényében,; 4 D
b) AO-taz BO fliggvényében,; \/
c)BD -taz AC fiiggvényében. c
. ., AC 4 ,
Megoldas. AOC, ~ BOD, és —— = —, tehat
BD 3
)00_|CO| 0D = éO—D’; b)mz—@-ﬁz—ﬂ?ﬁ;
oDl 3 |BD| 3
c) BD = _BDl 5 _——AC
4c]

8. Bizonyitsd be, hogy egy véges vektorésszegben a tagok sorrendjét tetszdlegesen
megvaltoztathatjuk és tetszoleges csoportositasokat vegezhetiink, mert az 0sszeg nem
valtozik.
Bizonyitas. Harom vektor esetén a 2.1.3. tétel alapjan

4 +(az +(13): (al +a2)+a3 =a +a,+a

—

¢s a kommutativitds alapjan a sorrend felcserélésével is az d + d, + @, Osszeget

=
N

kapjuk.
= (a,

):

Sl

)

:(Zi1 +ad,)+a, =a + (a.

S s

+ d,
,+a,.

S s

+
+

gl Ql
@l Ql

L+, +
(@, +

—
RS
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A tovabbiakban indukciot hasznélunk. Ha a tulajdonsag igaz minden n < m -re, akkor

m tetszOleges vektor (U U, ) esetén, tetszOleges sorrend és tetszéleges zaro-

17 27' 9 m

jelezés (csoportositas) esetén az 6sszeg v, + U, +... + U,

—

a (m +1) tetszleges vektor és S egy tetszéleges Osszeg,

R
Ha a,ad,...,a,, il

17 720"
amelyet ezekbol a vektorokbol szerkesztiink sorrend megvaltoztatasaval €s csoporto-
sitassal, akkor a kovetkezo eseteket kiilonboztetjiik meg:

1. eset. Ha a .., hines zargjel belsejeben, akkor az dsszeg utolso tagjaval (csoport-

javal) felcserélhetd és igy az d, ..., a, vektorokra alkalmazhatjuk az indukciés
feltételt. Tehat
S=(d +d,+...+a,)+a  =a+a+..+da,+a .

2. eset. Ha a ., valamilyen zarojel belsejében van, akkor az 6t tartalmazo legkisebb
csoport Osszegét egy vektornak, p -nek tekintjiik. igy legfeljebb m —1 vektort
kapunk, tehat az indukcids feltevés alapjan
S = (az.l +5¢2 +...+dt.k) +7p.
Ugyanakkor p sem tartalmazhat m -nél tobb tagot, tehat az indukcios feltétel alapjan
S = @ +a +..+d)+@ +..+a ),

ahol i, <i, <..<i i, <i,<..<i  =m+1, valamint {i [j=1m+1}=
={L2,..m+ 1} . Ez alapjan
§=(G +..+d )+ (@ +...+a,")+a% =
@ +...+d +d +..+d)+d =
=(a +a,..+d,)+d  =ad +ad,..+ada,,.

Tehat az allitas (m + 1) vektor esetén is igaz. gy a matematikai indukci6 elve alapjan

a tulajdonsag minden n € N esetén igaz.

9. Szamitsd ki az AB+ BC + CD + DE + EF + FA OJsszeget, ha ABCDEF egy
hatszog a stkban.
Megoldas. A haromszog-szabaly tobbszori alkalmazasaval kapjuk, hogy

_—  —— = ——  —— —_— ——  ——  —

AB+BC +CD+DE +EF +FA=AC+CD + DE + EF + FA =
—AD+DE+EF+FA=AE+EF+FA=AF+FA=0.

10. Bizonyitsd be, hogy az U és U vektorok merdlegességének sziikséges és elégséges
feltétele, hogy | i+ ¥ |=| 4 — v |.

Bizonyitas. Legyen O egy tetszleges pont és A, B, C, D ugy, hogy OA =1,
OB=% , OC=i+% , OD=u—-0v . BEkkor DA=0A-0D=7% ¢s

_ = =

DC =0C—-0D =2y, tehat D, A és C kollinearisak, DC ||OB és A a [CD]

Tartalomjegyzék
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felez8pontja. Tartalomjegyzék

Az i+ 9| =l — 7l feltétel egyenértékii azzal, hogy az OCD
haromszog egyenlé szara, s mivel A a [CD] felezdpontja,
ekvivalens azzal is, hogy OA L DC , vagyis u L 20, ami a két
vektor merdlegességét jelenti.

Megjegyzés. Az OA CB négyszog téglalap.

11. Bizonyitsd be, hogy az i + v és u — U vektorok merdleges-
ségének sziikséges és elégséges feltétele, hogy | u |=| U |.
Bizonyitas. Ha az ¢l6z0 feladatba u helyett (4 + ¥)-t, U helyett pedig (v — v) -t
tesziink, kapjuk, hogy az 4 + v és u — U vektorok merdlegességének sziikséges és
elégséges feltétele az, hogy [t + 0+ 4 — 9| = |4 + 0 — 4 + 1, vagyis |ul = [4l.
Megjegyzés. Az OA CB négyszog rombusz.

12. Ha A és B két régzitett pont, hatarozd meg azt az M pontot, amelyre:

a) AM = 2MB; b) 3MA+ MB=0; c) 2MA —3MB =0;
d) kMA+MB=0; e) MA+kMB=0; f) mMA+nMB=0.

Megoldas. a) Ha AM = 2MEB, akkor az A, M és B pontok egy egyenesen van-

nak és a sorrend A — M — B . Tehat M az AB szakasz B -hez kozelebb esé harma-

dolopontja.

b) Az egyenldség BM = 3MA alakban is irhato, tehat M az AB szakasz A -hoz

kozelebb es6 negyedeldpontja.

c)A oMA = 3MB egyenléségbdl kovetkezik, hogy az M, A és B pont egy egyene-

sen van, M az [AB] szakaszon kiviil van és MA §
MB 2

d) W:k-m,tehé‘cha k>0, akkor M € (AB),ha k=0, akkor M = B és ha
k <0, akkor M ¢ [AB]. Az elsd és az utolso esetben % = |kl.
e) Ha k£ >0, akkor M € (AB), ha akkor M = A ¢és ha k <0, akkor M ¢ [AB].

Az elsd és az utolso esetben MA =|kl.
MB

f) Ha m =n =0, akkor az egyenldség minden M pontra teljesiil. Ha m =0 ¢és
n=0,akkor M =B, migham=0¢é n=0, akkor M =A. Haom=0=n,

akkor az egyenl6ség BM =" MA alakban irhat6. Tehat m-n >0 esetén
n

M € (AB) és %:%, m-n < 0 esetben pedig M & [AB] és %:_%.
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13. Ha az OA, OB, OC és OD vektorok egyenld nagysdaguak és dsszegiik nulla, mit

allithatunk az A, B, C' és D pontokrol?
Megoldas. Abbol, hogy |04l =08l =00 =[0D] , kévetkezik, hogy az
A, B, C, D pontok egy O kozépponti korén helyezkednek el. Ha M és N az
[AB], illetve a [CD] szakasz felezSpontja, az OA + OB + OC 4+ OD = 0 feltételbél
OA+0B  0C+0D

kovetkezik, hogy , vagyis OM = —ON . Figyelembe véve,

hogy az OM 1 AB, ON L CD (az OAB, OCD haromszdgek egyenlé szariaak),
kapjuk, hogy AB || CD és |AB|=I|CDI, tehat ABCD egy paralelogramma. Mivel

ABCD korbeirhato, kovetkezik, hogy ABCD egy téglalap.

14. Adott U vektor esetén adjdl szerkesztést a kovetkezd vektorokra:
3 1.
a) 2U; b’E“; c)—gu; d) V3%

Megoldas. Ha &= MN és P az M pont N

szerinti szimmetrikusa, akkor MP = 2MN = 27 .
Ha @ € (MN 1gy, hogy MQ =3MN ¢és R az

M@ szakasz felezOpontja, akkor MR = gm =

:%E.HaSEMN\(MN és MS:%MN,akkor

MS = —éﬂ. Ha T € (MN tugy, hogy MT =~/3MN , akkor MT = /3% . Tehat

korzé és vonalzo segitségével a @), R, S, T pontokat kell megszerkeszteni.

1. {Q} = MN NC(N, MN), tehat Q az N kozépponta, MN sugart kor és MN
metszeteként szerkesztheto.

2. HaC(M, R)NC(Q, R) = {A, B}, ahol R > MN , akkor AB az MQ felezomero-
legese, tehat ABN MQ = {R}.

3. Tetszdleges MN szakasz harmadolopontjat a

kovetkezoképpen szerkeszthetjilk meg: Az MO
felezémerdlegesen ( = (MN ) felvesszink egy

N

tetszoleges X pontot, majd korzdvel felmérjiik M

az YX = MX ¢és ZY = MX tavolsadgokat. Az

X ponton at parhuzamost huzunk az NZ -hez és X

a dNMN ={H} pont az M -hez kozelebb esé Y
harmadolopont. A parhuzamost ugy szerkesztjiik Z 0

meg, hogy az NY -ra még egyszer ramérjik NY -t és igy az NXUZ paralelogramma
U csucsat kapjuk.
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4, Ha N -ben merdlegest emeliink MN -re (példaul parhuzamost hizunk a felezo-
mer6legeshez) és ezen felmérjiik az AN = MN tavolsagot, akkor MA = ~2MN ¢és
ha felmérjiik a BN = MA tavolsagot, akkor MB = +/3MN , tehat ezt a tavolsagot

visszamérve MN meghosszabbitasara, a 1" pontot kapjuk.
15. [rd fel az % = 31 —2] vektort az G =1+ ] és b =—2i+ 5] vektorok linedris
kombinaciojaként. Fel lehet-e irni affin vagy konvex kombindcioként?
Megoldas. Legyen 4 =co-d+(-b, ahol «, 3 meghatarozandé valds szémok
(skalarok). Ekkor 3i—27=a-(i+j)+3-(20+57) , vagyis (3—a+23)7+
+(—2—a—-5p)j=0.Igya

3—a+28=0

—2—a-54=0

. 11
egyenletrendszerhez jutunk, amelynek megoldasa o = R 8 =—

11, 5

5
7
Tehat u = 7@ —?5 Mivel @ csak igy irhato fel mint az @ és b

vektorok linearis
kombinacioja, nem irhat6 fel affin vagy konvex kombinacioként.

16. Bizonyitsd be, hogy a v = 2MA — MB — MC vektor nem fiigg M megvalaszta-
satol, ha A, B és C rogzitettek.

Bizonyitas. Tetsz6leges M pont esetén

vagyis v filiggetlen az M pont megvalasztasatol.

17. Bizonyitsd be, hogy ha az ABCD négyszég atloinak O metszéspontjara
OA + OB + OC + OD =0, akkor ABCD paralelogramma.

Bizonyitas. Tekintsik az M, N pontokat, amelyekre OA+ OC = OM és
BO+DO=0ON . Az O, A, C illetve O, B, D pontok Kkollinearitasa alapjan
M e AC és N € BD . A feltétel még igy is irhato: OA + OC = BO + DO, vagyis
OM =ON, s mivel M € AC és N € BD , kivetkezik, hogy M = N = O . Ezt
visszahelyettesitve kapjuk, hogy OA+0C =BO + DO =0, tehat O felezi mind-
két atlot. Mivel az atlok felezOpontjai megegyeznek, az A BCD négyszdg paralelo-
gramma.

18. Hatdarozd meg azon M pontok mértani helyét, amelyekre MA + MB + MC| =
— |3074 — 2318 — 31T

, ahol A, B és C rogzitett pontok.

Megoldas. Ha G az A BC haromszog sulypontja, akkor MA + MC + MC = 3MG .
Ha X a BC szakasz B -hez kozelebbi harmadolopontja, akkor 3MX = 2MB + MC ,

Tartalomjegyzék
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e, e Tartalomjegyzék
tehat 3MA — 2MB — MC = 3MA — 3MX = 3XA . ley az [MG| = |XA| egyenléség
kell teljesiiljon, tehat a mértani hely a G kozéppont, AX sugar kor.

19. Bizonyitsd be, hogy ha az O, A, és B pont nincs egy egyenesen, akkor barmely
M pont esetén létezik olyan A, A, valds szam, amelyre OM = )\10*/1 + A2O?.
Bizonyitas. Mivel O, A, B nem kollinearisak, az M

ponton at az OA , illetve OB egyenesekhez huzott Q M
parhuzamosok metszik az OB, OA -t a @ illetve P B

pontokban. A P ekkor OA -n helyezkedik el, igy 1étezik
olyan )\ valos szdm, amelyre OP = A1071. Hasonloan,
létezik A\, valos szam ugy, hogy 0Q = A25§. Ekkor O A P
viszont W:@+W:5@+@:AIOT4+)&5§.

20. Bizonyitsd be, hogy egyetlen olyan G pont létezik az ABC  sikjaban, amelyre

GA+GB+GC =0 és ezen a ponton dthaladnak a haromszog oldalfelezéi. (Ezt a
pontot nevezziik a haromszog sulypontjanak.)

Bizonyitas. 0 =GA+GB+GC =GA+GA+AB+GA+ AC =

= AG = # = %m, ahol M a [BC] oldal felezépontja. Mivel az AG

csak az A, B, C' pontoktdl fligg, egyetlen ilyen G pont létezik, és ez a G az AM

oldalfelezon helyezkedik el (2:1 aranyban osztja azt). Hasonloan igazolhato, hogy G -n
a masik két oldalfelezd is athalad.

21. Bizonyitsd be, hogy ha A és B ket régzitett pont és m,n € R gy, hogy
m+n =0, akkor egyetlen olyan G pont létezik, amelyre mGA +nGB =0 .

Igazold, hogy erre a G pontra M_G':M barmely sikbeli M pont
m+n

esetén. (A G pontot az m és n tomegii A és B pont baricentrumdnak nevezziik)
Altalanositds.

Bizonyitas. Ha a G, és G, pontokra teljesiil az m@ + n@lﬁ =0 és az
mG,A+nG B =0 egyenléség, akkor m-(G,A—G,A)+n-(GB—G,B)=0. De
@ - @ = GG, és C—ﬁﬁ - @E = GG, , tehat (m +n)- GG, = 0. Ez csak akkor
lehetséges, ha GG, = 0, tehat az egyenlSség csak egy G pontra teljesiilhet.
Ha M egy tetszéleges pont, akkor

mMA +nNB _ m(MG + GA) + n(MG + GB) —— mGA+nGB  —

= MG + MG .
m-+n m-+n m-+n
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22. Bizonyitsd be, hogy az ABC hdaromszog G sulypontjara, H ortocentrumadra és
a koré irt kor O kozéppontjara érvényes az OH = 30G egyenloség.
Bizonyitas. Ha A a H pont M szerinti szimmetrikusa, ahol M a BC felezé-

pontja, akkor HB + HC = H—A; De BH | AC és CH | AB, tehat AB L AB ¢és
AC 1L AC. Igy az AA atmérdjii kordn van a B és a C pont, tehat HA + HA =
= 2HO . Ebbdl kévetkezik, hogy HA + HB + HC = 2HO . Masrészt HA + HB +
+HC = 3HG , tehat 3HG = 2HO . igy H, G, O kollinearisak és OH = 30G .

23. Bizonyitsd be, hogy ha G és G' az ABC , illetve az A'B/CL sulypontja, akkor

3GG' = AA'+ BB +CC'.

Bizonyitas. Ha ésszeadjuk a GG’ = GA+ AA + A'G', GG' =GB + BB + B'G’
és GG’ = GC + cc’ + G’ egyenloségeket és felhasznaljuk a GA+GB+GC =
0=A'"G'+B'G' +C'G" ssszefiiggéseket, a kért egyenl8séghez jutunk.

24. Bizonyitsd be, hogy az ABC' haromszég H ortocentrumara és a koré irt kér O
kbzéppontjara érvényes az OH = OA+ OB + 0C egyenldség.

Bizonyitas. A 22. feladat alapjan OA + OB + OC = 30G = OH .

25. Az ABC haromszog AB és AC oldalin felvettiik az M és N pontokat.

Bizonyitsd be, hogy MN pontosan akkor halad at a haromszog G sulypontjan, ha

BM + o = 1. Altalanositas.
MA  NA

Bizonyitas. Ha AB =1, AC =7 és mi +nt = 0, akkor m = n = 0. Masrészt

az AM = 144]\34 i, AN = j—]g@ és a G € MN o6sszefiiggés pontosan akkor teljesiil,

ha létezik o, € R 1Ggy, hogy a+3=1 és m:a-m—l—ﬁ-ﬁ. igy

a+pB=1¢s {Bai—j\g — 1] U+ [363—2 — 1]5 = 0, tehat az els6 megjegyzés alapjan

1 AB 1 MB , 1AC 1 NC
a=———=—|1 és [B=———=—{14+——|.
3AM 3

AM 34N 30 AN
MB NC

Tehat a + B =1 0sszefiiggés pontosan akkor teljesiil, ha — 4+ —=1
za+p zefligges p jest AN

1. Altalanositas. Ha B’ € AC, C' € AB és {0} = CC' N BB’, valamint M € AB
AC' BM A AB' CN .

¢s Ne AC ,akkor O € MN & ——- + =" =
C'B MA B'C NA
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2. Altalanositas. Az Oxyz triéder élein vegyiik fel az A, A’ € Oz, B, B' € Oy és L

C, C" € Oz pontokat és jeldljik @ -val az ABC', ACB’ és BCA' sikok metszés-
pontjat. Ha M € Oz, N € Oy és @ € Oz, az MNP sik pontosan akkor tartalmazza
OA"AMJFOB"BNjLOC"CP _q

A'A MO B'B NO C'C PO

Az 1. altalanositast bizonyitjuk (a masodik bizonyitasa hasonlé modon torténik):

a () pontot, ha

ok Ik ok
AIB =3 és iz—l , akkor Cf4 =-2 a Ceva tétel alapjan és
B'C  k C'A &, AB "k,
k +k , —_— —
A0 BN jevay AB =1 & AC =B jelolésekkel

AA" k4 k, +E,
— k, +k, AA,_k2~a+k3-B

A0 = CAA = .
k1+k2+k5 k1+k2+kd
Oe€MN & Ha,ﬁeRﬁgyhogya—i-ﬁ:lésTOza-W%—ﬁ-ﬁ.

Tehat a

AN

i+ kg—(lirszrkS)ﬂE =0

AM
k, —(k, +k, + k) 1B

egyenldséghez jutunk. Ez pontosan akkor teljesiil, ha
AB k, , AC K,
a = . és (= . )
AM k +k, +k, AN k +Fk, +k,
tehat az o + 3 =1 egyenldség akkor és csakis akkor igaz, ha
BM.Q_FNC’.E_l@AC’.BM AB’.CN_1
AM kAN kK C'B MA B'C NA

26. Bizonyitsd be, hogy ha az O—Al', O—A; és O—AB: egységnyi hosszusagu vektorok

végpontjai az Oz folott vannak, akkor ‘m + @ + O—AJ > 1. Altalanositas.

Bizonyitas. Feltételezhetjiik, hogy az O kozéppontu, egységsugaru koroén a pontok
sorrendje A4, B, C'.

a—p

Ha m(/TO\B) =a é m(BOC) =, akkor <90°. Igy az AOC szog OX

bels6 szogfelezdje és az OB félegyenes hegyesszoget zar be, tehat OB -hez hozzaad-
va tetszbleges OX félegyenesre illeszkedd vektort az 6sszeg hossza legalabb 1.
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A
m(MOB) < 90° = m(OBN)>90° = ON > OB.

27. Bizonyitsd be, hogy a haromszég oldalfelezdivel szerkesztheté haromszog!

Z§+E+EZ+W+@+@ _
2

A', B’ és C' az oldalak felezdpontjai. Ebbdl kovetkezik, hogy az AA’, BB’ és CC’

vektorokkal szerkeszthetd haromszog.

28. Bizonyitsd be, hogy ha az ABCD négyszog AB, BC, CD és DA oldalain
AM _ BN _CP_DQ _
MB NC PD QA
akkor az MNPQ és az ABCD négyszdgek sulypontjai egybeesnek!

Bizonyitas. AA' + BB+ CC' = 0, ahol

felvessziik az M, N, P illetve QQ pontot ugy, hogy

’

Bizonyitas. Ha O egy tetszdleges pont a sikban, akkor

O—AJZOA—l—k-OB ’ O—]V»ZOB+/<:-OC ’ u A
14+ k& 1+ k& 0
Yo Ys .OD . 0D - OA B
OP:OC’—i-k oD o 0Q:0D+k OA, ’
14+ k 1+k N
tehat C P

OM +ON +OP +0Q = 0OA+ OB +0C + 0D .

29. Igaz-e az eldbbi tulajdonsag forditottia?
Megoldas. Ha az ABCD négyzet oldalain felvessziik az M € (AB), N € (BC),

P € (CD) és @ € (DA) pontokat Gigy, hogy
AM AQ CN CP 1
MB QD NB PD 2
akkor a szimmetria miatt az ABCD és MNP() sulypontja egybeesik és nem teljesiil-
nek az eldbbi feladat feltételei, tehat a tulajdonsag forditottja nem igaz.

b

30. Bizonyitsd be, hogy ha MA+MB+MC =0 és az m, MB, MC vektorok
egyenld hossziisaguak, akkor az ABC | egyenld oldali, és M a hdromszog kozép-

pontja!
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Bizonyitas. Legyen MA+ MB = MN , ekkor az

A els6 feltétel alapjan MN + MC = 0, vagyis M € [NC|

és [MN]=[MC]. Mivel MA és MB azonos hosszi-

N, saguak, az AMBN négyszog rombusz, igy [AP] = [PB]
Ly és MN 1 AB, kovetkezésképpen CP oldalfelezd és

M CP 1L AB , ami azt jelenti, hogy [CA]=[CB] .

Hasonldan igazolhat6, hogy [AB]=[AC]. Tehat az

ABC haromszog egyenld szari s mivel az M pont
B C tavolsaga a csucsoktdl megegyezik, M a haromszog
koré irt kor kozéppontja.

31. Az ABCD négyszogben [AB] =[CD]. Bizonyitsd be, hogy az [AD] és [BC|

szakaszok felezépontjai altal meghatarozott egyenes parhuzamos az AB ¢és CD
egyenesek altal meghatarozott szog belsé szogfelezdjével!

(MA+AB +BN)+ (MD+ DC +CN) 1

Bizonyitas. MN = : =3 (AB+DC).
Mivel |/TB| = |ﬁC‘"| , az %(ZE + m) vektor M D
A

szerkesztésekor egyenld szara haromszog keletke-
zik és ebben az oldalfelez6 megegyezik a szdg-
felezével. Ezt a reprezentanst szerkeszthetjilk az C

{0} = ABN DC pontban is, tehat MN péarhuza-
mos az O -beli reprezentanssal, vagyis az AB ¢és B
DC egyenesek altal alkotott szog szogfelezojével.
32. Az ABCD négyszég AD és BC oldalain felvessziik az M €[AD] és
AM BN AB
MD NC CD
parhuzamos az AB és CD egyenesek altal meghatarozott szog belsé szogfelezdjével
(AB | cD).
Bizonyitas. Ha AB =a és CD = b, akkor

—— a-MN+b-MN _a-(MD+DC +CN)+b-(MA+ AB + BN)

N €[BC] pontot ugy, hogy Bizonyitsd be, hogy MN

MN —
a+b a+b
_a-TC—i—b-ZE
a+b ’

mert a-MD +b-MA=a-CN+b-BN =0 . Masrészt, ha az {0} = ABNDC
pontban megszerkesztjiik az AB és DC egy-egy OD és OF reprezentansat, akkor
a-DC+b-AB

a+b '

az ODE haromszogben az OF bels szogfelezére OF =
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Mivel az 6sszeg megszerkesztése a kezddponttol fiiggetlen, MN parhuzamos OF -fel. L T e

33. Az ABCD sikbeli négyszogben {E}= ADNBC és {F}=ABNCD .
Bizonyitsd be, hogy az AC, BD és EF szakaszok felezépontjai egy egyenesen
vannak. (Newton—Gauss tétel)

Bizonyitas. Ha AD=7% , AB=71 , E
AE = au és AF = (50, akkor az EF és

BD szakasz M illetve N felezOpontjaira

m:aujtﬁv’ m:u+v D
2 2 o

Ugyanakkor

ﬁ:a(l_ﬂ)ﬁ+ﬁ<l_a)6, A

1—ap 1—ap 5

tehat az AC szakasz P felezOpontjara Ja

ap—L[alli=0);  Sl=a)y)

2({ 1—ap 1—ap
m—aﬁ-m

Kovetkezik, hogy AP = ,tehat M, N és P egy egyenesen vannak.

l—«
34. Az ABC, -ben az AA', BB és CC' egyenesek dsszefutok, A’ € (BC) ,
B' € (AC) ¢és C' € (AB) . Jeloljiik M, N, P illetve M', N', P’ -vel az ABC és

A'B'C"  hdromszégek  oldalainak  felezbpontjait.  Bizonyitsd — be,  hogy
MM' N NN' N PP' = @, ahol M € (BC), M' € (B'C’) stb.

. - !/ k ! k / k
Bizonyités. Ha AB =14 és Acza,akkora BA — 3 CB — _1 AC _

AC k/'BA K'CB k

1

—— =k u+k -0 o1 o s :
jelolésekkel AO = ﬁ Ebbdl és az elébbi feladatbol kovetkezik, hogy az
1 2 3
m:l ﬁ+5+ ki + kv :(k:1+2k:2+k3)ﬂ+(kl+k2+2k3)6
20 2 2(k, +Fk, +k,) 4k, + &, +k,)

végpontja rajta van az MM', NN’ és PP’ szakaszokon.

35. Az ABC hdromszog BC' oldaldnak tetszéleges A pontja esetén vegyiink fel az
AA -n egy M pontot. A BMNAC és CM N AB metszeteket jeloljiik C' -gyel és
B, -gyel. Az A -n at a BC egyenessel hizott parhuzamos és A B, és AC,
egyeneseket a B, illetve C, pontban metszi. Bizonyitsd be, hogy a [B,C,] szakasz
felezépontja éppen az A pont.
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. - B k BA k
Bizonyitas.Ha — =2, —2 =2
BB k  AC K

ce  k
és —L = L akkor

CA K
Wk kk, —— = [ —
AC, = —2**—BC(C é AB, = —>—CD,

k (K, +k,) k(k, + k)

tehit AC, = —AB, .

VII.7. Gyakorlatok (184. oldal)

1. Hatdrozd meg az MM’ kotétt vektor M' végpontianak mértani helyét, ha M egy

d egyenesen mozog és MM' minden M esetén ugyanazt a U szabad vektort
szdrmaztatja.

Megoldas. A d egyenes 4 vektorral valo parhuzamos eltolasa a mértani hely, tehat
egy d-vel parhuzamos egyenes.

2. Milyen alakzatba viszi dt a kévetkezd alakzatokat egy parhuzamos eltoldas? Hat egy
homotétia?

a) szakasz; b) haromszég;, ) kér;,  d) paralelogramma.
Megoldas. a) A parhuzamos eltolas szakaszt szakaszba visz at mert a
{M+ 1 —=ANv|\€]0,1]} szakasz w-vel valo eltolasa a

QA+ Q=ANv4+w| A€, 1]} ={Nu+w)+(1-N@+w)|X€]0,1]}.
b) Az a) pont alapjan egy haromszdget egy vele egybevagd haromszogbe transzformal.
c) Ha |04l = R és 7 -val eltoljuk az O illetve A pontot, akkor |O’A/| = R, tehat a
parhuzamos eltolas egy kort, vele kongruens korbe transzformal.

d) Az a) alpont alapjan egy parhuzamos eltolas egy paralelogrammat vele egybevagod
paralelogrammaba transzformal.

3. Bizonyitsd be, hogy egy U, majd egy U vektor szerinti parhuzamos eltolds az
U+ U vektor szerinti parhuzamos eltolds.

Bizonyitas. Ha t,: P — P, {,(M)=M' & OM'=0OM +1 és t,: P — P,
t(N)=N'" & ON'= ON + 7 a két eltolas, akkor a két transzformacio egymas-

uténi alkalmazasaval az f: P — P, f(M)=M' < IM"ecP: OM" =0M + 4

és OM' = OM" + v fiiggvényt kapjuk. Ebbdl kovetkezi, hogy
OM' =0M + (i +7) & f(M)=M',
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tehat f az 4 + v vektort parhuzamos eltolas. A
4. Bizonyitsd be, hogy ha az egyenld szaru hdaromszog N
alapjanak tetszoleges M pontjan at parhuzamosokat
huzunk az oldalakhoz, akkor a ket parhuzamosnak a
haromszog belsejébe eso részeinek dsszege allando.
Bizonyitas. Huzzunk parhuzamost B -n at az AC - P
hez. Az abra jelolései alapjan BQMP rombusz mert
m(QBC) = m(BCA) = m(CBA). 4
igy PM + MN = PB + PA = AB és ez allando.
Q
5. Szerkessziink trapézt, ha ismerjiik az oldalak hosszat (és mindegyikrdl tudjuk, hogy
milyen szerepe van — alapok, szarak).
B b A Megoldas. Ha a a nagyalap, b a kisalap ¢ és
d a masik két oldal, akkor az AMD haromszog
p oldalai ¢, d és a—b ( AM a BC szakasz
& —
y BA vektorral valo eltolasabdl szarmazik).
Miutan ezt megszerkesztjik A -n at parhuza-
C M a p most hizunk MD -hez és felvessziik a B pontot

ugy, hogy AB=15.

6. Az ABCD négyszogben |BC| =3, |ABl =3, |CD| = 2/3, m(BAD) = 60° és

m(m) = 60°. Szdmitsd ki a négyszog tobbi szégének mértékét és az AD oldal

hosszat.
Megoldas. Az abra jeloléseit hasznaljuk. Felvessziik
az M pontot ugy, hogy BCMA paralelogramma

legyen. fgy az MCD mértéke 60°, tehat MC = /3 és

DC = 24/3 alapjan ez a haromszog derékszogii M -
ben.  Ebbdél  kovetkezik, hogy MD=3 ,

m(CDM) = m(MDA) = 30° . Az AMD haromszdg
egyenld szaru, tehat

2
AD =2. MDZ—(?] =33.

7. Az ABCD négyszégben |CD| =12, |ABl = 6+/3 , |CDl = 23, m(CDA) = 90°

és m(ABC) = 150°. Szamitsd ki a BC' oldal hosszit.
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A Megoldas. Felvesszikk az M pontot ugy hogy a Tartalomjegyzek

. CBAM  négyszdg paralelogramma legyen.

63 % m(MCB) =30° ¢ m(DCB)=60° alapjén

B y m(DCM) = 30° . Hasonléan m(m) =30". Az

MCD haromszogben CD =12, CM = 6/3 és

6 m(C)=30° , tehat a haromszdg M -ben

30° derékszogli. Igy MD =6 , m(m) =60" és
Aty 5 5 m(MDA) = 30°, tehdt BC = MA = MD = 6.

8. [rj be az ABC hdromszégbe egy DEF hdaromszéget (D e (BC), E € (AC),
F € (AB)) ugy, hogy oldalai parhuzamosak legyenek harom adott egyenessel.
Megoldas. Egy tetszleges M € BC ponton
parhuzamost hiizunk d, -hez ¢és jeldljik N -nel a d,
metszéspontjat A B -vel. M -bél parhuzamost hiizunk
d,-vel és N -bdl d,-mal és a metszéspontjukat P -vel
jeloljik. Az MNP haromszoget B kozépponttal
kinagyitjuk ugy, hogy a P csucs rakeriiljon AC -re.
Ezt megtehetjik, ha a BPNAC ={F,} pontbol
parhuzamosat hizunk PM és PN -hez.

BM_ BP_ BN enae N || V. B
MM, PP NN o

1 1

M M

9.4z ABC, B és C csucsai rogzitettek és az A csiics egy mozgo pont. Hatdrozd
meg az ABC | sulypontjanak mértani helyét, ha

a) A egy adott egyenesen mozog;

b) A egy adott kéron mozog.
Megoldas. A BC szakasz M felezépontja rogzitett, tehat az a) esetben a stlypont
egy olyan egyenesen mozog, mely parhuzamos d -vel és tetszleges A € d esetén az

AM Nnd' = {G} pontra MG :éMA. Ez a d egyenesnek az M Kkozéppontu %

aranyt homotétiaval vald transzformaltja.
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. 1 .
b) A mértani hely a C kdrnek M kdzéppontu és 3 aranyt homotétiaval valo transz-

formalasa.

10. Bizonyitsd be, hogy a hdaromszog oldalfelez6ibdl alkotott haromszog oldalfelezdi
az eredeti haromszég oldalainak haromnegyedével egyenlok.

Bizonyitas.
Felvesszik a ) pontot ugy, hogy az AQCP P Q
négyszog paralelogramma legyen.
B i C
BA+CA BA+BC — BC+CA — BA
2 2 2 2 4

Tehat az AM@ haromszog M -hez tartozé oldalfelezje %AB. Hasonldan az A -hoz

illetve a () -hoz tartoz6 oldalfelez6k hossza %A C és %B C.

11. Megszerkesztheté-e egy n oldalu sokszog,
ha ismerfjiik oldalainak felezépontjait?

Megoldas. Tetszéleges A pontbol kiindulva
megszerkesztjik az A, A,..., A |, A pontokat
tgy, hogy A, az A -nek F_ -re vonatkoz6
szimmetrikusa, ahol F, F,... F,  az adott

n

felezépontok.
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1. eset. n paratlan: Ha A = A , akkor megkaptuk a keresett sokszoget, ellenkezd
esetben az egyik csics az A A, felez6pontja és ebbdl kiindulva kapjuk a tobbi

csucsot. (Ha A -t eltoljuk 4 -val, akkor az A, pontok 4 -val és az 4,, ., pontok

L 1 , . " . .
—1 -val mozdulnak el, tehat u = 5 A A, esetén keriil a kezd6pont a végpontra rd)

2. eset. Ha n pdros, akkor A és A, ugyanazzal az 1 -val mozdulnanak el. Ezért vagy

tetszoleges A esetén ilyen sokszoget kapunk (A4, = A ), vagy egyetlen A -ra sem

kapunk megoldast. Igazolhato, hogy ebben az esetben a Z Wﬂ, = Z OTM 4 feltétel
k>1 k>0

sziikséges ¢€s elégséges feltétele a megoldas 1étezésének.

12. Bizonyitsd be, hogy ha az ABCD négyszog AB és CD oldalai kongruensek,
akkor a BC és AD oldalak felezépontja daltal meghatarozott egyenes parhuzamos az
AB és CD egyenesek dltal bezart szog szogfelezdjével.

Bizonyitas. Az AB ¢és (CD szakaszokat

eltoljuk 6nmagukkal parhuzamosan az M -be. A

fgy az AMN B é DMN,C paralelogram- M

makat kapjuk. BN = AM = MD = N,C és
BN, || AM || N,C' alapjan BN ,CN, paralelo-

gramma, tehat az MN N, egyenld szarG harom-

szogben MN oldalfelezd és szogfelezo. B N C
Ugyanakkor az AB ¢és CD egyenesek N,
szogének szogfelezdje parhuzamos MN -nel.

13. Hatdrozd meg az AM egyenes és az AOM szogfelezdjének
P metszéspontjanak mértani helyét, ha A egy rogzitett pont az
R sugariu O kozéppontu kéron és M egy mozgo pont ugyanezen 0
a koron.

Megoldas. P az AM felezépontja mert OAM egyenld szaru
haromszog. fgy ha O, az AO felezdpontja, akkor a mértani hely az A

O, koézéppontl B} sugaru kor.

14. Bizonyitsd be, hogy az ABC A csiicsanak a B és C szogek belsé illetve kiilsé

szogfelezdire esd vetiiletei egy egyenesen vannak.
Bizonyitas. Az A cslcs szimmetrikusai a vetiiletekre nézve a BC' egyenesen van-
nak, tehat a vetiiletek a BC' -hez tartozo kdzépvonal tartdegyenesére illeszkednek.

15. Igazold, hogy az ABCD korbeirhato négyszog esetén az ABC, BCD, CDA és
DAB hdromszégek sulypontjai egy kérén vannak.
Bizonyitas. Ha G, G, G, és G, a BCD, ACD, ABD és ABC haromszog stly-

pontja, akkor

Tartalomjegyzék
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v OB +0C + 0D —— OA+0C+ 0D
OGA — Py OGB = )

3 3
mC:OA+OB+OD o mD:OA—I—OB—i-OC.

3 3

Tehat, ha K az 04+058 J; 0C+0D helyzetvektorral rendelkez6 pont, akkor
04 R

%G| =[oc; - 0| = T & ‘KGBIZ‘KGOi:‘KGDizg,

3 3
ahol R az ABCD koré irhato kor sugara és O a kdzéppontja.

Tehata G, G, G, és G, pontok a K kdzéppontll és g sugaru koron vannak.

16. Bizonyitsd be, hogy egy teljes négyszog atloinak felezépontjai egy egyenesen
helyezkednek el. (Newton-Gauss egyenes)
Bizonyitas. A B pont szimmetrikusat az M, N felezOpontokra nézve jeloljik

G -vel és H -val.
Elégséges igazolni, hogy G, D és H egy egyenesen vannak. A feladat tehat a kovet-

kez6képpen fogalmazhatd meg:
Az EBFH és BCGA paralelogrammakban (B € (AE)) {D}=AFNGH .
Bizonyitsuk be, hogy F, C, D kollinearisak (vagy FC NGH N AF = @).
Ha {/} = AFNEH ,{K} = HGN EB, valamint {L} = EC N JK , akkor igazolni
kell, hogy az FKJ haromszogben JA, KH ¢és EL Osszefutnak. Masrészt az
EB=a, BA=0b, El =c és IH =d jeloléssel az A—KZE és EZE
EB EH JE FEA
egyenldségekbdl kovetkezik, hogy AK = g(a +0b) és HJ = %(c + d) . Ugyanakkor
JL _T[EJL] EJ IC _ ad
LK T[EJK] EK CB bc’

tehat

“e+d
EA KL JH  a+b  be g°F9

AK L] HE S(q4p) ad c+d
d

=1.

A Ceva tételének a forditottja alapjan HK N JAN EC = &, tehat az eredeti megfo-
galmazasban G, D és H egy egyenesen vannak. Ennek az egyenesnek a B kozép-

1 :
ponti — aranyu homotétiaval valo képe az A BCD négyszog Newton-Gauss egyenese.
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VIII. A trigonometria elemei 1

VIII.1.1. Gyakorlatok (186. oldal)

1. Hany fokosak az alabbi szégek?

s T T 2 ™ 5%3 47
a)n; b)—-; c)—; d—; e —; - —; h)—;
)7 B Tioe)ti A e i g B
3 T s 2w
i)—:; j)—; k)—; 1) —.
) 2 J) 90 ) 15 ) 9
. ., «a-180
Megoldas. Az o radian foknak felel meg.

T
a) 180°; b)90°; «¢)60°; d)30°; e)120°; f£)45°; g) 150°;
h) 240°; i) 270°; j) 2°; k) 12°; 1) 40°.

2. Fejezd ki radianban az alabbi szogek mértékét:

a) 30°; b)15°; ¢)22°30"; d)11°15'; e) 75°; f) 18°; g) 72°;
h) 126°; i) 529° .

Megoldas. A ° B radiannak felel meg.

T m m T o T 27 T
a)—; b)—; ¢ d—; e —; —; —: h)—;
)6 )12 )8 )16 )12 f’lO g)5 )1()

., D29m
i) ;

180
VIII.2.1. Gyakorlatok (188. oldal)

1. Szamitsd ki a kévetkezd szogek szogfiiggvényeit: B

a) 30°; b) 60°; c) 45°.
Megoldas. a) Az ABC egyenl6 oldalt haromszogben meg-

htizzuk az AD magassagot. Ha AB = [, akkor BD = é , A D

tehat Pitagordsz tétele alapjan

AD =JAB* — BD* = g

C
Tehit sing0 = B2 1 cosg00 = AD _ V3
AB 2 AB 2
BD 3 AD
tg 30" = 22 = Y2 4o 30" = 22 = /3
& AD 3 9% ap = V3

b) Az elébbi abrén m(ABD) = 60°, tehat
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. BD 3 . BD 1 158y
sin60° = —— = —, cos60’ = ——=—,
AD 2 AB 2
AD BD 3
tg 60° = — =+/3, ctg 60° = —=—.
& BD & AD 3 ¢
c) Az ABC egyenlészaru és derékszogli haromszdgben ha
AB = BC =1, akkor Pitagordsz tétele alapjan AC = I\/2,
tehat N2 l
sin 45° = cos45° = g és tg 45° =ctg 45° =1.
A ; B

2. Bizonyitsd be, hogy:

a) sina = cos(90° —a), V a € (O, 90“);

b) cosa = sim(900 —a), Vae (0, 90”);

c) tga =ctg(90° —a), Va € (0, 900);

d) ctga = tg(90° —a), Y a € (o, 900).
Bizonyitas. Rogzitett o € (0°, 90°) esetén tekintjik az ABC derékszogii harom-
szoget, amelyben m(B/A\C) =a.lgy m(@) = 90° — «, tehat
a) sinazﬂzcosB/C\Azcos(QOo—a); ¢

AC
b) cosa = AB _ nBCA— sin (90 — a);
AC
BC == . )
c) tga:A—C:ctg<BCA):ctg(90 —a); 5
AB — o
d) ctgoz:ﬁ:tg<BCA):tg(90 —a). A
3. Ird dt szogfiiggvényekre a befog tételt és a magassdg tételt.
Megoldas. Az ABC derékszogli haromszogben meghtizzuk az AD magassagot
AC CD
A € (BC). A befogo tétel alapjan AC”® = CD - BC vagyis — = —.
(BC) g Pj gyls - o=~
Miésrészt o = m(CBA) = m(CAD) = 90 — m(ACD) , o
tehat az ABC haromszdgben sin o = % és az ACD D
, o . CD 1 1 .

haromszdgben sin« = —— . Ebbdl kdvetkezik, hogy a
befogd tétel sin CBA = sin CAD alakban is irhaté (ami A B

nyilvanval6an igaz).
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. AD — —— BD
A magassag tétel alapjan AD* = CD - DB, tehat D =tg ACB =tg BDA = D

4
4. Az A-ban derékszégii ABC haromszogben sin C' = 3 és az AB befogo hossza

. Szamitsd ki a tobbi oldal hosszadt és a C szog szogfiiggvényeit.
Megoldas. Ha sinC :% ¢s AB =1, akkor a sinC = 2_@ alapjan BC = Zl és

igy AC =+BC* - AB’ zgl . EbbOl kovetkezik, hogy cosC:g—gzg ,

4 3

tg O =—¢és ctg C =—.

g 3 g 1
5. Az ABC derékszégii haromszogben az egyik szog a masik kétszerese. Mennyi lehet az
AB
— arany?

BC
Megoldas. A derékszog kétszerese nem lehet a haromszog szoge, tehat két esetet

kell megvizsgalni:
1. eset. Az egyik szog mértéke o < 90° és 2a¢ = 90°. Igy a haromszog egyenld szarh

¢és der¢kszogii, tehat A—B € ‘{l, V2, ﬂ} .
BC 2

2. eset. Az egyik szog mértéke a <90° és 2a <90° . Ebben az esetben
a+2a =90, tehat a szogek mértéke 30°, 60° és 90°. Igy A—B = {l 2,3, g,

BC |27
ﬁ&}
27 3 )

VIII.2.2. Feladatok (188. oldal)

1. Bizonyitsd be, hogy ha AA’ (A' € (BC)) az ABC' haromszog A szogének belsd

BA"  AB
szogfelezoje, akkor —— = —.
gfelezd) A'C T AC A
Bizonyitas. Hizzunk mer6legest B -bél és C -bol az
AA'-re. Ha D és E a két merdleges talppontja, akkor

/
BD _ A4 (mert a BA'D és CA'E haromszogek

EC  AC

hasonloak). Ugyanakkor siné = BD = EC , tehat
2 AB AC

BD AB , . BA" AB

BC Ac O e ac

Tartalomjegyzék
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2. Bizonyitsd be, hogy az ABC hdromszég A szogének AA, szogfelezdjére igaz az

2bc

b+c

Bizonyitas. Ha B € AC ugy, hogy A

AB, ||AB , akkor az [. feladat alapjan

BA _ < tenat BA =% & 0=

AC b b+c b+c

Ebbdl kovetkezik, hogy By
AB, — ARG _ _be.

BC b+c C

Mésrészt m(B,AA) = m(AAB) = m(BAA) és

igy az AB A, haromszog egyenl$ szara. Ha M p

|AA| =

cosg osszefiiggés, ahol b =|AC| és ¢ =|AB|.

az AA, felezOpontja, akkor

AM:ABl-cosé:AlBl-cosé: be -cosé.
2 2 b+ec 2

2be cosé
+c 2" A

Az M pont felezépont, tehat AA = 2AM =

3. Bizonyitsd be, hogy az ABC hegyesszogii hdarom-
szogben a = bcosC + ccos B.

Bizonyitas. Mivel a haromszog hegyesszogi, az A
csticshoz tartozé magassag D talppontjaa (BC)-nvan. B

fgy a = BC =BD+DC = AB-cosB+ AC -cosC = C

=c-cosB+b-cosC'.

4. Bizonyitsd be, hogy
a)sinz <z <tgr, Va:e[O,z]; b) sianL, VxE[O,z].
2 1+ 372 2
Bizonyitas. a) Az ABC haromszogben m(m\C) =z, AB=AM =1 ¢s
MN 1 AB (lasd a mellékelt abrat). C
BC MN
A tgr=—— , sinz=—— -egyenldségek alapjan M
g 15 Y gy g PJ

P
BC =tgx, MN = sinx, tehat

AB-BC tgx
2

AB-MN _ sinz AAT
==

Masrészt az M ¢és a B pont az A kézéppontd, AB =1 sugari kordn van, tehat

T[ﬂﬁg]:% Vilagos, hogy T[AMB]< T[AMB]<T[ACB] , tehat

T[ABC) =

2

N B

T[AMB] =

Tartalomjegyzék
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b) Az a) alpont masodik egyenlStlensége alapjan létezik P € (BC) ugy, hogy
BP =gz .Igy AP =+1+2" és sin(JETﬂJ)zﬁ <

AP:\H—i—xQ '

Mésrészt P € (BC) alapjan sin(BAC) > sin(BAP), teht sinz >

T
V14 22 '

5. Bizonyitsd be, hogy ha abeR és létezik xE[O, ] ugy, hogy

o |

asinz +bcosz > 2, akkor a® +b> > 4.
Bizonyitas. A Cauchy-Bunjakovski egyenl6tlenség alapjan

(a> +b*)(sin® x + cos® 2) > (asinz + bcosz)’ > 4

tehat a® +b° > 4, mert sin® z + cos’ z = 1.

VIII.5.2. Gyakorlatok és feladatok (200. oldal)

1. Szamitsd ki az alabbi értékeket:

a) sin [7r +£]; b) sin [27r —E]; c) sin [3—7T—i-1 ; d) coslo—ﬂ;
6 3 2 12 3
e) cos54—7r; f) COS57—7T; g) sin 2001w ; h) cos 20027T;
6 6 3
2 1
i) sinkm, k€Z;  j)cosk+1)mkeZ; k) SinM,kEZ.

Megoldas. a) Sin(w+£) = —sin’ = —l; b) Sin(27r—£) = —sint = —ﬁ;
6 6 2 3 3 2

) [37T 7r] (T T Y T J6 ++2
c) sin|— + — :—sm(———):— — =—C08S—=——"—
2 12 2 12 12 12 4
d) 008[10_77] = cos(37r—|—z) = —coszz —l; e) COS54—7T =cos9r =—1;
3 3 3 2 6

20017

f) COSE)?TW_ cos 97r+g): 0; g) sinT:sin6677T: 0;

h) cos@—cos(%?w—i—%)— —cos%z —%; i) sinkr =0 VkeZ;

j) cosk+1)r=—-1 VEkeZ;

2k + 1)

k) Sin( = sin(kw%—%) = sinkﬂ‘cos%—l—coslmr-sing =1 VkeZ.

2. Szamitsd ki cos t-t, ha
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a) sint:—§ éste[gl,2ﬁ]; b) sint:m;%/g éste[&,llﬂ];
5 2 4 2
o) sing = YO V2 t€[237r,47—7r].
4 2
” 3 9 ) 9 ,
Megoldas. a) t € 7,2% = cost>0. De cos”t =1—sin tzl—g, tehat
4
cost = —.
5
2
b) 1 sin’ (=1 10— _ 6425 :[1+J3] .
16 16 4
te [%, 1177) alapjan cost < 0, tehat cost = —1+4\/5.

c)t6[237r,4777r] = cost < 0.
Masrészt
) 6 +2) §—2J12 84262 (V6+2) ,
cos't=1—-|———| =1— = = , tehat
4 16 16 4
V6 +2
cost = ———.

4
3. Szamitsd ki sint -t, ha

a) cost:iéste[ﬁ,élﬂ]; b) coszf:—2 éste[gl,5w];
13 2 ) 2

c) cost = 2 és it E[QW, 19_7r]
7 2

Megoldas. a)Ha t € [%T, 47r], akkor sint < 0.

2 144 12
sint=1—cos’t = 1——5:—, tehat sint = —— .

169 169 13
b) Hate[%,&r],akkor sint > 0, tehat sint = 1—24—5:%.

c)Ha t 6[97r, 19T7T],al<1<0r sint < 0, tehat sint = — /1—%9 :—g.

4. A trigonometrikus kor segitségével hatarozd meg azokat az © € R valos szamokat,
amelyekre:

b

1
a)sinz=0; b)sinz=1; ¢)cosz=0; d)cosz=—-1; e) sinng'
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3 . . o .

f) cosz = —7; g) sinz =cosz; h)sinz+coszx=1; i) sinz=—cosz.
Megoldas Y1
a) Ha sinz =0, akkor az z -nek megfelelé6 pont a
trigonometrikus koron az A(1, 0) vagy B(—1, 0) pont. igy B A

0 x
zel{kr|kelZ}.
y A
A

b) Ha sinz =1, akkor z képe a trigonometrikus korén az
/0\ A(0, 1) pont. Tehat z € {g +2km |k € Z}.
@)
KJ c)Hacosx:O,akkorzG{j:g+2k7rkEZ}.

d) Ha cosz = —1, akkor z € {m + 2kr | k € Z}.

Ky

e) Ha sinz = 3 akkor az x képe a trigonometrikus koron

V3 1] [ V3 1] ,
z A|—,—| vagy a B|——, —| pont. I
[2 2) V& y ' g) POTHEY

xe{%mlmkez}u{(w—%)mkﬂkez}:

:{(—1)"%+k7r\kez}.

f) Ha cosxz—?,akkor
T 71' T
xe{(n—g)mkwkez}u{(w+g)+2m|kez}:{ig+(2k+1)wkez}

g) Ha sin z = cos z, akkor sin x — sin (g — :1:) = 0, tehat

T m
r——+z x+5—x

2sin Cos =0.
2 2

Mivel COS% =0, csak a sin (x - %) =0 lehetséges. fgy =z —% e{kr|keZ},

tehétxe{§+kw\kez}.
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h) sinx =1—cosx, tehat sin"z =1+ cos” x —2cosz és igy 2cos” z —2cosx +
+1=1, tehat cosz € {0, 1}.

Ha cosz =0, akkor sinxz =1, tehat z € {g+2k7r|k € Z}. Ha cosz =1, akkor
sinz =0 ésigy v € {2kn |k € Z}.

A megoldashalmaz: M = {@ |k eZ,re{0, 1}} :

i) Ha sinz = —cosz , akkor 0 =sinz + sm(z— 3:) = 251n—cos( —) , tehat
cos (m - %) = 0. Ebbdl kovetkezik, hogy = € {% +— 2k + Dr | k€ Z}
21 37 47
5. a) Bizonyitsd be, hogy sin — T 4 sin =X+ sin 25 + sin — + sm— =0.
3 3 3 3 3
b) Hatdrozd meg azokat a k € N szamokat, amelyekre
. . 27 . 3T . 4w . km
sin—+sin— +sin—+sin—+...+sin— = 0.
3 3 3 3 3
Megoldas. a) sinzzﬁ , sin2—7r:£ , Singl:sinwzo , sin4—7T:
3 2 3 2 3
LT 3, . 5w . 27 V3 i
—sin— = —— ¢és sin— = —sin— = — —, tehat
2 3 3 2
27 47 5
s1n——|—sm—+sn—+sn—+sm—: 0.
3 3 3 3 3

b) A sin%r értéke az elébbihez hasonloan ismétlodik (kétszer ? , egyszer 0,

k :
kétszer —? stb.). Igy a Zsin‘% Osszeg pontosan akkor lehet 0, ha k:6 (0-val

j=1
fejezédik be az osszeg) vagy (k +1):6. Tehat M = {65 | je N }U{6j—1|jeN'}.
6. Bizonyitsd be, hogy —2 <sinz +cosz <2, Vz R,
Bizonyitas.

™
sinx + cosx = sm:r+sm(5—:r

= 2s1nzcos(z——) V2 cos

J:——) . Mivel
4

cos (:1: — %) € [-1, 1], kovetkezik, hogy -2 <sinz +cosz < V2.

7. Hasonlitsd dssze a sinx és siny kifejezéseket, ha x,ye[O,g

és <y .

Altalanositds.
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Megoldas. siny — sinx = 2sin Y cos 5 Ha z,y € [0, 3 és r <y, akkor
y+r y—x m o .
—, €10, —|, tehat siny > sinz.

2 2 2
8. Hasonlitsd 6ssze a cosz és cosy kifejezéseket, ha x,y € [O, g és x<vy.
Altalanositas.
Megoldas. cosy —cosz = 2sin$_ysinx+y .Ha z,y € 0,% és ¢ <y, akkor
TV ¢ —3,0] , TV 0,5] . tehat 2sintZesinTTY o0 . gy

2 2 2 2 2

cosy < COST.

1
9. Bizonyitsd be, hogy sin® r 4 sin® y > 3’ VzelkR.

Bizonyitas. Az o’ +b* > %(a +b)* egyenlétlenség alapjan
1 1 *o1
sin® z + cos® z > g(sin4 T+ cos' z)* > 5 E(sin2 T +cos’x)| =—.
10. Bizonyitsd be, hogy ha sinxz +cosz € Q , akkor

sin"z+cos"z€Q, YneN.

Bizonyitas. A matematikai indukcié moédszerével igazoljuk, hogy ha z,, z, € R,
T, +1,€Q és 2 +12) €Q, akkor 7 +2; €Q, Vn>2. A feltételek alapjan
T T, = %[(xl +1,) — (2} +3)] , tehit z, és z, az 2° —ax+b=0 egyenlet
gyokei, ahol a =z, + 7, € Q és b= z,7, € Q. Igy
" =ax! —bx, Vn>1;, " =az) —br), Vn>1,

tehat /"' + 2" = a(z] +2)) = bz + 2 ) €Q,
ha 2] + 2 € Q és z/' + 2" € Q. Tehat az 4llitas amit indukciéval igazolunk:

P(n): x4z €Q, YVm<n
Ez igaz n = 2 esetén, és az elébbi gondolatmenet alapjan P(n) = P(n +1). Igy a
matematikai indukcio elve alapjan P(n) igaz V¥ n € N esetén, tehit 2] + z; € Q,
Vn>1.Haezt z, =sinz és z, = cosz esetén alkalmazzuk, a bizonyitand6 tulaj-

donsaghoz jutunk.
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11. Bizonyitsd be, hogy |sinnzl < nsinz, Vn e N \ {1} és z € esetén.

0, %
2

Bizonyitas. A matematikai indukci6 modszerét hasznaljuk. A tulajdonsag igaz
n = 2 esetén, mert |sin 2z = |2 sin z cos z| < 2[sin z| . Ha igaz n -re, akkor a

|Sin(n + 1)x| = |sinnz - cos z + sin z - cos nz| < |sin nz| - [cos x| + |sin 2| - [cos nz| <
< n-lsinz|+[sinz| = (n + 1)|sin 2|

egyenl6tlenség alapjan (n + 1) -re is érvényes.

fgy |sinnz| < nsinz, Vn>2és x¢ [O, g}

2
12. Oldd meg az 5 — 3sinz = dv +8r+8 egyenletet a valos szamok halmazaban.

z+1
Megoldas. Az 5 — 3sinz < 8 és 47° + 82 + 8 > 8z + 8 egyenlétlenségek alapjan
z+1>0 esetén az egyenlet megoldasara mindkét egyenlStlenségben egyenldség

kellene teljesiiljon. Ez nem lehetséges, tehat az x > —1 esetben nincs megoldas.
2

4
Ha z < —1, az egyenlet — i I = 3(1 +sinz) alakban irhat6. De z < —1 esetén
x

4z°

x+1
Ugyanakkor z < —1 alapjan 1 —4x > 5, tehat a 3sinz > 5 egyenl6tlenséghez jut-
unk. Mivel ez sem lehetséges, az egyenletnek nincs megoldasa.

> —4(zx —1), tehat a 3sinxz >1—4x egyenl6tlenség kellene teljesiiljon.

13. Az E(z) = sin2x + cos 3z kifejezés esetén keresd meg azt a legkisebb, nulldtdl
kiilonbozé pozitiv T szamot, amelyre E (x +T) = E(x), Vz € R.

Megoldas. Az E(z +T) = E(z), ¥V 2 € R egyenl6ségbol kovetkezik, hogy
sin2T 4+ cos 3T =1 (az = = 0 helyettesitéssel)

és sin 27" + cos(3m + 3T) = —1 (az x = 7 helyettesitéssel).

fgy cos3T —cos(3m +3T) =2, tehit cos3T =1, sin27 = 0. A legkisebb ilyen

T>0érteka T =2m.

a—bsinx T3
, akkor ———— — >+a” —b" .
CoS T

Bizonyitas. A négyzetre emelés és cos z -szel valo szorzas ekvivalens atalakitasok,

14. Bizonyitsd be, hogy ha a,b >0 és x € [0, g

a létezési feltétel és x € [O, g] alapjan. igy az egyenldtlenség az (a-sinz —b)” >0
alakra hozhato, ami igaz.

VIII.5.5. Gyakorlatok és feladatok (205. oldal)

1. Abrdzoljuk grafikusan a kévetkezéd fiiggvényeket:
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a) f:R—R, f(xr)y=2+sinz; b) f:R—R, flz) =3 —cosz; Tartalomjegyzek
c) f[:R—R, f(r) =sin2z; d) /:R—R, f(r)=2cosz;
e) f:R—R, fz)=|sinz|;

0 R\ @+ )T ke ) R ) = |tgal:

g/ R—-R, f(a:):cos[m—i—g]; h) f:R— R, f(z) =sin@—m.
Megoldas
a) by

b)

4

d)

\4
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Tartalomjegyzék

e A
) Y
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, L

21 - 0 I 2n l:

f) N
31 _ T£ (0] E T 371 ;
2 2 2 2

g) A y

2. A grafikus képek segitségével oldjuk meg a kévetkezd egyenlitlienségeket:
a) sinz > cosz; b) cosx > tgx.

Megoldas. a)
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Sy

ﬁ]7M2[57r \/ﬁ]

A [0, 27] intervallumon a két grafikus kép metszéspontjai M, [%,—

ésa

%, %r] intervallumon van a szinusz fliggvény képe magasabban, tehat az egyen-

16tlenség megoldashalmaza: M = U T4 2km, %r + 2k7r] .
keZ
b)
z
A [—g, 3% intervallumban két metszéspont létezik, ezekre cosz € [:I: \/32_ 1} .

. < . , T
Az é4bra alapjan ezen az intervallumon a megoldashalmaz [——, x,

U [3, xQ], tehat
2

keZ

T T
M = [}CEUZ [—5 + 2km, z, + 2]{:7?)] U[U [5 + 2km, x, + 2]{571']].

Tartalomjegyzék
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Tartalomjegyzék
VIII.5.6.2. Gyakorlatok (208. oldal)

1. Szamitsd ki:
a) sin14° cos16° 4 cos14° sin16°; b) cos51° cos9° —sin51°sin 9”;
tg23° + tg22°
1—tg22°tg23°’

d) /3sin19° —cos19°.
Megoldas. a) sin14° cos16° + cos14” sin16° = sin(14° +16°) = %;

b) cos51° cos9” —sin51° sin9” = cos(51° +9°) = %;

tg 23" + tg22°
1—1tg22°-tg23°

=tg (23" +22°)=1;

d) V/3sin19° — cos19° = 2- [gsin 19° —%coslgo] =

c)

=2-(cos30° -sin19° —sin 30° - cos19°) = —2sin(30° —19°) = —2sin11°.

2. Bizonyitsd be, hogy a cos ¢ + bsinp = +Ja> + b’ -sin (gp + gpo) , ahol tgp, = %.

Bizonyitas. a-cosp +b-sinp = +Ja* +b° - L'cosp—i—L‘sinp .
a’ + b Ja’ + b’
2 b 2
a
Mivel |————| +|—=| =1 , létezik olyan ¢  szog, amelyre
Ja* + b’ Ja* + b’ !
b

=sinp, €s =cosp, . Egy ilyen ¢ szog az arctg %. Tehat

_*
Ja? + b’ a* + b

acos p + bsin p = +a® +b° -sin(p + p,), ahol tgp, :%.

3. Szamitsd ki a cos (a — b) értékét, ha sina +sinb = /2 és cosa + cosbh = 1.

Megoldas. sina + sinb = /2 alapjan sin’ @ 4 sin’ b 4+ 2sinasinb = 2.
cosa + cosb = 1-bél kdvetkezik, hogy cos’ a + cos® b +2cosacosb =1.
Ha 6sszeadjuk a kapott egyenldségek megfeleld oldalait a
2-(cosa-cosb+sina-sinb) =1
1

egyenldséghez jutunk, tehat cos(a —b) = 3

4. Szamitsd ki a sin(a +b), cos(a +£b), tg(a £b) kifejezések értékét, ha

a) sina:l, sinb:l és a,be[(),z];
5 3 2
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3T

) 5 Tartalomjegyzék
b) sina = —3 cosb=—és a,be [7, 27r];

c) cosa = —l, cosb = _3 és a, b e (71, 3—7T],
7 7 2
d) cosa = —g, sin b :é’ a, b€ [Z, 7T].
5 5 2
- : T i P : 2.6
Megoldas. a) Mivel a, b € |0, 5] az adott értékekbol kovetkezik, hogy cosa = =

és cosbh = % Tehat

sin(a +b) = sinacosb—l—sinbcosa:%;
sin(a —b) = sina cosb —sinbcosa = @;
cos(a +b) = cosacosb —sinasinb = 8\/1_1 ;
cos(a —b) = cosacosb +sinasinb = 8\/§5+ L

tga+tgb 92 +6)

tg(a+0)= = :
B ) 1—tga-tgd 83 —1
tg(a—b) = 202=N6)
83 +1
. —2 F 2410 42 5 —2F 2410
b) sin(fa £b) = ————; cos(a +b) = ———; tgla+b) = ———.
) sin(a ) = =25 (0:0) = D20 gk = T
c) sin(aib):M;cos(aib):M;tg(aib)zm,
49 49 3F 830
d) Sin(aiw:m;msmib)zw; tg(aib):@.
25 25 6 F 4421
5. Hozd egyszeriibb alakra a kévetkezd kifejezéseket:
sin(z 4+ y) +sin(z —y) b cos(z+y)+sinzsiny
sin(z +y) —sin(z —y) cos (v —y) —sinwsiny ’

tg2a + tg2b — (ctg2a + ctg2b)
tga +tgb — (ctga + ctgb)
Megoldss. a) S0+ 9) £sin(@ —y) _ 2sinvcosy 187
sin(z +y) —sin(z —y) 2sinycosz  tgy

c) 2
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o Tartalomjegyzék
b) cos(z +y)+sinzsiny _ coszcosy
cos(z —y)—sinzsiny  coszcosy
2 2
tg2a + tg2b — (ctg2a + ctg 2b) tgda  tgdd
c) 2 tga + tgb — (ctga + ctgb) =2 2 —|—L—
tg2a  tg2b

sin(4a + 4b)- tg2a - tg2b- cos2a-cos2b  2¢052(a + b)

= 2(1—tg2a-tg2b).

. sin(2a + 2b) - tg4a - tg4b- cosda - cosdb  cos2a- cos2b
6. Szimitsd ki az E = sin2z — 3cos 2z + 2 sing 14 cosg kifejezés értékét, ha
. 3, [7r ]
sinz=—¢ésxze|—, 7|
5) 2
. . 7r L 3. . 4 . x
Megoldas. Mivel = € Pa és sinx = 5 kovetkezik, hogy cosx = 5 smE =

1—cosxz <10 x 14+cosz 310 . 24 7
= = , COS— = = , sin2x = — és cos2r = —.
2 10 2 2 10 25 25

3 + 3510
25 ’

Ebbdl kovetkezik, hogy £ =

7. Fejezd ki cosx +cosy=a és sinz+siny =10 fiiggvényében a kiovetkezd
kifejezeseket:
a) cos(z+vy); b)cos(z—y); ¢)sin(z+y); d) sin(z —y).
Megoldas. A cos® z + cos’ y +2cosxcosy = a’, sin’ x + sin’ y + 2sin zsin y = b
a’ +b>—2

egyenl6ségekbdl kovetkezik, hogy cos(z — y) = — Ugyanakkor

ab=cosz-sinx + cosy-siny + cosx-siny + cosy - sinz =
1 1
= §(sin2m +sin2y) + sin(z + y) = 5-2-sin(a: + y)cos(z — y) +sin(z + y) =

= sin(z + y)- (1 + cos(z — y)).
2ab

Tehat sin(z + y) = ————.
(z+y) e

Az adott egyenldségek 2 cos TY cos LY — 4 ¢s 25in 2 ty cos 2 ; Y — b alak-
S .
ban irhatok, tehat tg"TT—’—y = 2 Ebbél a cos(z +y) = a2—+bQ egyenléséget kapjuk.
a a
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Ugyanakkor

(@ +0)(4—a’ =0") sin(e —g) € iJ(a2+b?)(4—a2—b2)

sin’(z —y) =
(—y) 1 5

8. Bizonyitsd be, hogy ha sinz +siny=2sin(z+y) és z+y = kr egyetlen

1
k € Z esetén sem, akkor tg£~ tgg =—.
2 2 3
Bizonyitas
sinz + siny = 2sin THY s T Y g sin(z +y) = 2sinxT+ycosxT+y , tehat az
x +y = kn feltétel alapjan cos T Y 9cos? ty . Ebbdl kovetkezik, hogy

COSECOSE—FSiHESing =2 cosfcosg— shﬂfsing ,
2 2 2 2 2 2

2
, . Ty x Y ... z Y
tehat 3sin —sin = = cos—cos = ésigy tg—-tg<= = —.
2 2 2 2 8y 8 2 8 2 3
9. Szdamitsd ki az E =acos’x+2bsinzcosx + csin’® x  kifejezés helyettesitési

és a = c.

ertéket, ha tgx =
a—c

Megoldas. E = cos’(a +2b-tgz +c-tg’z) =a-

42
1+ b ]'COSQ.’L'.

Masrészt 1+ tg” o =

9 B

2
tehétE:a-[1+[ 20 ] .
cos” x c

a —

10. Bizonyitsd be a kovetkezé egyenldsegeket:
cos 5’ + sin 25°
a =3

: 20 _ 3, b) sin 78° + /3 cos 78 _ 2
cos25° —sind cos3° —sin 3°
. 1 . . . . 3
c) sin10° cos 20° cos 40° = g; d) sin 20° sin 40° - sin 60° sin 80° = E;
sin 20° cos 25" + cos20” sin 25° cos 56’ sin 146° + sin 236° sin 304°
cos 35° cos10° — sin 35° sin10° cos 32° cos 28° — cos 302° sin 152°
Bizonyitas

cos5’ +sin25°  cos5’ +cos65°  2cos35° cos 30°
c0s25° —sin5°  sin65° —sin5°  2sin 30° cos 35°

b) %sin 78° + ? cos 78° = sin 78" cos 60° + cos 78" sin 60° = sin 138° = sin42°.

=ctg30° = /3.

Masrészt cos3° —sin 3° = sin 87° — sin 3° = 2sin 42° cos 45° = /2 sin 42, tehat

Tartalomjegyzék
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Tartalomjegyzék

cos 3" —sin 3’ V2 sin 42°
c) Szorozzuk be mindkét oldalt cos10° -kal.
4(sin10° cos10”) cos20° cos 40° = 2(2sin20° c0s20”) cos 40° = 2sin40° cos 40° =

= sin 80° = cos10°.

sin 78° + /3 cos 78 _ 2sin42 _ 5

1
Mivel cos10° = 0, kdvetkezik, hogy sin10° - cos20° - cos 40° = 3

d) Mivel sin60° = ? , elégséges igazolni, hogy sin20° -sin40° - sin 80° = ? .

Ezt a kdvetkezoképpen alakitjuk:

2sin40°(2sin20° - sin 80°) = ? < 2c0s50°(cos60° 4 cos 80°) = ? N

< 2c0850° - cos60° +2cos50° - cos80° = cos 30° &
< c0s10° — cos70° + cos 30° — cos50° = cos30° <
& cos10” = cos 70° + cos 50°.

Az utolso egyenldség igaz, mert
70° 4-50° 70° — 50°
cos 5

= 2¢0s60° - cos10° = cos10°

cos 70° + cos 50° = 2 cos

Tehat a bizonyitand6 egyenldség is igaz.
sin 20° - cos 25° + cos20° - sin25°  sin45" 1
c0835° - cos10° —sin 35° - sin10°  cos45°
cos 56° sin146° + sin 236° sin 304°  cos 56° sin 34° + sin 56° cos 34°

cos 32° cos 28° — cos 302° sin 152° sin 58° cos 28° — cos 58’ sin 28°

_ sin90"
sin 30°
11. Szamitsd ki a kdvetkezé kifejezések értéket:
a) cos20” cos 40° cos 60° cos 80; b) sin 6° sin 12° cos 42° cos 24°;
c) tg20° tg40° tg60° tg 80°; d) tg1° tg2° tg3°...tg 89%;
e) sin & 4 sing—ﬂ + sin%r + sin7—ﬂ; f) sin’ % + sin® 3% + sin” %T + sin® %T

Megoldas. a) A P = cos20° cos40° cos 60° cos 80° egyenldség mindkét oldalat
1
szorozzuk 8 sin 20° -kal és helyettesitsiik be a cos 60° = B értéket.

8sin20° - P = (2sin 20" cos 20”) cos 40° cos 80" - 4 - % =

= (2sin40° cos 40°) cos 80" - 2 % = 2sin 80° cos 80° % =
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_ §inl60°  sin20° Lenizl ey e
2 2
Mivel sin 20° = 0, irhatjuk, hogy P = %

b) A 3.7. Alkalmazasok 6. feladata alapjan irhatjuk, hogy

:\/30—66—\/3—1.
< ;

_ V3065 +V5 41,
2 ;

_N10+2V5 —V15+43
2 ;

sin 6° = sin(36° — 30°)

cos 24° = cos(h4° — 30°)

sin12° = sin(30° — 18°)

V10 + 245 +5 -3

cos42° = cos(60° —18°) =

8
, - —1
Igy sin6° - cos24° = 3 8\/5 és sin12° - cos42° = \/38 .
-1
Tehat sin6° -sin12° - cos24° - cos24° = (\/ng)

c) A 10. feladat d) alpontja és a 11. feladat a) alpontja alapjan
tg20° - tg40° - tg60° - tg 80" = 3.

d) tgl®-tg89° =tgl” - ctgl® =1 és altalaban tgk® - tg(90° —k°) =1 ha k = 1,44.
gy tgl°-tg2°-...-tg89° =1.

LT . 37 Y LI [ T . 777] [ 37 i 57r]
€) sin — + sin — + sin — + sin— = |sin — + sin — | + |sin — + sin — | =
8 8 8 8 8 8 8
LT 3T . T T 3T s T T
ZQSIDECOS?—FQSIHECOSg:Q coS— + cos—| = 2cos—cos— =

:ﬁcos%:‘/“f.

A sin® 7 — 1—cos2z

Osszefiiggés alapjan sin’ % + sin’ 3 + sin’ om + sin® %r =

1 T 3 5 7T
=—|4 —|cos—+ cos— 4 cos— + cos— || = 2.
2 4 4 4 4

sin a + sin 3a + sin ba + sin 7a + sin 9a k

12. frd egyszeriibb alakba az E = ifejezést.

cos a + cos 3a + cos ba + cos 7a + cos 9a
Megoldas.
sin a + sin 3a + sin 5a 4+ sin 7a + sin 9a = 2 sin 5a cos 4a + 2 sin ba cos 2a + sin ba =
=sinba- (1 +2cos2a +2cos4a).
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Tartalomjegyzék

cosa + cos 3a + cosba + cos7a + cos9a = 2 cos ba cos 4a + 2 cos Ha cos 2a + cos ba =
= cosba- (1+2cos2a + 2cos4da).
Tehat ha F értelmezett, akkor F = tgba .

13. Bizonyitsd be a kovetkezo azonossagokat:
a) sinasin (6 — ) +sin@sin(y —a)+sinysin(a —3)=0, Vo, B,y € R;
b) sin(a+ B)sin(B+y)=sinasiny +sin Bsin(a+p+y) Va, B,y el ;
c) sin(a + 3+ v) = sinacos 3 cosy + cos asin 3 cosy + cos a cos 3 siny —
—sinasin Bsiny, VY a, 5,7 € R.
Bizonyitas. a) A sin(z —y) =sinz cosy —siny cosx Osszefiiggés alapjan a ki-
szamitandd F 0sszeg a kovetkezoképpen alakithato:
E = sinasin § cosy — sin v cos G sin 7y + sin 3 sin 7y cos o +
—sin B cosysina + sinysina cos f —sinycosasin 3 = 0.
b) S =sinasiny + sin Bsin(a+ (8 + 7)) =
= sin asiny + sin B sin o cos(B + v) + sin f cosasin(G + v) =
=sina - (siny + sin B cos(f + 7)) + sin S cos asin(5 + 7).
De siny = sin(( + ) cos § — sin 5 cos(5 + ) , tehat
S =sin(B + ) (sinacos B + sin B cos a) = sin(F + ) sin(a + 3).
c) sin(a + [+ ) = sin(a + ) cosy + siny cos(a + §) =
= (sin awcos B + cos asin 3) cos 7y + sin y(cos a cos B — sin a sin 3) =
= sin avcos 3 cos 7y + cos asin 3 cos 7y + cos a cos 3 siny — sin asin B sin vy .
14. Vezess le egy képletet cos(a+ f+y)-ra.
Megoldas. cos(a + 8+ ) = cos(a + ) cosy — sin(a + 3)siny =
= (cos awcos # — sin asin ) cos y — (sin av cos 3 + sin B cos ) sin y =
= cos o cos J cosy — sin asin B cos -y — sin o cos B sin -y — cos asin G sin 7y .
15. Bizonyitsd be, hogy ha © + y + z = 7, akkor:

. . . x Y z
a) sinz +siny +sinz = 4005500550055;

b) cosz 4+ cosy + cosz = 1+4singsin%sin§;

c) sin2x +sin 2y + sin2z = 4sinzsin y sin 2 ;
d) cos2z + cos2y + cos2z = —1—4coszcosycosz;

e)tgr +tgy+tgz=tgatgytgz, ha z,v, ng{(Zk—i—l)g

kEZ};

x Yy z rT .,y 2z
ctg—+ctg=+ctg— =ctg—ctg=ctg—, ha z,y, 2 € {2kn |k € Z};
f) ctg +ctg +etgy =cgctgoctgy y, 2 & {2k | }
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g) tggtg%+tg%tgg+tg§tg£ =1,ha x,y,ze{(2k+1)7|kel};
h) ctgzctgy +ctgyctgz +ctgzctge =1, ha x,y,ze{kx|kel}.

Bizonyitas. A 4.1. megoldott feladatok 1. feladata alapjan
sina +sin f 4 siny —sin(a + 4+ ) = 4sinx;—ysiny;—zsinz;$.

a)Haa =2z, =y és v =z valamint z + y + z = 7, akkor

. . . . T—2Z ., T—Y . T—T z Y z
sin x + siny + sin z = 4 sin 5 sin 5 sin 5 :4cos—cos—cos§.

b)Haazz_x’ﬁ:z—y és 7:§—z,akk0r$—|—y—|—z:7r alapjan

a+5+7=§,tehét
CoST + cosy + cosz —1 = 4sin 2—y : W_;_z Ty —Z

= 4sinZ sin L sin = .
2 2
c)Ha a =2z, B =2y és v =2z, akkor a + 3 + v = 27, tehat
sin 2z + sin 2y 4 sin 2z = 4 sin(m — z) sin(7m — y)sin(r — 2) = 4sinzsinysin 2.

d)Haa:z—Zx, ﬁ:g—2y és 'y:g—Zz,akkor oz—i—ﬁ—i—’y:—g,tehét

— 2z -2 —2y—2 — 25 —2
C052x+0052?l+00522+1=4sin7T ; Ysin X 32/ ?sin T ; c_
= 4 cos(z + y)cos(y + z) cos(z + z) = —4cosT cOS Y COS 2 .

tgr +tgy
, tehat

= —tgz.De tg(z+y) =

e) tg(z +y) = tg(r —2) = T tes igy

tgx +tgy = —tgz+tgr-tgy-tgz, vagyis tgx +tgy +tgz = tgx-tgy - tgz.
. 1—ctg£-ctgg
Tehat ctg—- 2 2 _ -1,

x oy Tz z 1
ﬂctg[—+—]:ctg[———]:tg—: .
2 2 2 2 2 ctg% 2 ctgg—f—ctg%

ahonnan kovetkezik a kért 6sszefliggés.
x Yy Y z z x x(, y z Yy z
tg = tg < + tg = tg— + tg—- tg— = tg—|tg = + tg— |+ tg = - tg~ =
g ey tey ey ey gty gz[gz g2] SR
T y—i—z]( Y z]] y |z
=tg=|tg| 2] | 1tg L tg S ||+ tg L tg S =
g2[g[ 2 g2 g2 g2 g2

A y 2 y 2
—tgt tgl 21 —tgL tgl|+tgL tgZ =1,
8y %, [ &9 gQ] &y 8y
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2 2 2 2
1—ctgy-ctgz
h) ctgz-(ctgy +ctgz) =1—ctgy-ctgz < ctge = ————
ctgy +ctgz

& ctgr = —ctg(y + z) és ez igaz mert ctg(m — (y + 2)) = —ctg (y + 2).

sinz 4+ siny < Sinx+y

16. Bizonyitsd be, hogy ha z, y € [0, 7], akkor

W = sin ;r L cos T2 egyenloség és a cos T

egyenl6tlenség alapjan irhatjuk, hogy

Bizonyitas. A <1

Sinyﬂ:simx—i_ycosx_y<silr1$+y

2 2 2 2

mert sinx;yzo.

17. Bizonyitsd be, hogy barmely x,y € R esetén
a) cos’ (z —y) — cos’ (z + y) = sin 2z sin 2y ;
b) cos’ (z —y) + cos’ (z + y) = 1 + cos 2z cos 2y ;
m

C) sin (z + y) + cos(z — y) = (sinz + cos z) (siny + cosy) = 251n[:v—|— 4Jsin[y+§];

d) sin [:B +(2k+1) g] =(-1)"cosz; e) cos [:B +(2k+1) g] = (—=1)""sinz.

Bizonyitas
a) cos’(z — y) — cos’(z + y) = (cos(z — y) — cos(z + y)) - (cos(z — y) + cos(z + y)) =
= 2sinzsiny-2cosx cosy = sin 2z sin 2y .
14+ cos2(z—y) 14 cos2(z—y)

b) cos’(z —y) + cos’ (@ +y) =+ —— =

1 1
= 5(2+c082(:r—y)+cos2(a:—y)) 25(2+2c082ycos2x) =1+ cos2zcos2y.

c) sin(z + y) + cos(z — y) = sinxcosy + sin y cos  + cos x cos y + sin ysinz =
= (sinz + cos z)(siny + cos y).
Masrészt

. T T ™
sinx + cosz = cos[——x]+cosz :2cos—c0s[——1:] =
2 4 4
= 2cos[z—x]:\/§sin[z+x]
4 4

és siny+cosy:\/§sin[%+y],
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tehat a masodik egyenldség is igaz. Tartalomjegyzek

d) sin [z +(2k+1) g] = sin z cos [(ka +1) g] + cos z sin {(Qk +1) %} =

= 0+cosx-sin[k7r+g]: CcoS T -

sin k7 cos g + cos k sin g] =

= coszcoskr = (—1)" cosx .

e) cos [:U +(2k+1) g] = COS I COS [(Qk +1) g} — sin z sin [(2k +1) g] =

= —sinzsin(2k + 1)% = —(=1)'sinz = (1) sinz.

. , L . . 3
18. Bizonyitsd be, hogy ¥ z, y, z € R esetén sin x cos y + sin y cos z + sin z cos < 5

Bizonyitas. Ha 2sinz cosy < sin” z + cos’ y
2sin y cos z < sin® x + cos” z
és 2sin z cosz < sin® z 4 cos’

egyenl6tlenségek megfeleld oldalait 6sszeadjuk, a kért egyenlétlenséghez jutunk.

19. Bizonyitsd be, hogy tetszéleges ABC' hdaromszogben érvényesek az alabbi egyen-
l6tlenségek (A, B és C' a haromszég szogeinek mértéket jeldli.):

a) 1§cosA+cosB+cosC§§; b) sinésingsinggl;
2 2 2 2 8
c) cosAcosBcongé; d) SinA+SinB+SinC§¥;
A B o 1 A B, C 1
e - - — < —; tg—tg—tg— < ——;
)COS2C082COS2_3\/§ f)g2g2 g2_3\/§

A B C
tg—+tg—+tg— >3,
g) g+t ttgl =
Bizonyitas. a) C' = 7 — (A + B) alapjan
cos A+ cos B+ cosC = cos A+ cos B —cos(A+ B),

tehata cos A+ cos B+ cos C' < g egyenlOtlenség ekvivalens a

2cosA+2cosB—2cosAcosB+2sinAsinB <3
egyenlotlenséggel.
De 3 = sin® A + cos” A +sin® B + cos® B + 1, tehat az egyenldtlenség
(sin A —sin B’ + (cos A+ cos B—1)* > 0
alakban irhato, és ez igaz.
Egyenléség pontosan akkor teljesiil, ha sin A = sin B és cos A + cos B =1. Ebbdl

kovetkezik, hogy A= B = C = %
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A+ B A-B , ,
S cos 5 ¢és igy

1+ cos(A + B) < cos A + cos B . Ebbél kovetkezik, hogy 1 < cos A + cos B + cos C'.
b) A 15. feladat b) alpontja és az el6bb igazolt egyenldtlenség alapjan

. . B . C cosA+cosB+cosC—1 1
SIn — sin —sin — = <-.
2 2 2 4 8
Egyenléség pontosan akkor teljesiil, ha a haromszdg egyenl6 szaru.
c) Ha a haromszog tompaszogli vagy derékszogi, akkor a bal oldal negativ vagy 0,
tehat az egyenlGtlenség igaz. Ha a haromszog hegyesszogili, akkor létezik olyan
haromszdg, amelynek szogei m —2A4, m# — 2B és m —2C' . Erre a haromszogre alkal-

mazzuk a b) alpontnal bizonyitott egyenlotlenséget:

cosAcosBcosC:Sinﬂ_ZAsinW_2Bsin7r_20 Sl.
2 2 2 8
d) sinA+sin B+sinC =sin A +sin B+sin(A+ B) =
A+B[ A—B A+B] A+ B
cos ~+ cos

A_B Tartalomjegyzék
<2co

, , A+ B
Masrészt cos , tehat 2 cos® + <

B
< cos

< 2sin

= 2sin 0 [1 + cos

B [1 + cos A ;— B] < ¥ Ez ekvivalens a

A+B]

. : A
Tehat elégséges igazolni, hogy 2 sin +

A+B A+ BY 2
sin? 2 [1 +cos 2t ] < % egyenlétlenséggel.
De sin’ A+B_ 1 — cos’ A+B és
2 3
[1—(:082 A+B][l+cosA+B] :[l—cosA+B]{1+cosA+B] ,
tehat alkalmazhatjuk a szdmtani-mértani kozepek kozti egyenltlenségeket a kovet-
A+ B B .
kez6 szamokra: x = 3 — 3 cos ;r ,Yy=z2=t=1+4 cos gy
3 4 4 4
[3—3cosA+B][1+cosA+B] = zyzt < [Hy—Hth] = [ﬁ) :3_4’
2 4 4 2
tehat sin’ B[1+COSA+B]§£.
16
B A+ B
Egyenl6ség pontosan akkor 4ll fenn, ha 3 — 3cos =1+ cos a és
A-—B
coS

:1,tehéthaA:B:C’:§.

e) A 15. feladat a) alpontja alapjan
33

4cosécos§cosg =sinA+sinB+sinC <——,
2 2 2 2
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tehat cos é cos E cos g < ﬁ .
2 2 2 8

f) A 15. feladat g) alpontja alapjan

A B B  C c . A ,A ,B _,C
1=tg= tg=+4tg— tg— + tg—- tg— > 33/tg® = tg’ — - tg® —,
g g g tg g tg T 2 3Yte T tgT Tt

Tartalomjegyzék

A B C 1 1
tehat tg — tg — tg— < [— = ——.
gz gz g2— 3 33
A B CcY \ , B , O
tg—+tg—+tg—| =tg® —F+tg? —Ftg? —4+2>
g) [g2 8 g2] g Tte S Tte >

A B B C c A
>tg—-tg—+tg— tg—+tg— tg—+2=3.
_g2 g2 g2 g2 g2 g2
A B
Tehéttg5+tg§+tg%2\/§

1
20. Bizonyitsd be, hogy sin un Sin3—7rsin5—7r =—.
14 14 14 8
Bizonyitas

.om . 3w . 5w T 3 57
Szorozzuk be a P = smﬁsm—sm— szorzatot a P’ = 8 cos— cos — cos —

14 14 14 14 14
szorzattal. Igy

PP = sin—51n—7rs1nm—7r.

14

™ 2w bw w 6w ™ , w 10w 3
- =—,———=—12¢s —— —— = ———, tehat

2 14 14 2 14 14 2 14

, oT T 3= 1 _,
PP’ = cos—cos—cos— = — P".

14 1 14 8

. . 1
Mivel P’ = 0, irhatjuk, hogy P = .

21. Bizonyitsd be, hogy barmely z,y € R esetén cosx + cosy +2cos(z +y) > — %

Bizonyitas. Az egyenl6tlenség ekvivalens a
4(sinz —siny)’ 4+ (2cosx + 2cosy +1)° >0
egyenldtlenséggel, tehat igaz.

l—sinz 1—coszx

22. Bizonyitsd be, hogy az E = x =k —i—% kifejezés ertéke

1—tgz 1—ctgzs’
nem fiigg x -tol.

Bizonyitas. E = (1—sinz)cosz i (1—cosz)sinz _

cosx —sinx sinxz — cosx
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COST — CcoSTSINT + coszsinz —sinx 1

cosx —sinx

23. Szamitsd ki a kdvetkezd 6sszegeket:
a) tgr +2tg2z —l— 2’ tg(2°z) +... + 2" tg(2" z) ;
2L 4 3 sin® ——1— 4+ 3 gin® 2 ;
3 3”

b) sin’ z + 3sin®
3 3’

1 1 1
c) — - +. =
sin2a sin4a sin 2"
d) sinl sinl sinl )
cosOcosl coslcos2 ~  cos(n—1)cosn’
1 1
cosx +cos(2n+ 1)z

e
) cosZ +cos3T  cosST + cosdH
Megoldas. a) A ctga — 2ctg 2a = tga azonossag alapjan

> 2'tg2'r = 2" (ctg 2"z — 2ctg 2" x) = ctgx —
k=0 k=0
b) A 4sin’ a = 3sina — sin 3a azonossag alapjan

- 1 |
3" sin’ % = Z[3“1 sin 33"“ — 3" sin 3%]

2k1+1ctg 2k+1x

tehat
n—1 1 ’
Z 3" sin® — [3” Sini —sin x] .
4 3"
=ctg2"'a —ctg2'a

azonossag alapjan — -
sin2"a

c) A ctga —ctg2a = —
sin 2a
n 1
tehat =ctga —ctg2"a
;sirﬂka & &
sinl . iy
d)A tgn—tg(n—1)= YV n >1 egyenléség alapjan
cosn - cos(n —1)
. sin1 -
—_— = tgk —tg(k—1))=tgn —tg0=tgn.
;cos(k—l)cosk ;(g B )) 8 8 8
T 1
e) Z
‘= cos + cos(2k + 1)z 2 cos( k—{—l)xcoskx
1 - sinz 1 <
= = tg(k+ 1)z —tgz)=
QSin:E;coskxcos(k—i—l)x 2sinz 1 B ) 8 )
sin nx

tg(n+ 1z —tgz|=
(g( ) g) sin 2z cos(n + 1)z

2sinz
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24. Bizonyitsd be, hogy L Bl s
m 3T o T Ir 1
a) cos — + cos— + cos— + cos— + cos — = —;
11 11 11 11 1 2
27 47 6 8T 107 1
b) cos— + cos— + cos—cos— + cos — = ——.
11 11 11 1 11 2
Bizonyitas. A 4.1. Megoldott feladatok 2. feladata (195. oldal) alapjan
. om om . 107
7r 3 51 e gr M7 My 1
COS— + COS— + COS— + COS — + Cos — = T = =
11 11 11 11 11 sin — 92sin — 2
11
. oT 6
\ 27 47 67 e 10 M7 %1
€s COS — + cOS — + €c0S — + COS — + COS = = =
11 11 11 11 11 sin —
. om
sin —sin —
1111 1
sin 2
25. Szdmitsd ki a cos + cos T + cos ul + ...+ cos 2nm osszeget.
2n +1 2n +1 2n +1 2n +1
Megoldas. A 4.1. Megoldott feladatok 2. feladata alapjan
.onm (n+1)m .onm nw
n sin cos sin oS
ZCOS 2kmw 2n +1 2n+1 _  2n+1  2n+1 _
= 2n+1 sin— sin—
2n+1 2n+1
. 2nm
sin
_ 2n+1 _ 1
2sin
2n+1
( 2T . 2T ]
a= , n—n—1ér=
2n +1 2n +1

26. Szamitsd ki a kovetkezd szorzatokat:

a) cosx cos 2z cos4z...cos2"x ;

1 1 1 1
b) [1+ J1+ ]1+ ][1+—]
Ccos & cos 2z cosdzr cos2" " x
T 2T 3T nmw
¢) cos cos cos ... COS .
2n +1 2n +1 2n +1 2n+1

Megoldas. a) Jeloljiikk P -vel a kiszamitando szorzatot és szorozzuk be 2" sin z -
szel. A 2sin u cos u = sin 2u azonossag alapjan
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2" . sinz- P =2"(2sinz cos 1) cos 2z -...- cos 2"z = Lo
= 2""'(2sin 2z cos 2z) cos4x - ...  cos 2"z =
=2"?(2sin4z cos4r)-...-cos2" T = ...
...=sin2""z.
: n+1
Tehat p = S22 7
2" sin
1 2c08’ 2y t82' . .
b) Az 1+ — = cos - T —— azonossag alapjan a kiszdmitand6 P
cos2"x cos2"x tg2"

szorzat a kovetkez6képpen irhato:
n ntg2z tga tg2a tg2" 'z tg2' 'z

N

e cos2''z)  pitg2'r g tga tg L
2 2
n ]{ZT(' , n . kﬂ'
c) Szorozzuk be a P = H cos szorzatota P’ = H sin szorzattal.
iy 2n +1 iy 2n +1
PP = i,Hsin ke _ 1 pr
2" w4 2n41 2"
2 2n+1-2 .
mert 2k > n esetén a sin km = sin( nt k) Osszefliggés alapjan a szorzat
2n +1 2n +1

ar . 1
tényezdit atirjuk. Tehat P = Pl
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IX. A trigonometria alkalmazasa a geometriaban 158y

IX.1.2. Gyakorlatok (213. oldal)

1. Bizonyitsd be, hogy az ABC hdromszég pontosan akkor derékszogii A -ban, ha
sin® A = sin® B +sin” C .
Bizonyitas. Az ABC haromszog A -ban derékszogi <

& " =b +c & (2RsinA) = (2Rsin B’ + (2RsinC) &

& sin® A = sin® B +sin’ C'.
2. Az ABC haromszégben a =3, b =4 és sinA :%. Hatarozd meg a C' szog

merteket.
4
= -_¢ = sinB = é =
15

Megoldas. - = —
sin B sin

o] o] w

= sinC = sin(4 4 B) = sin Acos B + cos Asin B zécosB—l—cosA-%,

V21 21 J161 /161
ahol cosA € {———, —t éscosBe{——, —1.
5 5 15 15
e Ha cos A = —g = cosB = % (mivel ha a szdg koszinusza negativ, az
nagyobb 90° -nal). Ekkor sinC = 2 1ol 21 L T (V21 -43) <0,
5 15 5 15 75
ami nem lehetséges mivel C' € (0, 7).
e Ha cos B = _viel = cosA:@ = sinC _ 2 V6l +@-§:
15 5 5 15 5 15
245 m).
75
e Ha COSA:@ és cosB _ V161 = sinC :g-ﬂ—l—@-i:
5 15 5 15 5 15
= ﬂ(x/ﬁ +443).
75
3. Szamitsd ki az ABC haromszog oldalainak és szogeinek a mértéket, ha
a)a=2,b=4¢é A=, b)a:ﬂ,bzﬁxmzf.
3 2 2 6
Megoldas. a) 2 = .4 = sin B =+/3 > 1, ami lehetetlen.
sin — sin B
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23 i
b) 2 - = 2_ - sinB= ﬂ > 1, ami szintén lehetetlen.
sin— sin 4
6

: _ 2 g2
4. Bizonyitsd be, hogy s?n(A B) _ ¢ - b
sin(4 + B) c

. ... a —b sin®A—sin®B 1 sin® A —sin® B
Bizonyitas. — = — = — - —
¢ sin” C sin(A+ B) sin(4A+ B)
. . sin® A —sin” B R " . ,
Igazolni kell, hogy sin(A — B) = ———————— . Ez a kdvetkezd alakban is irhato:
sin(4 + B)

sin(A — B)sin(A + B) = sin® A —sin’ B <

& sin® A-cos’ B—cos® A-sin” B =sin®* A—sin’ B &

& sin® A-(1—cos’ B) =sin’ B-(1—cos’ A) &

& sin® A-sin® B = sin® B-sin® A, ami igaz.

. o 2 _ 12
Tehit sin(A—B) _a : b
sin(A + B) ¢

5. Bizonyitsd be, hogy

a) ha a = btc és A= B+ C, akkor az ABC' hdromszég egyenld oldalu;
a2 2
b)ha A _ O koraz ABC hiromszig derékszigi
cosA  be
Bizonyitas. a) a = b% & sind = w és mivel A= B ;— ¢ ,
tovabb irhatjuk, hogy
. B+C sinB+sinC . B+C . B+C B-C
sin = = 2sin = 2sin coS =
2 2 2 2 2
= sin 5 C[l—cosB_C]:O.Tehét sinB+C = 0 vagy cos —— =1.
Ha SinB;—O =0 = B=C=0 vagy B:C’zg, nem megoldasok mivel A,
B,Ce€(0,7) . Ha cosB_Czl = B?_C:() = B=C . Viszont
B+C . . , , o ,,
A= , kovetkezik, hogy A= B = (C . Tehat az ABC haromszog egyenld
oldalu.
<2 2
St A:a_ - cosA=0 = A=_,
cosA  be 2
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LU I e - S : & sin® A-(sin BsinC —cos A) =0 &
cosA  be cosA  sinBsinC

< sinBsinC =cosA & sinBsinC = —cos(B+C) <
< sinBsinC = —cosBcosC +sin BsinC < cosBcosC =0.

Tehat az ABC haromszdg B -ben vagy C -ben derékszogii.
A-B, C a-b
tg— = .
2 a+bd
(Tangens tétel)

6. Bizonyitsd be, hogy barmely ABC haromszogben tg

A-B C _ sin(A-B)  sinC
2 ©3 14+ cos(A—B) 14 cosC
- sin(A — B)sin(A + B) _ sin® A-cos’ B—cos’ A-sin® B
[1+ cos(A— B)]-[l —cos(A+ B)] (1+sin Asin B)® —cos* A-cos’ B
B sin” A- (1 —sin® B) — (1 —sin® A) - sin* B
1+ 2sin Asin B + sin® Asin® B — (1 —sin® A)- (1 — sin® B)
sin® A —sin® B (sin A — sin B)(sin A + sin B)

sin® A+ 2sin Asin B+sin* B (sin A + sin B)?

Bizonyitas. tg

sinA—sinB _a—b
sinA+sinB  a+b

IX.2.2. Gyakorlatok és feladatok (216. oldal)

1. Bizonyitsd be, hogy az ABC, pontosan akkor hegyesszogii, ha a’, b* és ¢’ lehet
egy haromszog oldalainak hossza.
Bizonyitas

A’ <+ & b4+ —2ccosA<b +¢ & cosA>0 & AG[O,%J.

Hasonléan b <a’ +¢* < Be(O,g]; c<ad+b & CE[O,%)-

2. Bizonyitsd be, hogy az ABC, pontosan akkor derékszogli A -ban, ha

b+c
a

=cosB +cosC'.

b+c_a2—|—02—b2 +a2+b2—c2
a 2ac 2ab

& 2beb+c)=ba" +c —b*)+c(a® +b* - ") &
& 2be(b+c)=a’(b+c)+be(b+c)—(b+c)b* —be+ ) &

=cosB+cosC <

. sez. b
Bizonyitas. e
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S We=a>+bc—b - < =0+, Jegy

3. Bizonyitsd be, hogy

a) bcosC +ccosB=a; b) bcos B+ ccosC = acos(B—-C);
2 2 2 2
c)bcosC—ccosB:b ¢ ; d)bcosB—ccosC’:—cosA-b ¢
a a
2 2 2 2 2 72
Bizonyitas. a)bcosC+ccosB:b-a T ¢ 4.2 T b
2ab 2ac

_ o’ +b —c +a>+c—b
2a
b) bcos B+ ccosC =2Rsin Becos B+ 2RsinC cosC =

= 2R(sin Beos B +sin C cos ) = a SlnBCO.SB + sin C cos C'
sin(B + C)
Kellene igazolni, hogy sin Bcos B + sin C' cosC _ cos(B—C). (%)

sin(B + C)
(*) < sinBcos B +sin C cos C = sin B cos B cos” C' + sin® Bsin C cos C' +
+cos” Bsin C cos C + sin Bcos Bsin® C &

& sin Beos Bsin® C +sin C cos C'sin® B = sin® Bsin C cos C + sin B cos Bsin® C,

ami igaz.
20?2 2, 2 32 2 32 2 2 2 | g9
b” — —b V' —c—a’—c +b
c)bcosC'—ccosB:b-a+ ¢ _C.a+c _a+ e i A
2ab 2ac 2
b —c
o
b —c

d) bcosB—ccosC = —cos A-
a
b'(Z?-I—CQ—b? .(12—1-1)2—02_0,2—1)2—02‘1)2—02

= C =
2ac 2ab 2be a
s b+ =)@+ —-) =@ - - -*) &
S a’b? + 0% = b —adP = b+t =ad —adiE = b b =+t e
< 0=0,amiigaz.

4. Bizonyitsd be, hogy ha 2 cos A+ cos B 4+ cosC = 2, akkor b+ c = 2a.
B+C B-C
COS 5

Bizonyitas. 2cos A+ cos B+ cosC =2 < 2cos

B_C .QA B_C
5 = 2sin 5 & cos

=2(1—cos4d) &

. A A
& sin—cos =2sin— &
2 2
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B-C+A
& 2cos _

cos%zQsinA@cos[ =2sind &

& cos[%—C]+cos[%—B]z2sinA<:> sinC+sinB=2sind&<b+c=2a.

5. Szamitsd ki a kédvetkezé dsszegeket:
a) (a+b)cosC + (b+c)cos A+ (¢ +a)cos B;
b) cos B—cosC  cosC —cosA  cosA—cosB

b+c—a b+c—a a+b—c
Megoldas. a) (a +b)cosC + (b +c)cos A+ (¢ + A)cos B =
2 2 2 2 2 2 2 2 32
S e o R SR e el SISO e
a 2bc 2ac
:abc(b+a+c+b+a+c):a+b+c.
2abc

b) Hasznaljuk az S — cosB—cosC cosC —cosA cosA—cosB

b+c—a * b+c—a * a+b—c Jelolest.
a2—|—62—b2 a2+b2_02
cos B—cosC 2ac B 2ab _a’h+b’ —b —adlc—bc+c’
b+c—a b+c—a B 2abc(b+c—a) B
(b—c)(a®> —bc—b"—bc—c*) (b—c)la® —(b+c)’]
B 2abe(b+ ¢ —a) - 2abeb+c—a)
~(b=c)la=b—c)la+b+c) (c—b)p
B 2abc(b +c —a) ~ abe
TehétS:(C_b)p—l—(a_c)p+(b_a)p:L(C—b+a—c+b—a)20.
abc abc abe abe

6. Adott az ABC .
a) Bizonyitsd be, hogy ha M € (BC), akkor

AB’> - MC +AC*-MB— BC-MA*> = MB-MC -BC . (Stewart tétel)
b) Bizonyitsd be ebbdl kiindulva az oldalfelezé hosszara vonatkozo tételt.
c) Szamitsd ki a belsé szogfelez6 hosszat.

d) Bizonyitsd be, hogy ha a két belsé szogfelezé kongruens, akkor az ABC,
egyenldszaru.

€) Lehet-e egyenld egy belsd és egy kiilsd szogfelezd hossza?
Megoldas. a) Az ABM ¢és ACM haromszogben felirjuk a koszinusz tételt.
Jeloljik o = m(AMB) . Ekkor

AB* = MA* + MB® —2MA- MB - cos |-MC
=
AC?* = MA* + MC? —2MA - MC - cos(m — a) |-MB
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AB* - MC = MA*- MC + MB*- MC —2MA- MB - MC - cos «

AC®-MB = MA*- MB + MC* - MB —2MA - MC - MB - cos(m — )
Az elébbi két 0sszefliggést 0sszeadjuk és kapjuk, hogy:

AB* - MC + AC* - MB = MA*(MC + MB)+ MB- MC(MB + MC) =
— AB’-MC + AC*-MB— BC-MA® = MB- MC- BC.

b) Legyen MB = MC' . Ekkor az ABC haromszdgben a szokasos jel6léseket hasz-
nalva, az a)-ban bizonyitott sszefiiggésbol kovetkezik, hogy:
a

2 2y 2
62'g+b2‘§—a-MA2:ﬁ-ﬂ.a S Y G Uil o bl

4
MB c ;
c) Ebben az esetben { MC' b = MC =2 ; MB = @ .
MB+ MC =a btc bte
Stewart tételébol kovetkezik, hogy
, ab ) _ac

bte b+t

C

g MA? = _Oc _ab
b+c b+c

1_[ a ]2 _ ., (zatbto)(atbto)
b+c (b+c)
:4bcp(p—a)

(b+c)

, . , . A
Felhasznalva a 2.3. kovetkezményt, miszerint cos —

a =

2
= MA® =pe— 200
(b+c¢)

@ , az elébbi ered-
c

ményt atirhatjuk:

A
9 (7 —a) 2bc - cos
MA = . . bc e — I
b+c bc b+c
d) Feltételezziik, hogy az A -bdl és B -bdl induld belsé szogfelez6k kongruensek.
dbep(p —a) _ dacp(p—b) _ bp—a) _ alp—b) _ b2p—b)’ _ a2p—a)
(b+e) (a+c) 2p—a)® (2p-0) p—b p—a

_a-[p"+2p(p—a) + (p—a)’]

_ b +2p(p—b) + (P~ b)']

p—>b p—a
b 2 2
pb+2bp+b(p—b): ap

p—a
= p2[ g —L]—I—Qp(a—b)—i—p(a—b)—(f—bQ):() =
p—a p=b

=

+2ap+a(p—a) =

Tartalomjegyzék



A trigonometria alkalmazasa a geometriaban 289

Tartalomjegyzék

3

= (a—b)- +3p—(a+b)=0 =

(p—a)(p—0)

3

N
(p—a)(p—"b)
¢s mivel a szogletes zarojelben levd kifejezés szigoruan pozitiv, kovetkezik, hogy
a =0b.Tehataz ABC, egyenlészaru.

= (a—0)

+p+(p—a)+(p—b)}—0,

C

e) Igen. M

Megrajzoljuk az ANM egyenlészart, derékszogi B
haromszoget. Felvesszik az MN  egyenesen a
B e (MN) pontot. Az ANM haromszogén kiviil

megszerkesztjik az MAC = BAM szoget, ahol
C € (BM . Ekkor az ABC haromszogben AM belsd-,
illetve AN kiils6 szogfelezé és AM = AN .

A N
7. Bizonyitsd be, hogy ha G az ABC sulypontja és O a koré irt kor kozéppontja,
akkor
a) ha M egy pont az ABC sikjaban, akkor

) ) ) , a+b o
MA® + MB* + MC* = 3MG +T. (Leibniz tétel)

b) azon pontok mértani helye, amelyekre MA® + MB* + MC® = 3R* a G
kézéppontu OG sugaru kor.
Bizonyitas. a) Az MAA -ben alkalmazzuk Stewart tételét.
MA* -GA' + MA” -GA— MG - AA' =GA'-GA- AA". (1)

206 +¢*)—a’

De AA’ oldalfelezd az ABC, -ben, igy AA = , ugyanakkor

GA = %AA’ és GA' = éAA’. Ekkor

(1) & MA -%AA’—{-MA’2 -%AA/—MG2 CAA = %AA’-%AA’-AA’ &

2(0* + ¢*) —a’
—

& 3MA® +6- MA” —9MG* =2- ()

Az MBC, -ben MA' oldalfelezd, tehat
2AAMB* + MC?) —a’
1 .
A (2) és (3) osszefiiggésekbdl azt kapjuk, hogy:
2 2y 2 2 2y 2
2(MB +;\4fC )—a MG — 2(b +; )—a

MA/Q —

)

3MA® +3- &
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& 6(MA* + MB® + MC?)—3a® —18MG* =2(b° + ¢*)—a’* & ]

2 2 2
o MA* 4+ MB + MC? = 3MG? + & TV T

2 2 2

b) MA® + MB® + MC* = 3MG* + 210 T¢ _3pr
2 2 2

= MG? :RQ_$' 3)

A BA' O, -ben Pitagorész tétele szerint:

OA/2 — R2 _ [E]Q
B .

Jeloliik o = m(OA’G) ¢és az A -bél induld
. bc
AA" " 2R-AA"
Tehat az OA' G , -ben a koszinusz-tételbdl kovetkezik, hogy:
O0G* =0A” +GA” —2-0A"-GA' -cosa =

magassagot h, -val. Ekkor cosa =

2
:R?—[ﬁ] +1AA’2—2-0A’-1AA’-Z’—C,=
2 9 3 2R-AA
_RQ_[EJZ 120" +c)—a® 1 be 2_[2]2_
2) 9 4 3 R 2
1 5 1 a’
=R+ —(0+ ") ——a’ ——be [l — =
18( ) 18 3 AR’
:R2+i(b2+02)—ia2—l-bc-cosj4:
18 18 3
2 2 2
:R2+i(bz+ 2)—iaQ—1 bre—a
18 18 3 2
2 2 2
:R2+%(b2+c2)—%a?=32—$ )

A (3) és (4) osszefliggésekbol kovetkezik, hogy M rajta van a G koézépponta OG
sugart koron. Tehat a mértani hely ez a kor.
8. Bizonyitsd be, hogy ha a, b, ¢ > 0, akkor

Jad —ab 4+ o —ac+ >0 b+
Bizonyitas. Vo’ —ab+b° ++a* —ac+ > +be+ &

& (ab+ ac—bc)* >0, ami igaz.
Geometriai megoldas. Szerkesszik meg az OAB és OBC haromszogeket ugy,
hogy OA=a, OB=0, OC =c, m(@) = m(B/O\C’) = 60° legyen. A koszinusz
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tétel alapjan AB = /a’ —ab +b” , BC = /b —bc+c* és

AC =+a’ +ac+ ¢ ,tehataz AB + BC > AC

egyenl6tlenség alapjan
\/a2 —ab+ 0’ +\/b2 —bc+c’ 2\/a2 +ac+c.
9. Oldd meg a kovetkez6 egyenleteket:

a) V15 —12cosz + 74\/§sinx:4,haa;e[oyg];
b) V2—-2cosz ++10—6cosz =10 —6cosz , ha

0, %
2

0 B

HAS

Megoldas. a) Ha /15 —12cosz = A, akkor
15— A? JAP =3)(27 — 4

= sing = .

12
2 _ A2
Tehat /15 —12cosz ++/7 —4/3sinz =4 ®A+\/7_\/(A 3);27 A)

3-[7—(4—A)2]2:(A2—3)(27—A2) & A" —124° + 544 —1084+81=0 <
& (A-3)'=0 & A=3.

COST =

=4 &

Tehat /15 —12cosz =3 = cosz:%,dexe[o,g] = xz%.

Geometriai megoldas. Szerkesszik meg az AOB

derékszogli  haromszoget (m(/TO\B):%O) ugy, hogy A

OA=2J3 é OB=2 . Ha C egy pont a sikban,
m(AOC) =1z é OC =+/3 , akkor a koszinusztétel

alapjan

AC =15 —12cosz , 243

BC:\/22+(\/§)2—2‘2-x/§-cos[g—x]: 7—43sinx J3

és AB = \(2J3) +2° =4. O~ B

Az egyenlet alapjan AC + BC = AB , tehat C € (AB).

2'22*2@ =3, tehat C az O -bél

Ugyanakkor az O -hoz tartozd magassag h =

huzott magassag talppontja. De m(@) = 30°, tehat x = g )

Tartalomjegyzék
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b) Geometriai megoldas. Szerkessziik meg az OAB és OBC haromszogeket LeniZ2 Ll s <

ugy, hogy OA=0B =6, OC =3, m(fT.TB) = m(BOC) = z . A koszinusz- tétel
alapjan
A AB=+~2—-2cosz, BC =+10—6cosz,
CA = 10— 6cos2z ,
tehat az AB + BC = AC csak akkor teljesiilhet, ha
Bc(AC) . igy OB szogfelezd az OAC harom-

szOgben, tehat A—B —l és igy:
T gben, BC 3 gy:

0 . B
\\/ 9(2 —2cos ) = 10 — 6 cos x , vagyis cosxz%.

2
¢ A megoldas tehat z = arccosg.

Megjegyzés. Algebrailag is megoldhatjuk a feladatot. Ha az egyenlet mindkét
oldalat négyzetre emeljiik, a
4cost —3cos2r —1=+/2—2cosz+/10 — 6cosx
egyenlethez jutunk. Ha ezt ismét négyzetre emeljiik és rendezziik (felhasznalva, hogy
cos2z = 2cos’ v —1)az u = cosx ismeretlenre a
9u' —12u” —5u* +12u—4 =0

. . 2
egyenlethez jutunk. Ennek a gyokei: u , = 3 u,=1é u =-1. Azz € [O, g]

feltétel alapjan csak a cosz = % lehetséges.

10. Az ABC, -ben M €(AC) é Ne(AB) . B
Bizonyitsd be, hogy a BC®+ MN’ = BM* 4+ CN*?

egyenloség pontosan akkor teljesiil, ha m(?l) = 90°.
Bizonyitas. BC* + MN’ = BM* + CN* &
& m(A) = 90°. N
,<="Ha m(?l) = 90°, akkor ¢
MN? = AM® + AN? (az MAN, derékszogl); A
BM? = AM* + AB® (az MAB, derékszogl);
CN? = AN? + AC? (az NAC, derékszdgti);
BC* = AB®> + AC”® (a BAC, derékszogi).
Ekkor BM* + CN? = (AM® + AB*) + (AN* + AC?) =
= (AM? + AN*)+ (AB* + AC*) = MN® + BC".
,»= " Feltételezziik, hogy BC® + MN* = BM* + CN*. (¥)
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Legyen m(A) = a. Ekkor az ABC, -ben a koszinusztétel alapjan:

BC* = AC* + AB* —2AC - AB-cosa.
Az AMN, ANC, AMB haromszdgekben ugyancsak a koszinusztétel alapjan:
MN? = AM? + AN? —2AM - AN -cosa;
CN* = AN> + AC* —2AN - AC -cosa;
BM? = AM® + AB* —2AM - AB-cosa .
Ekkor () < cosa-(AB-AC+ AM-AN)=cosa-(AN-AC+ AM-AB) &
& cosa-[AB-MC —AN-MC]=0 & cosa-MC-NB=0.
Tehét cosa = 0, vagyis a = 90°.

IX.3.1. Gyakorlatok és feladatok (218. oldal)

1. Ha az ABC hdromszégben M € BC', akkor
BM _ AB sin BAM
MC ~ AC sin CAM
Bizonyitas. Jeléljik m(AMB) = «.

Ekkor az ABM  -ben: B%\ = AB L —
¢ sinBAM  sina| _ AB-snBAM _ AC-sinCAM _
CM  AC BM B CM -

az ACM, -ben pedig: A sna

BM _ AB sin BAM

CM  AC sinCAM

2. Ha az ABC hdromszogben D € (BC), M € (AB), N €(AC) és {E} =

BD NE AB AN

DC EM  AC AM’

Bizonyitas. Az ABD, - és ACD, -ekben felirjuk a szinusztételt:

(jel: m(BAD) = o, , m(CAD) = «,, m(ADB) = 3, m(AEM) = ~)
BD AB CD _ AC

—sina =

= MN NAD, akkor

sinay,  siny  sina, sinf
AzAME, - és ANE, -ekben is felirjuk a szinusztételt: N
M
EM AM NE AN , C
: = - ; - = — , tehat
sina, siny  sina, siny
. sin o AN sin a, D

BD NE _ sin 3 siny AB AN B
DC EM_AC"Sin% AM—Sina2 AC AM

sin 3 sin 7y
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3. Hatdrozd meg az ABC hadromszég azon belsd L T e

pontjat, amelyre az oldalaktol valo tavolsagok

négyzetosszege minimalis.

Megoldas. A'M* + B'M* + C'M* minimalis kell

legyen. Ha A'M = x, B'M =y, C'M = z, akkor
2-0[ABC]=azx + by +cz.

Viszont a Cauchy-Bunjakovszki egyenl6tlenség alapjan

4-(alABC))’

ar +by+c2) <(a*+0*+) P +y +2%) & Py +27 >
( y+cz) <( )@ +y ) y PER TR

b
¢és egyenlOség @ _ 0% _C_ )\ esetén all fenn.
x oy oz

2 2 2 22
4yt + 2= iﬁﬁf;ff]; & [a +l;\ te ] = 4(U[ABC’])2 =3
I i e e e
- 20[4BC] 2T
2aT ) 20T 2¢T

Tehat z =

S Y= ;2= :
a +b +c Y a’ +b*+ ¢ a’+b +c
4. Bizonyitsd be, hogy az A -ban derékszégili ABC hdaromszégben
B a-c¢c,  ,C a-—b

tg" — = estg —= .
g 2 a+c g 2 a+b
Bizonyitas. A tangens tétel szerint a—c_ tgA_C-tggz thE, mivel
a+c 2 2 2
~ a—>b A-B  C C
m(A) = 90°. Hasonléan =t tg— = tg" —.
“) a+b & 2 g? & 2

5. Bizonyitsd be, hogy ha egy haromszogben sin B + cos B = sin C + cos C', akkor a
haromszég egyenld szaru vagy derékszogil.

Bizonyitas
sin B+ cos B=sinC +cosC < (sinB—sinC)+ (cos B—cosC) =0«
. B-C B+C B-C . B+C
& 2sin oS n =0 &

— 2sin si
2 2

A

&< sin =0 va siné—cos—
gy 2 5"

{. A A] )
sin——cos—|=0 < sin
2 2

A A .
Tehat B = C' vagy Py = 45° [mivel Py € [0, g)] , vagyis a haromszog egyenlo-

szara vagy derékszogi.
6. Hatdarozd meg az ABC haromszég oldalainak hosszat és szogeinek a mertéket, ha
ismerjiik a kovetkezo adatokat:
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a)a=4, sinB—%, sinC—%; b) b =1, m(4) =135°, m(C) = 30°;
c)a=7,b=5,c=6; d) m(A)=18",b=2, c=3;
€e)a=15,¢c=13, T =24; f)a—14,0—13,cosB:%;

sz,cosAzQ,cosCzé; h)a=15,b=4, c=13;
g 65 5

i)ale,bzléL,cosC—g; j)a=~2,b=2, m(A) =30,

2

a

~

kK)a=10,b=14, cos A = ; 1) a=3,b=6, m(4) =60";

\] ‘

m) a =13, cosAz%, m, :%\/1513.
Megoldas. a) .b =% & Bhb=26c = b>c = m(B)>m0) =
sinB  sinC

= m(C) <90° = cosC = +1—sin® C, vagyis cosC = %

2
02:a2+b2—2abcosC®02:b2—@b+16 < 225 bQZbQ—@b—i-m{:)
13 13°-4 13
, _ 104
=
oLy 20y 1620 & p= 10T 7 17
13-4 13 51 N\, _ 104
, =
3
100 100 a b . 9 1
¢, =—; ¢, =—. = & sinAd=—-—.
! 17 2 3 sinAd sinB 25
204 36
Tehat si = —— ¢éssind =—.
sind, =50 4 =35
b) m(B) = 180° — m(A) — m(C) = 180° —135° — 30° = 15°.
a  c a __c N a c o a= 2.

sinA  sinC sin(m — A)  sinC sind5°  sin30°

A =a>+b"—2abcosC < 022202—1—1—2\/50? s A—Jc+1=0 <

& C:M,de c>b,tehétc:M, a=1++/3.
c)a=7b=5c=6 = A>C>B.
2 2 2
o’ =b"+c* —2bccos A = cosA—b—i_Q% = cosA:l.
c
2 2 g2 2 2 2
HasonléancosB:m:cosB:E;cosC:m:cosC:E.

2ac 7 2ab

Tartalomjegyzék
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d) o =b*+c* —2bccosA = a=+/13—-12cos18. Lo
b __a N sinB:b'SmA ~ sinB— 2sin18 .
sinB sind a V13 —12cos18
‘c _ ‘a N SinC:c-smA ~ inC — 3sinl& '
sinC sind a V13 —12cos18
ey 7 =B B :%.

7= =D -0 e 2w =EIL 22 B0

24716 = (28° —b*)(b* —4) < b' —788b* +12352=10.
A b=t jeldléssel ¢ —788t+12352=0 = t =772,t, =16 . Tehat b =4

b, =2J193 . Az A és C szdgek szinuszit a szinusztételbdl hatarozhatjuk meg.

ﬂa:14,c:13,cosB:% =B<Z.

2

b =a’* +c¢* —2accos B =225 = b:15;SinB:\/1—COS2B:%;

- = .b 4 _5 @sinAZ@; c__ 0 @SinC’:é.
sin4A sinB sindA 4 65 sinC sinB 5
g)b:3,cosA:@,cosC:§ = sinA:E.

65 5 65

4 12 . .
sinC = = tehat sin B = sin(A+ C) = TR Innen a szinusztétel alapjan

b E . a  c
sin B 4 sind sinC’
, 4 13
tehat a = — és ¢ = —.
5 5
2 2 2 2 2 2
h)cosd= L HtC =0 5 a2 gpoateb 63
2bc 13 13 2ac 65
2 2 2
sin B :E; cos C' :M:§7 sinC:é.
65 2ab 5 5
i) A koszinusztétel alapjan ¢* = a* +b* — 2ab cos C', tehat ¢ = 6+/2 . Ugyanakkor
, a-sinC 2, . b-sinC 72
sin A = =—¢éssinB = = .
c 2 c 10

o~ o~

. . . 2
j) A szinusztételt hasznaljuk. sin B = % és igy m(B) = 45" vagy m(B) = 135°. Ha.

m(B) = 45°, akkor m(C) = 105° és igy ¢ = 22 -sin75°. Ha m(B) = 135°, akkor
m(C) =15° és ¢ = 24/2 -sin15° .
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. 3 3 12 4+ 6410 : 6+/10 — 12 158y
k) smA:? és igy sin B =3 és sinC DT vagy sin C AT A

¢ hosszat mindkét esetben a koszinusztételbol szamitjuk ki.
1) A feltételek ellentmondashoz vezetnek.
20> +¢*) —a®

1 egyenléség alapjan b* +c¢* = 841 . Ugyanakkor

m) Az m’ =
b+’ —a’ . P :
cos A = TV tehat bc = 420 . Ebbdl kovetkezik, hogy {b, ¢} = {20, 21} .
c
7. Hatarozd meg az ABC hdaromszog oldalainak hosszat és szogeinek a mértékeét, ha

ismerjiik a kovetkezo adatokat:

a) A, B, p; b)a+b=m, A és B; c)A, B, T,;
d) a, m,, m,; e)a,b, m; f) h,, I, cos A;
g a,h,h; h)a,m,, h,; i)a, A,b—c=d;

j)a> = > =24, m(C)=30°, T = 8,75 m>.

Megoldas. a) C =7 — A— B igy p = R(sin A+ sin B +sinC), tehat kiszamit-
hat6 R . Ebbdl és a szinusztételbdl kdvetkezik, hogy

o 2psin A . p 2psin B
sin A+ sin B + sin(A + B)’ sin A + sin B + sin(A + B)
s . 2psin(A + B)
sin A + sin B + sin(A + B)
b) A szinusztétel alapjan m = 2R(sin A + sin B) , tehat R = — i - .
2(sin A + sin B)
gy a = — msmz.él b= msm‘B éSC:ﬂ?Sln(ATB).
sin A + sin B sin A + sin B sin A +sin B
c) A T =2R’sin Asin BsinC' &sszefliggés alapjan R = — T _ :
2sin Asin Bsin(A4 + C)

Ebbdl a szinusztétel alapjan kiszamithatok az oldalak.
d) Az adatok és az oldalfelez6 hosszara vonatkozo6 tétel alapjan

2¢° — b = 4:mb2 —2a”
2% —* = 4m? —2a°

L 8mf—|—4mf—6a2 )
Tehat ¢” = ’ 3 és

koszinusztétel alapjan kiszamithatok a szogek is.
e) ¢ =2(a” +b*)—4m’ és atdbbi adat a koszinusztétel segitségével szamithato ki.

- 8m_ + 4m’ — 6a’

. Az oldalak hosszabdl a
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h, b _sinB Tartalomjegyzék

h a sin

J1—cos® A

c=——"p—. Ugyanakkor sin C' = sin(A + B) és igy a szinusztétel alapjan

b
kiszamithatd az a és b.

o h L i h ,

, tehat sin B = h—“\/l —cos® A . Masrészt sin B =—% , tehat
c

b

g) A sinC = —* ¢s sin B = — egyenldségek alapjan meghatarozhatok a haromszog
a a
szogei. Igy a szinusztétel alapjan az a hosszabol kiszamithaté b és c.

2 2 2 2
h) b2+02:4m"+a s 4m, —a

és igy 2bccosA=(b*+c’)—a’=—""— . De

2
4a-h

2bcsin A =4T =2a-h,, tehat tg A = 4—“2 . Igy meghatarozhaté cos A, tehat
m,

2

ismerjiik b* + ¢” és bc értékét. Ebbdl a két adatbol kiszamithatjuk b -t és c-t.
i) Ha De(AC) agy, hogy A

AD =b—c, akkor a CDB haromszog
megszerkeszthetd mert ismerjiik a CD ,

CB oldalat és a D szogét. igy vissza-
szerkeszthetd az ABC haromszdg is.

A szerkesztés menetét végigszamolva d
megkapjuk a haromszog adatait. C z B
. (m—A

ML=

sing =d-—————~ = —cos—;
a a

. [ T A] K [A ] [A ]
sinB =sin|s+———|=sin|— —|——z|| = cos|—— x|,
2 2 2 2 2
a

a a . A
= cos (— — x] - , illetve ¢ = cos [— + x]
sin 2 sin

ésigy b=sinB-

i sinA’
a’ —b* =24

egyenldség alapjan ab = 35. Az b= 35 egyenletrendszer
Qa =

absin C

NAT=

megoldasai a = 7,b =5 vagy a = —7 és b = —5. Mivel az oldalak hossza pozitiv,
a=Téb="5.Igy c=+/39.

8. Az ABC haromszégben m(A) = 45° és %:% Bizonyitsd be, hogy

tgB=2.
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\/_ N B4C p Tartalomjegyzék
sin B 242 9 242 +3
Bizonyitas. A feltételek alapjan = , tehat = .
y p) sinC 3 th—C 22 —3 &
2

th_CZQ\E_?)- B+C.Mésrészt

2 22 +3 &7
B_C B+(C th+C[1+2\/§—3]

B [B—C+B+C]_ R 22 +3
SR 2 ) (@ B=C ,B+C |, B+C 22-3
2 2 59 2213

T

B Ty 2
mert tg ;Cztg 24=tg3§=ctg% ,/2+§—1+I

9. Hatarozd meg az ABC' hdromszdg szégeinek mértékét, ha
sin A+sin B = T(l—i-x/g) és cos A+ cos B = —(3—1—\/5).

A+B J_
2 3

Megoldas. Ha a két egyenlséget elosztjuk a tg = tgg egyenléség-

. . 2
hez jutunk. Igy A+ B = % , tehat C' = ?ﬁ . Masrészt cos(A— B) = g , tehat

T v
A-B=T¢sigyA=" pB=T
6 AT 12°

10. 4z ABC hdromszogben AC =b, cos B zg és h,=h, +h, . Szamitsd ki a

haromszog teriiletét!
Megoldas. A koszinusztétel alapjan a” + ¢* = b’ + 2accos B . Az utolsd Ossze-

fliggés alapjan ac = b(a +c), tehat a’c® — %anc —b* =0. Igy ac=4b", tehat

acsinB 40*\15 B b*J15

2 2.8 4
11. Az ABC hdromszég oldalai egyenesen ardnyosak a 2, 1++/3 és /6
szamokkal. Szamitsd ki a haromszég szogeit!
Megoldas. Kiszamitjuk a 2, 1+ /3 és /6 oldalhosszakkal rendelkez6 hdromszog
szogeit. A hasonlosag alapjan ezek a szogek megegyeznek az ABC haromszog szo-

geivel:
A+v3) +(Or -2 2. 5 2ZH+W6F—(+V3) 3-1
2J6(1 +/3) 27 B 2-2-6 o2

cosy = 2+(1+\/§)2_(\/6>2 :l

2-(1++/3) 2

T —

CoOsx =
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12. Az ABC haromszégben b > c¢,a =78, R = 65 és r = 28. Szamitsd ki b-t és c-t!

. be , ; . o
Megoldas. Az R = D s 1= _2r Osszefiiggések alapjan az
4T a+b+c
abce . R abce

Rr=———"——¢ —
2a+b+c) 2r (a+b—c)la—b+c)(—a+b+c)
egyenletrendszerhez jutunk. Ebbdl meghatarozhat6 b és c.

p . . - 4
Mas megoldas. A szinusztétel alapjan sin A = % = %, tehat cos A = 5 Ugyan-

r

p—a

akkor

:tggzé,tehétp—a:3r:84 ésigy b+ c=246.

2(a+b+c)-Rr
a
13. Egy haromszog egyik csucsabol indulo magassag és oldalfelezé harom egyenld
részre osztja a széget. Bizonyitsd be, hogy a haromszog derékszogil.
Bizonyitas. Az abra jeloléseit hasznaljuk. A
1:BM:AB'sinoz, I
MC AC sin2«a

Masrészt be = =108 -140, tehat {b, c} = {117,129} .

tehat
sin « :AC:SinB:c052a o C
sin2a AB  sinC  cosa N

fgy a sin2a = 2sin4a vagyis sinasin3a =0 M

egyenlethez jutunk. sin o = 0, tehat cos3a = 0 és B

, m

igy 3« 5

14. Egy haromszég egyik csucsabol indulo magassag, oldalfelezo és szogfelezo négy
egyenlo részre osztja a szoget. Bizonyitsd be, hogy a haromszég derékszogil.
Bizonyitas. Ha M , N és P a ma-
gassag, szogfelezd és oldalfelezd talp- A
pontja, akkor N € (MP), tehat

1= BP  AB sin3a

PC AC sina
¢és igy P
sin o AB sinC  cos3a N
_ _ _ 5 Iy

sinda AC  sinB  cosa
A sin2a = sin 6 egyenlethez jutunk,

ahonnan kovetkezik, hogy 4a = g .

15. a) Szamitsd ki a beirt kér érintési pontjai dltal az oldalon meghatarozott
szakaszok hosszat.

b) Szdamitsd ki az oldalakhoz irt korok érintési pontjai dltal meghatdrozott
szakaszok hosszat.

Tartalomjegyzék
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c) Bizonyitsd be, hogy ha a beirt kér a BC', CA és AB oldalt M, N illetve Tartalomjegyzck
P -ben érinti, akkor AM, BN és CP dsszefuto egyenesek. (Gergonne pont)

d) Bizonyitsd be, hogy ha a BC , CA és AB oldaldhoz irt kérok ezeket az
oldalakat M, N illetve P -ben érintik, akkor AM , BN és CP dsszefutok.

(Nagel pont)

Megoldas 4

a) Az els6 éabra jelolései alapjan z+y=c, y+2=a é x+2=0> , tehat
r=p—a,y=p—bész=p—c.
b) A masodik abra jeldlései alapjan AM = AN és
AM + AN = AB+AC+BM+CN =AB+ AC + BC.
Tehat AM = AN = p ésigy BP = p —c illetve PC = p—b.

A
c) Ceva tételének forditottjat hasznaljuk. Az a) alpont
p alapjan:
N BM CN AP _
MC NA PB
tehat AM NBNNCP = &.
B
Y C

d) A b) alpont és Ceva tételének forditottja alapjan a
BM.CN.AP_p—c_p—a,.p—b _
MC NA PB p—b p—c p—a B

osszefliggésbol kovetkezik, hogy AM N BN NCP = .

1

4T
16. Bizonyitsd be, hogy tg A = ————.
y gy g [ERNPER
sinA _ sinA-2bc 4T

Bizonyitas. tg A = = = .
y 8 cosA b4+ —d b+ —d
17. Bizonyitsd be, hogy az ABC haromszogben pontosan akkor teljesiil a

ctg A+ ctg B =k-ctgC egyenléség, ha a’ +b* = (1 + %] c’.

Bizonyitas. Az elébbi feladat alapjan
2 2 2 2 2 2 2 2 2
ctgA+ctgB=Fk-ctgC < b te —a +2 te b — ;.2 +o —c
4T 47T 4T
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5 Tartalomjegyzék
& a’+ b = [1—1—2)02.

18. Szamitsd ki az R sugaru korre irt n oldalii szabdlyos sokszég teriiletét, ha
1 1 1
AB AC AD
Megoldas. Ha O a sokszog koré irt kor kdzéppontja, akkor
m(A/O\B)ZQ—W fgy az AB,AC és AD szakaszok rendre
n

T 2w, 3w

—, — ¢és — keriileti sokszoghoz tartoznak.
n o n n
A szinusztétel alapjan az
11 n 1
T 27 . 37
Sm—  sin—  sin—
n n n

egyenlOséghez jutunk. Ezt a Toa jeloléssel a kovetkezoképpen alakitjuk:
n

sin2a- sin 3 = sin « - (sin 2 + sin 3v) ;
cos v — cos ba = cos2a — cos4da + cos . — cos o ;
cos 3a + cosda = cos2a + cosda

Ta [ ol 3a]
cos—-|cos——cos— | =0;
2 2 2

Tao . «a .
cos—-smE-sma:O.

2

Mivel sin o - sin% = (0 csak a cos%l = 0 eset lehetséges és igy 77& = (2k + l)g

Tehat i _ (2k + )7 és k € Z . Ez csak akkor lehetséges, ha n = 7.
n

19. Bizonyitsd be a kdvetkezé egyenlisegeket:

A A A B (C
a)r=(p—a)tg—; b)T = —a)tg—; ¢€) p=4Rcos—cos—cos—;
) r=(p @)gZ ) p(p a)g2 ) p Cos2cos2cos2
d) p—a= 4Rcosésin£sing; e) sin2é+sin2g+sin2£: 1—L;

2 2 2 2R
1 1 1 1 1 1 1 1
) —+—+—=— g —+—+—=—; h)r+r+r-—r=4R;
Lon o noT hy by hooor
A B c T
i) =T; i) cte = + ctg — + ctg — = —;
INGHAE J) et Fetgo+ctg =
k) a(b +c) N bla + c) N cla +b) _4

r(r+rn) r(n+n) i +r)
1) ¢’ ctg A +b*ctgB + ¢’ ctgC =4S ;
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, Tartalomjegyzék
m) 165° = 2(a’b” +b°c* + c’a’) —a' —b* —c'; (Héron) Jesy

2
a-ctgA+b-ctgB+c-ctgC
Bizonyitas. a) Ha P a beirt kor érintési pontja az
AB oldalon, akkor a 15. feladat a) alpontja alapjan
AP = p—a . Masrészt ha I a haromszogbe irt kor

a’ ctg;1 +b° ctgg—i-c2 ctgg

2p.

kozéppontja akkor az API haromszég derékszogi

, A IP
P-ben és IP=1r. Igy a th = 1P egyenldségbol I

kovetkezik, hogy r = (p —a)- tgg. B C

A
b) sz-rzp-(p—a)-tgg;
c)p :%(a+b+c} = R(sin A+ sin B +sinC) = 4Rc0s§cos§cos%.

(A szinusztételt és az 5.6.2. Gyakorlatok 15. feladatanak a) alpontjat hasznaltuk.)
d) A IX.2. paragrafus 2.3. kdvetkezménye alapjan:

4Rcosésin§sing = 4R\/p(p —a) _ (p—a)(p—c) (p—a)(p—0)

be ac ab

4R T
(p—a)—=plp—a)(p—-b)(p—¢) = (p—a) - = p—a
e)sin2é+sin2§+sin2£:§—l(cosA+cosB+cosC):
2 2 2 2 2
c

= 1—2Sinésin£sin—,
2 2 2

tehat elégséges igazolni, ho S sinésinﬁsin—
g5cges 1g , Nogy AR 5 5 5"

Masrészt

sin —sin —sin — =

\/(p —b(p—c(p—a)p—c) (p—a)(p—1h)

2 be ac ab
T
_p=ap-bp—0 __T° _p _ 1T
abc p-4RT 4R 4R
T T T .
f)Azr = T = , T = és r = — Osszefliggések alapjan:
—a p—b ° p—c
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11 1 . b e 1 Tartalomjegyzék
g —+t—Ft—=—Ft—F—==—.
h, h  h 2T 2T 2T 2T r
h)ra+rb+n_,—r:T[ CHRRE R Tabe =4R.
p—a p-b p—c p) pp—a)p—b)(p-—rc)
. T T T T T°
i) Jrrrr = |—- . . = =T.
pp—a p=bp—c fp(p—a)p-b)p—c
. A -
j) Az a) alpont alapjan cthZ P a,tehét
r
A B ¢ 3p-2p p T
ctg—+ctg—+ctg——=——"7"-=-=—-.
g2 g2 g2 r roor
b .
k) Az alb +¢) :b+c egyenlOség alapjan
AGREN
ab+c) n b(c + a) n c(a+0b) :4_p:4'
n(n+rn)  ntn) n+n)  p
., 2+t —ad .
1) A 16. feladat alapjan ctg A = - Igy

1 f [ R
a’ctg A+ b’ctg B + c*ctg C = E[2(a2b2 +bc +cfa’)—a' —bt —c']=

4T
m) 165 =(a+b+c)a+b—c)la—b+c)(—a+b+c)=
=2(a’b* +b°c® +cfa®) —a' —b* —c'.
» A dplp—a) ‘o y
n) Az a cth A — és actg A = 2R cos A egyenléségek alapjan

a-ctgA+b-ctgB+c-ctgC =2R(cos A+ cos B+ cosC) =

= 2R[1 + 4sinésin§sing] = 2R[1 + L] =2R+r).

2 2 2 R
Tehat a bizonyitand6 egyenléség ekvivalens az

a’(p—a)+ b (p—b)+c*(p—c)=2pr(R+r)

egyenlOséggel. De
4pr(R + 1) = AR(pr) 1+(a—i—b—c)(a—Zb;—c)(—a—i-b—i-c)

abc

1+£]:abc-[
R

¢s igy az egyenldség teljesiil.
20. Bizonyitsd be a kovetkez6 egyenldtlenségeket:

A B 1 B— 2 f
a) sin—-sin—-sing <=; b)cos’ ¢ Z—r; c) 27Rr < 2p*.
2 2 2 78 2 R
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Bizonyitas. a) sinésinﬁsing\/@ —blp=c) (p=a)lp=c) (p=a)lp=b)
272 2

be ac ab
_(r=ap=bp=-c)
abc

Tehat a bizonyitandd egyenlétlenség ekvivalens a
(—a+b+c)la—b+c)(a+b—c)<abe
egyenldtlenséggel. Ezt igazoltuk az 1.9.4. paragrafusban (34. oldal 4/e) ).

C b+c [(p=b)(p—2c)

B C . . ,
= COS— COS— —+ Sln—Ssln — = €s
2 2 2

Tartalomjegyzék

b) A COSB_
a be

2r _ 87" 8(p—a)(p—b)(p—c)

egyenlOségek alapjan a bizonyitando egyen-

R p-abc abc

. . . (b+c) o \ :

l6tlenség ekvivalens a 1 >(—a+b+c) egyenléséggel, és ez igaz mert
a

(b+c—2a) >0.
c) Az egyenlétlenség ekvivalens a 27abc < (a + b + ¢)* egyenlétlenséggel és ez igaz

a szamtani- mértani kozepek kozti egyenldtlenség alapjan.
21. Bizonyitsd be, hogy
a) sin18°-sin 54° = i ; b) 2sin 84°- sin 24° = sin 54°;

c) tg3® = tglh® - tg21° - tg27°; d) tgh° -ctglh’-ctg2h®-ctg3bh” =1.
V5 -1 Vb +1

és sinbh4° =

Bizonyitas. a) sinl8° = , tehat

A~ s

sin18° - sin 54° 4 =
16

b) sinb4° = cos 36° =

sin84” =sin(54° +30°) = 4 10 — % = 5 415 + \/—
oo i imge apey . B+ f 10 25 1 f+f—\/10—2\/3
sin24° = sin(54° — 30°) = —— —= .
4 2 2 8
Tehat sin 24° - sin 84° = 8 —’—6?1\/_ = \/_8—’_ ¢€s igy 2sin 24° sin 84° sin 54°.

c) A 4sin3’ cos15’ cos21” cos27° = (cos6” + cos36°)(sin 30° —sin24°) és
4 cos 3" sin15’ sin21° 8in27° = (cos6° — cos 36°)(sin 30° + sin 24°)
Osszefiiggések alapjan a bizonyitando egyenldség ekvivalens a
2cos6° sin24° = cos 36°
egyenldséggel. Ezt a b) alpontban igazoltuk.
d) A 4sin5° cos15° cos25° cos35° = (cos10” 4 cos40°)(sin40° —sin 30°) és
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Tartalomj ek
4 cos b’ sin15° sin 25° sin 35” = (cos10° — cos40°)(sin 40° + sin 30°) ariomyeEyze

egyenlOségek alapjan a bizonyitandd egyenldség ekvivalens a
2 cos 40° sin 40° = cos10°

egyenldséggel. Ez igaz, mert cos10° = sin 80°.

22. Oldd meg a kovetkezo egyenletrendszereket:

4y =4 +y =1

al x3y—xy3:\/E; k) x2—y2:2xy;
Pyt =1 4yt =1

°l 4x3—3x:3y—4y3; 9 x+\/§y:4$y.

Megoldas. a) Az els6 egyenlet alapjan hasznalhatjuk az g: cosa €s % =sina

jelolést. igy a
V3

. 2 2
sinacosa - (cos” @ — sin” o) = —

egyenléséghez jutunk. Tehat sin 4o = ? s igy

4o 6{%+2k7r|k: GZ}U{%T+2k7T|k: € Z}.
Ebbdl kovetkezik, hogy
M = {(200304, 2sina) |a € {1,7_7r713_7r’1€)_7r71’2_7r’7_77’5_7r}}
12712 12 12 ' 6" 3 6 3
b) Az els6 egyenlet alapjan 2 = cos« és y = sin «, tehat

cos’ @ —sin® @ = 2sina cos o,
vagyis cos2a = sin 2« . Ebbol kovetkezik, hogy a € {% + % | k€ Z} és igy

M = {(cosoz, sina) |a € {z,@,g—ﬂ,lg—ﬂ}}.
8§ 8 8 8
¢) Az z = cosa €s y = sina jeldléssel a cos 3a = sin 3o egyenlethez jutunk, tehat
o€ {% + %T | k€ Z} . Ebbél kovetkezik, hogy
M ={(cosa, sina) | a € {1’5_7r,9_7r’13_7r’17_7772ﬂ} .
1271212 12 12 12
d) Ha = = cosa és y = sin «r, akkor a masodik egyenletbol

3 . . N iy .
Ecosoz —i—?sma = sin 2« vagyis sin E+o¢ = sin 2«
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2k +1 Tartalomjegyzék
¢sigy a€{£+2kﬂkez}u{u—1\kez},
° 3 18
Ez alapjan
M = {(cosa, sina) | a € {2751’17_7T,29_7T}}‘
6 18 18 18

23. 4z z, y, z pozitiv szamok teljesitik a kovetkez6 egyenloségeket:
2

2
x2+xy+%:25, %-I—Z?:g, 2 4az+a2t=16.

Szamitsd ki az xy + 2yz + 3xz kifejezés értéket.
Megoldas. Felvessziik az OA =z,

Yy . ,
OB = == és OC = z szakaszokat gy, ho
3 gy, hogy 5

m(AOB) = 150°, m(BOC) = 90° és
m(@) = 120" . A koszinusztétel alapjan:

2
AB' =+t ay = 25; 2
2
BC2:%+z2=9 és A
AC* =2+ +0° =16,
Tehat AB=5, BC =3 és AC =4. c
Ugyanakkor T[ABC]|= Ty n 22y 3xz

_l’_
43 43 43
és igy ay + 2yz + 31z = 2443 .

24. Oldd meg a N1 —2* = 42*> — 3z egyenletet, ha v € R.
Megoldas. A létezési feltétel alapjan = € [—1, 1], tehat létezik « € [0, ] Ggy, hogy

x = cos« . Ha © = cos a, akkor az egyenlet sin @ = cos 3o alakban irhato, tehat
ae{%jt%r\keZ}U{%Jr(QkJrl)%\keZ}

ésigy M = {cosa | €

25. Oldd meg az

2z
v= 1—2°
2y
z = - egyenletrendszert, ha z, y, z € R.
2z
v 1—2°
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Megoldas. Az © — tga jeloléssel y = tg20, 2 = tgda és o = tgSa . Tehat a | LAnAIOMICEYZEK

tga = tg 8a egyenlet gyokeit kell meghatarozni. De tg8a —tga = sin T ’
cos a cos 8o

tehat €{k77r|kEZ}.igy M:{(tga, tg 2, tgda) |« €{k7ﬂ-|k:m}}

26. Oldd meg a ‘2;5 142

Megoldas. A 2z = cos « jeldléssel az egyenlet
|cos a — sin a| = +/2 cos 2a

= 2(82% — 1) egyenletet a valés szamok halmazdban.

alakban irhato, tehat sin [a — %] = + cos 2« . Ebbdl kovetkezik, hogy
Mo Y2 6 -V2]
4 8
day(2z® —1) =1
27. Oldd meg R-ena { , , egyenletrendszert.
- +y =1

Megoldas. Az © = cosa és y = sin« jel6léssel az elsé egyenlet sin 4o = 1 alak-
ban irhato, tehat a € {% + %” ke Z} és igy
28. Bizonyitsd be, hogy ha a k, k, és k, pozitiv szamok teljesitik a

k(14 k) A+k)A+E)

k,(1+k,) (14k)(1+E)
egyenldségeket, akkor k =k, = k,.

:kz
:]g;3

Bizonyitas. Ha a két egyenlet megfelel6 oldalait 6sszeszorozzuk és egyszerisitiink
k,(1+k)(1+k,)-mal, a
2
k(A+Ek) =k(1+k)1+E,)
egyenldséghez jutunk. Ha ennek a megfeleld oldalait hozzaadjuk az eredeti két egyen-

16ség megfeleld oldalainak Osszegéhez és egyszeriibb alakra hozzuk mindkét oldalt,
akkor a

kK2 4 kg2 + k= 3kkk

17273
egyenléséghez jutunk. A szamtani-mértani kozepek kozti egyenlOtlenség alapjan

kR = kR = kK ésigy k =k =k,
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X. Osszefoglalé és versenyre elékészité
gyakorlatok, feladatok

X.1. Osszefoglalé gyakorlatok (221. oldal)
p— 2 J—
1. Sedmitsd ki g Y2063 + (32— V)Y s
1231 — 35” + 5(440 — 21%) — 22
Megoldas. A kiszamolando tort szamlaloja:

8z = /200 + {6 — 3[4° + (V32 — v225)|} = 102 + {6 — 3[16 + (442 — 15)]} =

=10vZ+[6-3-(1+4V2)| = 10v2 + 3 - 1242 =3 - 22 =
=(\2) 242141 = 1—+2).

A nevezo:

—_

N =1231-35" + (440 21%) — 22 = 12311225 + 5- (440 — 441) — 2 =
=6+5-(-1)—v2=1-+2.
Tehat a tort értéke:
_ 2

TN 1-
2. Oldd meg R -en a kévetkezo egyenleteket és egyenlotlenségeket:

_ 2 _ 92
a) 201 i3 _br —br-d b) 33z — 77 < 132z + 99
z+1 2z-3 22" —z—3
o) (x—3)(—z+1) <
(z+2)(—3z+4)
Megoldas. a) K6zos nevezdre hozzuk a bal oldalt:
3r—1 243 _ (Br-1)2r-3)—(@+3)(z+1) _

z+1 22-3 (z +1)(2z — 3)
(62 -9z —22+3)— (¢ +x+3z+3) 5z’ —15z
27" — 31 +27 — 3 217 —x— 3

Ez alapjan az egyenlet a kovetkezoképpen alakul:
5z° — 15z 5z’ —6z—9
2> —x—3 22°—z—3
Mivel a tortek értelmezettek kell legyenek, kovetkezik, hogy

m,azazxeR\{g,—l}.

22° —x —3 = 0, vagyis z =

Tartalomjegyzék
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Ebben az esetben, beszorozva a kozds nevezdvel és Osszevonva a megfeleld tagokat, L Bl s
kapjuk, hogy

9r =9, QE:lER\{;,—l},
tehat, az egyediili megoldas z = 1.

b) 33z — 77 <1322 4+99 /—-33z—-99 < 176<99x,tehétx>%,vagyis
[ 176 ]
ze|l-—, 4+ 0|
99

c) Elkészitjiik az eléjeltablazatot, és az eldjelszabalynak megfeleléen leolvassuk
belble az eredményt:

4
z—3 - - - - - - 0 +&£ + + + +
—z+1 + + + + 0 - - - - - - -
Sz =(z—3)(—x+1) - - — O + + 4+ 0 - -— _
z+2 — - 0 + + + + + + + + +
—3z+4 + + 4+ + + 4+ 0 - - - - _
N =(z+2)(—3z+4) - - 0 + + + + - - - - -

Sz

T'=— + o+ - 0 + - 0 + + o+

I | |

4
Tehata T < 0 egyenl6tlenség megoldashalmaza M = (—2, 1]U [g, 3} )

3. Vizsgald az alabbi fiiggvények monotonitdsat és eldjelét, hatarozd meg a grafikus
kép tengelyekkel valo metszéspontjait, majd abrazold a fiiggvényt:
r—3, x<3
a) f:R—-R, flz)=-3z+2; b)g:R—R, g(z)=14, T €[3,4).
—2z+4+1L,z>4

Megoldas. a) Vizsgaljuk a fliggvény monotonitasat:
Legyen z,, 7, € R tetszdleges ugy, hogy z, < z,.

Ekvivalens atalakitasokkal kapjuk, hogy
=3z, > 31, & —3x, +2>-31,+2,

ami ekvivalens az f(z,) > f(x,) egyenl6tlenséggel. Tehat tetszdleges z,, z, € R,
x, < x, esetén azt kaptuk, hogy f(z,) > f(z,), vagyis a fliggvény szigortian csokkend.
Az eldjel vizsgalatahoz az f(z) < 0 egyenldtlenséget oldjuk meg:

f2)<0 & =32+42<0 & —-32<-2 & z>

w o
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2 2
Tehat f negativ, ha x € [5,—1—00]; f(x)=0,ha z= 3 Ay

. 2 B5(0,2)
és f pozitiv, ha x € (—oo,g].

Egytttal azt is megkaptuk, hogy a fliggvény az Oz
tengelyt az A[%,O) pontban metszi (ez az egyediili

metszéspont az Oz tengellyel, mert a fiiggvény szigorian
monoton). Az Oy tengellyel valdo metszéspontot a 4 (2 O)

B(0, f(0)) pont adja meg, vagyis a B(0, 2) pont. R

A fiiggvény grafikonja, felhaszndlva a mar mgtudott 0 \

tulajdonsagokat:

b) A monotonitast harom részben vizsgaljuk:

I. Ha z€(—00,3), akkor ¢(z)=2—3. Legyen z,,z, € (—00,3) 1ugy, hogy
T, <. Kovetkezik, hogy T, —3<zy—3, vagyis

g9(x,) < g(z,), Y z,z, € (—00,3), z, <z, esetén. Tehat ezen az intervallumon a
fliggvény szigortan novekvo.

II. A [3, 4) intervallumon a fiiggvény allando: g(z) = 4.

IIILA [4,+00) intervallumon ¢(z) = -2z +1.Ha 2, <uz,, z,,z, € [4,4+00) tetszlle-
gesek, akkor —2z > —2z, ¢és —2z, +1> -2z, +1, vagyis g(z,)> g(z,),
YV z,,x, € [4,+00), z, <z, esetén. Tehat a fliggvény szigoraan csokkend ezen az

intervallumon.
Osszefoglalva a fenti eredményeket

szigorian novekvd, ha 1z € (—o0,3)
g : 14llandé, ha r€(3,4).
szigorian csokkend, ha =z € [4,400)

Tehat a teljes R-en a fiiggvény nem monoton. A fliggvény eldjelét a monotonitas

felhasznalasaval vizsgaljuk:

I. z€(—00,3)-on a fliggvény szigortan novekvd, kovetkezik, hogy a legnagyobb
érékét a 3-ban venné fel, ha ott értelmezett lenne a g(z) = = — 3 kifejezés, tehat
g(x)<3—-3=0 Vze(—o03),tehat g negativ.

II. z €[3,4) esetén g pozitiv: g(z) = 4.

III. z € [4,400) esetén g szigorGan csokkend = g(z) < g(4), V x € [4,+00), tehat
g(z) < =7 < 0, vagyis g negativ.

Osszefoglalva a fenti eredményeket

Tartalomjegyzék
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negativ, ha z € (—o0,3)
g :{pozitiv, ha z €[3, 4)

negativ, ha z €[4, +00)
Ebbdl kovetkezik, hogy a fiiggvény grafikonja nem
metszi az Oz tengelyt (a g(z) = 0 egyenletnek nincs
megoldasa). Az Oy tengelyt a fiiggvény az A(0, g(0))
pontban metszi. Mivel 0 € (—o0,3), ¢(0)=0—-3 =,
= —3 tehatapont A(0,—3).
A ¢ fuggvény grafikonja a mellékelt abran lathato.

T,

4. Abrazold grafikusan az f: R — R, f(z) = {

Megoldas. Elébb vizsgaljuk a g¢g:R — R,
g(r) =2 —2r+2 masodfoki fliggvényt. A
feltétel ~ szerint  f(z) =g(z), ha x>1.

A =1-<0, tehat a fliggvény szigorian pozitiv.

Minimumpontja a 2i = ; =1 pontban van és ek-
a

kor ¢(1) = 1. Mostmar konnyen megszerkeszthetjiik

a g grafikonjat (jobb oldali dbra).
Kovetkezik, hogy f grafikonja az alabbi grafikon:

Al
4 ,,,,,,,,,,
liggvenyt.
2’ —2r+2,2>1 fuiggveny
Ay
1 2 x

Ay

Sy

Tartalomjegyzék
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Tartalomjegyzék
2 3042 Jjegy

v —Tr+12
Megoldas. Mivel racionalis tortek esetén az eldjeltablazat alapjan konyebben
eldonthetjiik a tort eldjelét, az egyenldtlenséget olyan alakra hozzuk, hogy az egyik
oldalon a 0 szerepeljen:

5. Oldd meg a valos szamok halmazan az > 1 egyenldtienséget.

P 2 ? 2
L oSTEE g L OEE i e
" =Tz +12 T —Tx+12
2 2
<:>(a: 3xt2) (z 7x+12)>0® 24:1: 10 PR
- =Tz +12 =Tz +12
20 —
25 o
(x —3)(z—4)
Elkészitjiikk az eléjeltablazatot:
5
T —00 5 3 4 +00
Sz=2x-5 - - - 0 4+ + + + + + +
z—3 — - - - - 0 + + + 4+ +
T —4 - - - - - = = 0 + + o+
N =(z—-3)(z—4) + + + + 4+ 0 - 0 + + +
T=22 I e S S
N

Tehata T > 0 egyenl6tlenség megoldashalmaza: M = [2,3] U (4,400) .

6. Hatdirozd meg az m € R  paraméter értékét ugy, hogy fenndlljon az
(m —2)2* —2mz +m — 3> 0 egyenldtlenség ¥ x € R esetén.

Megoldas. Az f(z) = (m — 2)2° — 2mz +m — 3 fliggvény akkor lesz pozitiv min-
den z € R esetén,ha A <0 és a > 0. Tehat az

m’ —(m—2)(m—-3)<0

(m—2)>0
egyenlétlenégrendszert kell megoldanunk. Irhatjuk, hogy

m* —(m® —5m+6) <0 om < 6 m < S
& 5 © 5 =>meg.
m>2 m > m > 2

Tehat nem létezik olyan m valds szdm, hogy fennalljon az egyenldtlenség minden
z € R esetén.

Y+ oyt =6
, egyenletrendszert.

7. Oldd meg a valos szamok halmazan az , s
ryt+ry +y =-3
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Megoldas. Szorozzuk a masodik egyenletet 2-vel, majd adjuk hozza az elséhoz! L Bl s

Kapjuk, hogy
2?2y +ay +20’y YY) =6—-6 <

3

& (@ +37%Y+3" +v)+y =0 & (z+y)’ =y <

& (2-y)’ =y
Az utébbi egyenléség csak akkor teljesiilhet, ha = +y = —y (mert az f(z) = 2°,
f:R — R fiiggvény injektiv). Tehat z = —2y .
Behelyettesitjiik a kapott = értéket a masodik egyenletbe:

4y -2y +y ' =-3 & 3P’ =-3 & ¢y =-1.
Tehat y = —1 és z = 2 arendszer egyediili megoldasa.

20 —1
a fiiggvény bijektiv,

x—2
hatdrozd meg azt a g: R\ {2} — R\ {2} fiiggvényt, amelyre fog =1y , és oldd

8. Bizonyitsd be, hogy az f:R\ {2} — R\ {2}, f(z)=

meg az f(x)+ zg(z) = 0 egyenletet.
Megoldas. Az f fiiggvény a kovetkez6 alakban irhato:
20—-1  2x—-2)+3 3

T) = = 24+ .
f() T —2 Tz —2 r—2

Vizsgaljuk f injektivitasat:
Legyen z,,z, € Z \ {2} ugy, hogy f(z,) = f(z,). Kovetkezik, hogy
3 3 1 1

2+ =2+ & =
x —2 T,—2 -2 x,—2

S —2=1,-2&13 =u1,.

Tehataz f fiiggvény injektiv.

Vizsgaljuk f sziirjektivitasat.
Tetszéleges y € R\ {2} esetén az f(z) =y x -beli egyenletet kell megoldanunk.
Ha van megoldasa az egyenletnek, akkor f sziirjektiv.

Valoban, 2 + = y ekvivalens rendre a kdvetkezo egyenletekkel:
T —
3 =y—2(y=2) & :17—2:i = x=2+i-
T —2 y—2 y—2
Tehat tetszéleges y € R\ {2} esetén f[Z + %] =f(f(y)) =y, vagyis f
y —

sziirjektiv.
Kovetkezik, hogy f bijektiv, és inverze g:R\ {2} — R\ {2}, g(z) = f(z),
VzeR\{2}.

Oldjuk meg az f(z) + zg(z) = 0 egyenletet. Irhatjuk, hogy
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(1+2)f(z)=0 < (1+x)2x_21:0 & (1+2)22—-1)=0¢ 2z =2,
T —

1 .
tehat z; = —1 és z, = 5 az f(z)+ zg(z) = 0 egyenlet megoldasai.

—x + 2, <0

9. Abrizold grafikusan az f: R — R, f(z) = { 0 fiiggvényt, majd

2’ —3r+2, 1>
vizsgald a monotonitasat és eldjelét.

Megoldas. Elébb vizsgaljuk a g: R — R, g(z) = 2 — 3z + 2 fliggvényt. f értel-
mezése alapjan f(z) = g(z), ha x > 0. A ¢ fiiggvény diszkriminansa A =9 — 8 =
=1> 0, féegyiitthatéja 1 > 0, tehat a fiiggvénynek a —% = % pontban minimuma

1 . .
van ¢és ennek az értéke g[—QiJ = —— = ——. Mostmar megrajzolhatjuk ¢
a

grafikonjat (bal oldali abra). A fentick alapjan f grafikonja a jobb oldali mellékelt
abra. Ay

\“ Y 9()
2
;
0] \1 2 % 9) 1 %

\4

Tartalomjegyzék

N
\
IN|

A grafikon alapjan

szigorian csokkend, ha z € [—oo,%]

f és f10, ha ze{l,2}

szigorian novekvd, ha z € g,—l—oo] negativ, ha z € (1, 2)

pozitiv, ha z € (—o0,1) U (2,00)

1 1—
10. Oldd meg a valos szamok halmazan az Tl 2< x egyenlotlenséget.
- x

Megoldas. Az egyenlétlenség rendre ekvivalens a kovetkezokkel:
x+1—2(1—x)_1—x<0 N —r—1 11—z
1-2z x 1-2z z

<0 &
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Tartalomjegyzék
2 2
(a:+1):1:+(1—a:)(1—x)>0 o & +x+z —23:+1>0 N
(1—2)z (1—2)z
2
22" —x+1 (1)
(1—2)x

Az f(r)=22" —2+1, f:R — R masodfoki fiiggvény szigortian pozitiv minden
zeR esetén (a =2 >0 és A =-T7<0), tehat az (1) egyenldtlenség ekvivalens az
1
z(l—x)
egyenldtlenséggel, ami az x(1—1z)>0 egyenlStlenséggel egyenértékil, tehat
ze(0,1).

>0

—xQ—I—(m—i—l)m—%

11. Legyen E(x) = )
& (@) 2t +2mz+m* +1

a) Igazold, hogy E(z) értelmezett minden m € R és x € R esetén.

b) Hatdrozd meg az m € R paraméter értékét ugy, hogy E(x) legyen negativ
minden x € R esetén.
Megoldas. a) A kifejezés akkor értelmezett minden z,m € R esetén, ha a nevezo-

ben szerepld, x -ben masodfoku fiiggvény nem lesz nulla sehol (vagyis nem valt eld-
jelt: pozitiv vagy negativ R -en). Ez csak akkor teljesiilhet, ha diszkrimindnsa negativ.

Viszont A=m> —(m’ +1)=-1<0 = 2> +2mz+m>+1>0 Va,meR.
b) Mint lattuk, N = 2° +2mz+m° +1>0 V z,m € R = a tort akkor lesz nega-
tiv minden z € R esetén, ha a szamlaloja negativ minden z € R -re.
A szamlalo diszkriminansa

A= (m+1) —4[-%)(—1) =m’+2m+1-2=m’+2m—1.

Az 1° egyiitthatja —1, tehat a szdmlalo akkor lesz negativ minden z -re, ha
A=m’4+2m—-1<0 & me(—1-+2,-1++2).

(az m* +2m —1 = 0 egyenlet gyokei kozott)

32° 4+ 3y° —22%y* + 62y +5=10
12. Oldd meg a valos szamok halmazan az § |, )
ry+zy =12

egyenletrendszert.
Megoldas. Kiemeljik zy -t a masodik egyenletbél, majd bevezetjiik az zy = p,
x +y = s jeloléseket:

zylz+y) =12 & ps=12.

A rendszer a kovetkezOképpen alakul:
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‘ ‘ Tartalomjegyzék
3(2* + 22y +y°) —22"y* +5=0 35 —2p° +5=0 Ie8Y

=
zy(z +y) =12 sp =12

Kifejezve p -t a masodik egyenletbdl és visszahelyettesitve az elsdbe, kapjuk, hogy:

352—ﬁ+820 & 3s' +55° —288=0.
s

Ez egy bikvadratikus egyenlet, az s° = ¢ jeloléssel

—5++25+12-288 —5+£59
6

6

b

3" +5t—288 =10 és t, =

4 .
tehat ¢, =9 és t, = —%. Mivel s> =t és s € R, £, nem lehet megoldas.
Tehat y, és s, =3, s, = —3. Az sp =12 egyenlOségbdl p, =4 és p, = —4, tehat
a megoldashalmaz: M = {(3,4), (—3,—4)}.

rT+y=s

, kovetkezik, hogy = és y az

Mivel {
sy =

u—su+p=0
egyenlet gyokei, vagyis ha s =3 és p =4, akkor A < 0, tehat nem kapunk valos
3425

megoldast, ha pedig s=-3 é p=—4, akkor u, = 5 = u, =1 és

u, = —4, tehat (z, y) € {(1,—4), (—4,1)}.

13. Ha az © = 2 egyenletii egyenes az b = 3 K fliggvény grafikus képének szim-

T+ 4
metriatengelye dallapitsd meg az alabbi kijelentések igazsagértéket:
a) f(0) = f(4); b) f(z+2)=f(z-2), VzeR;
c)f2+z)=f2—xz), YVzeR; d) fperiodikus; e) f paros.
Megoldas. Miel6tt nekifgunk az egyes alpontok Ny

megvizsgalasahoz, nézzilk meg, hogy mit jelent az,
hogy az © = 2 egyenletli egyenes szimmetriatengelye
az f grafikus képének. B |0 A(z, f(x))

Legyen z =2 (példaul z>2). Vegyik fel az | | [ |
A(z, f(z)) pontot a grafikonon. Mivel az z =2

egyenes (d) szimmetriatengelye az f grafikonjanak,

kévetkezik, hogy a B(y, f(y)) pont is a grafikonhoz

. < . 2
tartozik, ahol BO, = OA, v} =(v,sing) —2gy,
AO, L d. Ez szikséges ¢és elégséges feltétele annak, hogy a d egyenes
szimmetriatengely legyen.
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A fentiekbdl kovetkezik, hogy AB || Oz, tehat f(z) = f(y), tovibbi 2 —y — g —2 | Laralomiegyzek

(mert BO, = O,A). Tehat annak szikséges ¢és elégséges feltétele, hogy az

b= P— figgvénynek az x = 2 egyenletii egyenes szimmetriatengelye legyen az,
7T

hogy tetszbleges = > 2 pontra teljesiiljon az f(z) = f(4 — z) Osszefliggés. (*)
Vizsgaljuk az adott eseteket:

a) f(0) = f(4) igaz, mert x = 4 -re alkalmazzuk a (*) dsszefliggést.

b) f(z+2)= f(zx—2), V2R nem igaz, példaul az f(z)= |z —2| fuggvény
esetén, amely szimmetrikus az © = 2 egyenesre.

c) f2+z)=f2—1x), ¥z eR egyenértékii az f(z) = f(4 — ), = > 2 feltétellel,

tehat igaz.
d) a b) pontban adott fiiggvény nem periddikus, és kielégiti a feltételt, tehat nem igaz.
e) Hasonldan az el6z6h6z, nem igaz.
14. Legyen f:7Z — Z fiiggvény ugy, hogy, f(m +n)= f(m)+ f(n) Vm,neN
és f(1) = 1. Bizonyitsd be, hogy

a) f(0)=0; b) f(n)=n, YVneN;

c) fparatlan; d) f(n)=n, YneZ.
Bizonyitas. a) Mivel f(m+n)= f(m)+ f(n) ¥V m,n €Z esetén, kovetkezik,
hogy m = n = 0 esetén is igaz, tehat

f(0+0)=f(0)+ f(0) < [f(0)=2f(0) = f(0)=0.

b) Lattuk, hogy f(0) =0, a feltétel szerint pedig f(1) = 1. Matematikai indukcioval
igazoljuk, hogy f(n)=mn, VneN.
Feltételezziik, hogy f(n) = n adott n természetes szamre. Ebben az esetben, m = 1-
et valasztva, kapjuk, hogy f(n +1)= f(n)+ f(1) = n + 1, az indukcios feltétel és a

kezdeti feltétel szerint.
Tehat a matematikai indukci6 alapjan f(n) =n, Vn e N.

c) Legyen m = —n a feltételbeli 6sszefliggésben. Kapjuk, hogy
f(n=n)=f(n)+ f(-n) < 0=f(0)= f(n)+ f(-n) <
—f(n) = f(—n), YVneN-—f(n)= f(—n),V neN esetén

és innen kovetkezik, hogy barmely n € Z esetén is fennall az Gsszefiiggés (n € N
= —n €7\ N, stb). Tehat f paratlan.

d) a ¢) és b) pont alapjan azonnal kovetkezik.

15. Hatdrozd meg az f(x):tg[?):n—%] fliggvény maximalis értelmezési

tartomanyat és foperiodusat!
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- Tartalomjegyzék
Megoldas. A tg fliggvény nem értelmezett a (2% + 1)5 pontokban, ahol k € Z ,

ezértaz [ fliggvény nem lesz értelmezett azokban a pontokban, ahol
31— =@Qk+ 1)1 keZ &
4 2
[k7r—|—3—7r} = W[E-i-l] kel
4 3 4

N x:l[(2k+1)1+1]
3 2 4

_1
3

Tehat f maximalis értelmezési tartomanya R \ {[g + i) ke Z} =R\ .
A tg fuggvény foperiodusa 7, ezért Ggy sejtjiik, hogy az f foperiodusa g lesz.

T , ., .
3 valoban periddus, mert V z € R\ I esetén

f[ﬁg]: tg[@xﬂ)_g]: tg[ﬂ[gx_g}]: tg[gx_g]:f@).

Ha létezne T € [0, %] ugy, hogy f(T 4+ z)= f(z),V = € R\ I, akkor kéne teljesiil-

jon a tg[BT + 3z — %] = tg[3x — %] egyenldség, ahonnan kovetkezik, hogy
3T =km keZ,tehat T ¢ [0, %] - ellentmondas. Kovetkezik, hogy f foperiodusa

T= g (Abbodl, hogy g periodus, kovetkezik, hogy % is periddus, tetszoleges
k € 7Z esetén.)

16. Hatdrozd meg az f(x) = sin 6x + cos 3x fiiggvény foperiodusat!
Megoldas. Feltételezziik, hogy f periddikus és legyen T' egy periodus. Ekkor
t.

Tegyiink z helyébe z = 0 illetve z = %—mat, a fenti egyenletbe. Felhasznalva, hogy

sin(2m + «) = sinz és cos(m +a) = —cosa, V x € R, kapjuk, hogy

sin 67" 4 cos 3T =1 sin67 = 0 ok
Sin6T — cos3T = —1 {cosBTzl < TG{T‘kGZ}:]'

Tehat, ha f periodikus, akkor a periddus csak a fent megadott halmazbdl keriilhet ki.
Viszont f értelmezésébdl azonnal adddik, hogy az I halmaz &sszes eleme periodusa
f -nek, kovetkezik, hogy (mivel mas periddus nem lehet) f foperiodusa 7' = 2—7T

17. Tanulmanyozd az f(x) = sin~2z + cos~/3xz fiiggvény periodicitasat!
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Megoldas. Feltételezziik, hogy f periodikus és T = 0 egy periddusa. Kovetkezik, Lenizl ey e

hogy f(z 4+ T) = f(x), Vz € R, vagyis
sin(v2z 4 ~27) + cos(v3z + /3T) = sin+2z + cos/3z, Vz € R.

Legyen z = 0, majd z = /37 . Kapjuk, hogy
@) sin 2T + cos /3T =1
és sin(v6m + 2T + cos(3m + +/3T) = sin /6T + cos 37 .
Vagyis az alabbi egyenl6ségek kell teljesiiljenek:

sin /2T + cos/3T =1

sin(/6m 4+ v2T) — cos /3T = sin~/6r —1°
Osszeadva az elobbi két egyenletet, kovetkezik, hogy

sin 2T + sin(v/6m 4 +2T) = sin /67,

ahonnan szorzatta alakitassal

- Ner+22T7 6w Jor  Jor
2s1n 5 cos =

2sin cos .
2 2

Mivel COS% = 0, egyszerisithetiink vele:

o +22T . Jbr
sin 5 = sin 5 2)

A (2) egyenl6ség (lasd Trigonometriai egyenletek fejezet) csak akkor teljesiilhet, ha
létezik olyan k egész szam, amelyre T kieléiti az alabbi egyenletek egyikét:

—2\/§T + 0 = 2km
2 2
L 7(2k +1—/6) 2km .
amelyeket igy is irhatunk: 7' = ———— 2 vagy T = —, k€ Z (T =0).
yeket igy i gy NG ( )
l.eset. Ha T = %T;r, k € Z alaku, akkor visszahelyettesitve (1)-be, kapjuk, hogy
0+ COS£2/€7T = cos/f6km =1,
V2
ami lehetetlen, mert ~/6k nem lehet egész k € 7 -ra.
m(2k +1—/6)

2.eset. Ha T' = , akkor ismét az (1) egyenlOség alapjan

V2

sin(2k +1 —/6)r —I—COS%W(%—FI—J@) =1 <
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& sin/6m 4 cos |31 — —377(2k +)|=1 &

V2
& sinf6m — COS%W(% +1)=1.

18. Adott az f:R — R, f(z)=asinz+bcosz (a,beR) fiiggvény. Igazold,
hogy f(z)=0 VzeR < Jz,z,€eR ugy, hogy z, —z,=knr (k€Z) és
f@) = f(z,) =0.

Bizonyitas. A sziikségesség nyilvanvald, mert ha f(z)=0V xz € R, akkor
f(emdf2) =0 és f(e") =0, tovabbd end2 —e" = kr (k€ Z).

Igazoljuk az elégségességet:
Tehat 3 z,y € R ugy, hogy x —y = kr (k € Z) és f(z) = f(y) = 0, vagyis

asinz +bcosz =0
b siny +bcosy =0
Osszeadva és kivonva a két egyenletet, kovetkezik, hogy

a~[2cosx—+ysinﬂ] —|—b~[—2sin—x + Ysin2—Y y] =0
2 2 2 2

x+ycos%]+b-[2ws

a-[Zsin Tty m_y]:O

cos
2

vagyis

sin2—Y [acosz—w—bsinw—w] =0 (1)
2 2 2

Cosx_y[asinx+y —i—bcosm)zo (2)
2 2 2

Mivel z — y nem tobbszorose 7 -nek -és ezért

Y sem tobbszorose g—nek— egy-

szerGsithetiink az (1) egyenletben sin z ; Y -vel, a (2) egyenletben pedig cos ° ; g
vel:

acosI+y —bsinx——'—y: 0

asinx+y+bcosx+y =0

1ty

, .. Tty
= Uu €S sIn

Legyen cos L = v . Tételezziik fel, hogy a és b nem lehetnek

egyszerre 0-k (vagyis f nem a nullfiiggvény) és ellentmondast vezetiink le belsleE
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au—bv=0 (3)
av+bu=0 (4)

Szorozzuk (3)-mat a-val ¢s (4)-et b-vel, majd adjuk 0Ossze. Kapjuk, hogy
(a® +b)u =0 ésmert a’ +b> > 0, kdvetkezik, hogy u = 0. Ismét felhsznélva, hogy

a® +b* > 0, behelyettesitve u -t mindkét egyenletbe, kapjuk, hogy v = 0.

Tehat sin Tty = cosx——i_y

=0 és kovetkezik,

. 1
:ET—i-y: km = g—klw, kileZ, vagyis JkleZ gy, hogy k=-—
a
ellentmondas, tehat « = b = 0, ami azt jelenti, hogy f(z)=0,Vz € R.
19. Legyen sinxz +cosz = p. Szamitsd ki
tgxr +ctgr +tg’ v +ctg’ z +tg’ v +ctg’ x kifejezés értékét
fliggvényében.

Megoldas. Mivel sin z + cosx = p, kovetkezik, hogy

p* =sin®z +2sinzcosz +cos’z =1+ 2sinzcosz,
2

. Tovabba

tehat ¢ = sin z cos =

sinx cosz 1 1 2
tgx +ctga = + — =— =—=—
cosr sinx sinzcosx ¢q¢ p° —1

b

4

tg’z + ctg’r = (tgx + ctgr)’ —2tgz-ctgr = [

tg’s + ctg’r = (tgz + ctgz)’ — 3tg’r - ctgr — tgx - ctg’yr =

3 3
2 2
= —3-(tgz +ctga) = -3 .
[ ] (tg g7) [pz_l] 71

p -1
Tehat
S = (tgx + ctgz) + (tg’z + ctg’z) + (tg’z + ctg’z) =
2 4 8 2
7p2—1+(p2—1)2 2+(p2_1)3 3’p2_1*
4 4 8
= - + + —2.

p?_l <p2_1)2 (p2_1)3
20. [gazold, hogy

a)sin‘z+cos'r>=—,VreR;

B~ = |-

b)sin®z +cos’z>—,VzeR;

2
9] ===
p2—1] (p* —1)

hogy

-

a
r =30

—2:

Tartalomjegyzék
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Losin2 | 5 vaieR.

c) -
sinx — cosz
Bizonyitas. a) A szamtani ¢s mértani kozepek kozotti egyenl6tlenséget hasznaljuk, a
sin® z és cos® z pozitiv vagy 0 valds szamokra, z € R .
1 sin®z+cos’z ;
=" “>{sin*zcos’ z,
x
ahonnan négyzetreemeléssel
1 .
1 >sin®zcos’ x. (%)
A kapott egyenl6tlenség rendre ekvivalens a kdvetkezokkel:

1 . : 1 .
EEQSQOcosza: = 1—§§1—281n2$c082$ &

1 . ) 1 )
& Eg(stx—{—cost)Z—2511121“(305296 & §§51n4x+cos2x,

ami, éppen a bizonyitand6 egyenldtlenség.

: . 1
b) Az el6z8 alpontban mar igazoltuk, hogy sin'x + cos’ z > o VzceR. Ez az
egyenl6tlenség a kdvetkezo alakban is irhato:
. . 1
(sin® z + cos’ z)(sin®  + cos® z) > 5 &
- 6 6 s 4 2 4 ) 1
< sin T+ cos T +sin” zcos” & 4 cos” xsin ng =
& Sinﬁx—i—cossx—i—l-siancost25 VzelkR. (%)

A (*) egyenldtlenség szerint sin® zcos’z <, V x € R, tehat a (x*) egyenldtlen-
4
1 .
ségben sin’ z cos® z -et 7T novelhetjiik, vagyis

1.1 1
sinﬁx—i-cosz—l—ZZE s Sin6$+COSGIZZ, VzelR.

c) Azt kell bizonyitanunk, hogy _l—sin2z

SINT —COST

<2 VmE]R\I,ahOII:%—Hm.

| 1-sin2¢ | |sin’ 2+ cos’x —2sinwcosz| |(sinz — cos)’|

= = = |sinz — cos | =
|sin z — cos z| | sinz —cosw | | sinx —cosx | | |

-G

= ﬁ[coszsinx — sinzcos a:}
4 4

sin[m—g]‘gﬁ, VeeR\I.
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21. Igazold, hogy (cosa + cosb)’ + (sina + sinb)’ = 4 cos® a—b , majd oldd meg

a (sina +sinb)z* —2(cosa + cosb)z —sina —sinb = 0 egyenletet. x,-gyel és z,-
vel jelélve a fenti egyenlet gyokeit, szamitsd ki az a +b értékét, ha =’ +z; =2 (a

és b a masodfoku egyenlet egyiitthatoit jeloli a szokdsos jeloléssel).

a—+b a—>b
cos

Bizonyitas. Alkalmazzuk a cosa + cosb = 2 cos és

a—+b a—2>b
cos

sina 4 sinb = 2sin képleteket. Tehat.

2a+bCOSQa—b 2a+bcos2a_b

(cosa + cosb)’ + (sina + sinb)* = 4 cos 5

+ 4 sin

za_b

2
= 4 cos + sin

a_b[cos2a+b . 2a+b}=4cos
Oldjuk meg a (sin a + sin b)z* — 2(cos a + cosb)z — (sina + sinb) = 0 egyenletet:
Ha sina + sinb = 0, akkor

cosa + cosb £ J(cosa + cosb)’ + (sina + sin b)’

T, = —
b2 sina +sinb
cosa+cosb:|:QCosa_

- sina + sinb -
cosa+bcosa_b:|:cosa_b cosa+b:|:1
_ 2 2 2 _
. a+b a—2>b . a+b
sin cos sin
2
1—|—cosa+b —1+Cosa+b
Tehat z, = P> és z, = "
sin sin

Mivel 2} + 2} = (v, + z,)° — 22,7, = 8° — 2p, a Viete-Osszefliggések alapjan

? _s. (sina +sinb)-(—1) 5
(sina + sinb) sina + sinb '

2(cosa + cosb)

2

(
2(cosa + cosb)

_ —sina —sinb

(sina + sinb sina 4 sinb

) ’
Tehat (cosa + cosb)’ = 0, vagyis cos atb
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22. Hatirozd meg az f: R — R, f(z) = V3 sin 2z — cos 2z fiiggvény maximumdt és
minimumat.
Megoldas. Eszrevessziik, hogy
flz)=2- cos = sin 27 — sin — cos 2:1:] = 2sin [2:1: - z] .
6 6 6
Tehat f maximuma 2 és minimuma —2.
23. Ha sin2(a + ¢) = nsin 2b, akkor igazold, hogy
1
tg(a+b+c)= n——kltg(a—b%—c). (1)
n —_—

Bizonyitas. A feladatnak nyilvan akkor van értelme, ha a tangensek értelmezettek
¢s n=1.
Abban az esetben, ha sin2b = 0, akkor sin2(a + ¢) = 0, tehat

sin2b 4+ sin2(a + ¢) = 2sin(a + b+ ¢) cos(a + ¢ —b) = 0 és

—sin2b + sin2(a + ¢) = 2sin(a — b+ ¢)cos(a +b+¢) =0,
¢és (mivel a tangensek értelmezettek) kovetkezik, hogy

sinfa+b+c)=sin(a—b+c)=0=tgla+b+c)—tgla—b+c).
Tehat fennall az (1) egyenléség.
Feltételezhetjiik, hogy sin 2b = 0, ezért
sin2(a +¢) |,
n=———~224¢s

sin 2b
ntl— sin2(a + ¢) + sin 2b _ 2sin(a + b + ¢)cos(a + ¢ — b) ‘
sin 2b sin 2b
Tovabba
n_1— sin2(a +c¢)—sin2b _ 2sin(a—b+c)jcos(a+b+¢)
sin 2b sin 2b ’
tehat

n+1 sin(a+b+c) cos(a—b+c)_tg(a+b+c)

n—1 cos(a+b+c) sinfa—b+c) tgla—b+c)

Igy az allitast igazoltuk.

24. Bizonyitsd be, hogy igazak az alabbi ekvivalencidk:
sin(a+b) sin(c+d) o fga _ tge cos(a+d) cos(c+b)

sin(a —b) sin(c—d) tgh  tgd cos(a—d) cos(c—b)
Megoldas. Hamis! Attol, hogy sin(a —b) ¢és sin(c —d) nem nulla, cosa, vagy

cos ¢, stb. Lehet nulla!
Ha eltekintiink ett6l, a megoldas a kdvetkezo:

sin(a+b) sin(c+d) sinacosb 4+ cosasinb  sinccosd + coscsind

sin(a—b) sin(c—d) sinacosb —cosasinb  sinccosd — coscsind

Tartalomjegyzék
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Ardnyparok szarmaztatasadval rendre a kovetkezo, az elézével ekvivalens Osszeflig- JegY

géseket kapjuk:
2sina cosb _ 2sinccosd o
sinacosb —cosasinb sinccosd — coscsind

sin a cos b sin ccosd tga tge

—cosasinb —coscsind tgb:tgd'

Igazoljuk a cos(a+d) = cos(c +0) = tga _ tgc ekvivalenciat:
cos(a—d) cos(c—Db) tgb  tgd

cos(a+d) cos(c+b) cosacosd —sinasind  cosccosb —sinesinb

cos(a—d) cos(c—0b) cosacosd +sinasind  cosccosb + sincsinb

Hasonlo6an az el6z6 megoldashoz, az elébbi egyenldség ekvivalens a kovetkezdvel:
cosacosd  cosccosb - cosasinb  coscsind

sinasind  sincsinb cosacosb  sinccosd
t

gb _ tgd - tga _ tgc

tga tge tgb  tgd

Megjegyzés. Természetesen csak akkor allnak az ekvivalencidk, ha a nevezékben
megjelend kifejezések nem lehetnek nullak.

3 2
25. Bizonyitsd be, hogy cos% = —COS%, majd szamitsd ki COS% -0t és igazold a
2w 4 1 v
COS? +cos— = — 3 egyenlGséget.
Bizonyitas. cos(m— )= cosmcosz +sinmsinz = —cosz, ¥V z € R, tehat
3 [ 27r] 2w
COS— = COS| T ——| = —Ccos—.
5 5 5

A cos% értékét két 1épésben szamoljuk ki: el6bb kiszamoljuk sin % -et, amjd utdna a

cos2z = 1 —2sin” z képletet hasznalva megkapjuk cos% -0t.

.27 ™ 27 3T LT m 3 T T
sin— = cos|— — —|=cos— = 2sin—cos— = 4cos’ — — 3cos—,
10 2 10 10 10 10 10 10

¢és mivel cos% = 0, kapjuk, hogy
28in— = 4 cos’ — — 3, vagyis 2sin— = 4 — 4sin’ — — 3
10 10 10

ahonnan a

4sin2g—|—2sinl—1:0
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egyenletet kapjuk. Tehat Sim1 = ﬂ va sini = _1;\/3 és mivel e
gy pJuk. 10 1 , vagy 10 1
sin— > 0 , kovetkezik, hogy sin — = ﬂ
10 10 4
Tehat cosz:1—251n21:1—2-w:1— 35 = 1+\/§.
5 1 16 4 4

. 2 4
Szamitsuk ki cos ?ﬂ + cos % értékét:

2T 47 6m 2T 2 T
COS— + cos— = 2€c0S— CcOS— = —2C0S— COS— =
5 5 10 10
:—2[200521—1 cos = = —2 26+2\/5—1 V5 +1 =
5 5 16 4
__2.*/3_1.*/3+1__2.i__1
4 4 16 2’
26. Bizonyitsd be, hogy tga + tg(a +60”) + tg(a +120°) = 3tg3a.
Bizonyitas. Alkalmazzuk a tga + tgh = sinfa +9) képletet az a = av + 60° ¢és
cos a cosb

b=« +120° értékekre:
tg(a+60°)+ tg(a+120°) = tg(a + 60°) + tg (o — 60°) =

- sin 2« - sin 2« ~ 2sin2a
cos(a +60°) cos(a — 60°) o8 2a 4 cos120° cos 20r — 1
2 2
Tehat
. 94
tga + tg( +60°) + tg(a +1207) = o 4 220 =
COSA (6520 — 5

. 1 . . . 1 . .
s1nozcos2a—§sma + 2sin 2a cos « sin 3o —§sma+sm2acosa

1 1 . . o
CcoS v cos 2ar — gcosoz cos 3o — 5cosa —+ sin 2« sin «
sin 3a — lsinoz + Soa s o 3a+sina .
2 ) 2sin 3«
1 cosa —cos3a 3 =3-tg3a.
cos3a—§cosa+f COS st

Megjegyzés. A kovetkezé képleteket alkalmaztuk:
sin(a + b) —21— sin(a —b) . cosacosh — cos(a +b) —21— cos(a —b) :

sin(a —b) ; cos(a +b) ; sin 3a = sin2a.cos a 4 cos2asin o ;

sina cosb =

sinasinb =



328 Osszefoglalé gyakorlatok és feladatok

Tartalomjegyzék

cos 3o = cos2acosa — sin2a sin «v .

27. Bizonyitsd be, hogy ha egy haromszégben asinB+bsin A =2csinC és
bsin C + csin B = 2asin A, akkor az ABC, egyenlé oldalu.

Bizonyitas. Mivel A, B, C € (0, w), kovetkezik, hogy sin A, sin B, sinC' nem
lehetnek nullaval egyenl6k. Osszuk el az els6é egyenletet sin B sin A -val, a masodikat
pedig sin C'sin B -vel. Kapjuk, hogy

a b sin C b c sin A
— = = 2e———— - — =20 ————.
sinA sinB sinAsinB sinB  sinC sin Bsin C
. . , ., a b c , . e
Viszont a szinusztétel alapjan = — , ezért a fenti egyenléségek a

sin A - sinB  sin
kovetkezoképpen alakulnak:

,1 = - sm'C & sin® O =sinAsin B; (1)
sinC sin Asin B
.1 = Smiél & sin’ A=sinBsinC. (2)
sinA sin BsinC
(1) és (2)-bol kovetkezik, hogy sin® B = sin AsinC'. (3)

Osszeadva az (1), (2) és (3) egyenldségeket, kapjuk, hogy
sin® A + sin® B + sin’ C' = sin Asin B + sin Bsin C + sin C'sin 4 <
& (sin A —sin B)’ + (sin B —sin C)* + (sinC —sin A =0,

tehat sin A = sin B = sin (', és haromszog esetében ez azt jelenti, hogy A = B =
= C = 60°, vagyis a haromszog egyenld oldalu.
28. Bizonyitsd be, hogy ha egy haromszégben bcosC = ccos B, akkor a hdaromszog
egyenlo szari.
Bizonyitas. Irjuk fel a koszinusztételt a b és ¢ oldalakra:

b =a* +c¢* —2accosB; ¢ =a*+b° —2abcosC.
Most fejezziik ki a fenti dsszefliggésekbdl ¢ - cos B -tilletve b - cos C -t:

2 2 2 2 2 2
ceosB= LT TV oo LT —C
2a 2a
a4+ —b _ a’ +b —c
2a 2a

pozitiv szamok (egy haromszdg oldalainak hossza), kovetkezik, hogy b = ¢ . Tehat a
haromszog egyenld szaru.

A feltétel szerint

, vagyis b =c*, és mivel b és ¢

29. Bizonyitsd be, hogy ha egy hdromszégben b* +2accos B = a’ + 2bccos A,
akkor a haromszog egyenlo szaru.
Bizonyitas. A koszinusztételbdl kapjuk, hogy

b = a® + ¢ — 2accos B illetve a®> = b* 4+ ¢* —2bccos A.
A fentiekbdl kovetkezik, hogy
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b* +2accosB=a’+¢* és a® +2bccosA=10b"+¢*, Jesy

teht a feltétel szerint a” 4 ¢* = b* + ¢, vagyis a = b, mert a és b pozitivak.

30. Bizonyitsd be, hogy ha egy haromszégben acos A = ccos B, akkor az ABC,
egyenlo szaru vagy derékszogil.
Bizonyitas. A koszinusztétel alapjan
2712 2 2 27 2 2 2 2 2 2 2 2
acosA—bcosB:a(b +c —a’)=b'(a" +c b):(a b ) (¢ —a b)‘
2abc 2abc

Tehét, ha acos A —bcos B = 0, akkor a® = b* vagy ¢’ = a” +b>.

+c

31. Bizonyitsd be, hogy ha egy haromszogben cos B + cos C' = b , akkor az ABC

a
derékszogil.
Bizonyitas. A koszinusztételbdl kifejezziik cos B -t és cos C -t:
2 2 2 2 2 2
cosBo LT o=
2ac 2ab
2 2 32 2 2 2
A feltétel szerint e b + @b e = E, vagyis
2ac 2ab a
(@ +c =b)b+(a®+b —c)-c=(b+c) 2bc.
Elvégezve a miiveleteket, kapjuk, hogy
a’b+a‘c—b"—c’ —bc—ch=0 &

a’(b+c)—(b+c) B> —be+c?)—be(b+c)=0 <
(b+c)(a® —b> —c")=0.

Mivel b és ¢ pozitiv valds szamok, a fenti egyenldségbdl az a® = b” + ¢* egyenléség
kovetkezik, tehat az ABC', derékszogii.

32. Bizonyitsd be, hogy ha egy hdaromszégben il = % =2, akkor az ABC,
a a
derékszogil.
Bizonyitas. Az | =2 bzf cosg és h, = besin A Osszefiiggések alapjan:
c

h, b+c . A

- = sin —

l a

A 2 -~
Tehat az adott egyenl6ségbol sinE = g és igy m(A) = 90°.

; : . . b’ + ¢’ —a’ )
33. Bizonyitsd be, hogy ha egy haromszogben b+— =a°, akkor
c—a

m(A) = 60°.
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Bizonyitas. A koszinusztételbsl és a feltételbdl kivetkezik, hogy L Bl s
3 3 3
u =b"+c*—2bccos A,
b+c—a

vagyis
b+ —a® =b° + b — 2b%ccos A + bPc + ¢* — 2bc® cos A — ab® — ac® + 2abc cos A

tehat
a’ +c’b +b’c —ab® —ac® + 2abccos A — 2bc’ cos A—2b*ccos A= 0.
Kiemelve a -t az 6t tartalmazo tagokbol kapjuk, hogy
a(a®> —b> — ¢ + 2bccos A) + b’c + ¢’b — 2 cos A(b*c +bc?) =0,
tehat (b’c + ¢*b)(1—2cos A) = 0.

. . 1 .
Mivel bc + ¢’b > 0, kovetkezik, hogy cos A = 5 és mert A € (0,7), kovetkezik,

~

hogy m(A) = 60°".

1 1 3

+ = , akkor
a+b b4+c a+bdb+c

34. Bizonyitsd be, hogy ha egy hdaromszogben

~

m(B) = 60°.
Bizonyitas. Szorozzuk be a fenti Osszefiiggést (a +b)(b+ c)(a+ b + c)-vel.
Kapjuk, hogy:

(a+2b+c)-(a+b+c)=3(ab+ac+bc+b) &

a’ + 2ab + ac + ab + 2b* + be + ac + 2bc + ¢* = 3ab + 3ac + 3be + 3b°,
vagyis b° =a’ 4+ ¢* —ac.

. . . 1
Viszont a koszinusztétel alapjan b° = a’ 4+ ¢* —2accos B, tehat cos B = 5 és
m(B) = 60°.

o , . > 2 23
35. Bizonyitsd be, hogy ha egy hdaromszogben (b+ c)a =b"+ ¢ és b+c = Ta,

~

akkor m(A) = 30°.
Bizonyitas. Kiszamitjuk b + ¢’ -et és 2bc-t a fiiggvényében:

b’ +c :(b+c)-a:¥a2

b

tovabba

(b+ec) — +c2):2bc:§a2 —?(12 :aZ-#.

A koszinusztétel alapjan
a’ =b>+c* —2bccos A,
és behelyettesitve a b” + ¢* illetve 2bc értékeit, kapjuk, hogy
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o223, 5, 4-243
3

a=——a —a -TCOSA,

23 3 3—-243 3 . :
. = = —. Kovetkezik, ho
3 ] 2/3-4 2/3-4 2 &

Tartalomjegyzék

tehat cos A = [1 —
m(A) = 30°.

36. Bizonyitsd be, hogy ha egy haromszégben b* + ¢* = 2a*, akkor m(;l) <60°.

Bizonyitas. A koszinusztétel felhasznalasaval a feltételbél kovetkezik, hogy
2

a® = 2bccos A, vagyis cos A = % >0 és mivel 0° < A < 180°, kovetkezik, hogy
c

0° < A <90° (akoszinusz pozitiv).
2

2
Ugyancsak a feltételbd] irhatjuk, hogy a* = b —;C > \b*c® = be, tehat

cosAzb—c:l.
2bc 2

Mivel a koszinuszfiiggvény a [0, g) intervallumon szigortian csokkend és cos 60° =
1 . : ~
= cosg =5 a fenti egyenl3ségbdl kovetkezik, hogy m(A) < 60°.

37. Tekintsiik az O kezddponti, i és J egymasra merdleges egysegvektorokkal

megadott koordindta-rendszert. Hatarozzuk meg a P és () pontok koordindtdit ebben a

koordindtarendszerben, ha tudjuk  hogy

OP =3i-2j6s PQ=2i—47. .y
Megoldas. Rajzoljuk le a koordinata-rendzsert: N
] A
A y

S

Mivel OP = 3i—2j = 3i+2-(—}), a paralelo-
gramma szabaly szerint megkapjuk a P pontot a
3i és 2(—7) vektorokbol. Tehata P pont koordinatai P(3,2).
Most tételezziik fel, hogy ismerjiik a () pont helyét.
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Mivel OQ = OP + PQ, kovetkezik, hogy OQ = 51— 67, tehat a ) pont koordina-

t4i Q(5,—6).
X.2. Osszefoglalé feladatok (224. oldal)

1. Bizonyitsd be, hogy
tg o + tg (o +20°) 4 tg (o + 40°) + tg (a + 60°) + ... + tg (a + 160°) = 9 tg 9ox .

Bizonyitas. A 26. gyakorlat alapjan:
tga + tg(a+607) + tg(a +120°) = 3tg (3a)
tg(a+20°) + tg(a + 80°) + tg (o + 140°) = 3 tg (3 + 60°) és
tg (o +40°) + tg(a +100”) + tg (a +160°) = 3tg(3a + 1207)

8
tehat > tg(a+20° k) = 3(tg3a + tg(3a + 60°) + tg(3a +120°)) = 9 tg Iov
k=0

2. Bizonyitsd be, hogy cos s + cos 12w + cos 18w = 1 cos = + ﬂ sin = .
35 35 3 2 5 2 5

Biyonyitas. A feladat a Kvant nevi folydirat 4/1982-es szamaban jelent meg.
3. Bizonyitsd be, hogy tg% = (\/5 — 1) (\/g — \/5) .

Bizonyitas. EI6bb kiszamoljuk sin% és cos% értéket:

COS— =

12 2 4
A tgg = % képlet alapjan:
V6 -2
Y J6 -2 _(\/6—\/5)(4+J§—\/6)_
P2 B2 4xB A (144B) -6
4
46 +2U3-6-4v2-2+2J3 46 +4/3 —4J2 -8
B 12+ 82 B 12 + 82 a
B +B-2-2 (N6+B-2-2)(3-2V2)
B 34242 B 9—8 B

=(v2-1)(v3-+2).
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4. Bizonyitsd be, hogy tgg =6 +3-V2-2.

5%
tg£+(\/§—1)(\/§—\/§) N
o
l—tgﬂ(ﬁ—l)(\/?) —2)

T 5% T
Bizonyitas. 1 =tg— =t —+—]:
y &4 g[24 24

=>1—tg;—z<x/§—1)(x/§—x/§>:tgi—i%—(ﬁ—l)(ﬁ—ﬁ).

1-(v2-1)(vV3 -+2)

5 .
Tehat tg—7T = , ¢s a miiveletek elvégzése utdn megkapjuk a

21 (5

kivant eredményt.

5. Hasonlitsd dssze a cos 36° és tg36° értékeket.

Megoldas. 36° = %md és az X.1.25 feladatban megmutattuk, hogy

T 1++5
COS— = .

5 4

Igazoljuk, hogy cosg > tg%, vagyis cos’ % > sing. Mivel COS% >0 ¢és

Sing > 0, a fenti egyenl6tlenség egyenértékii a cos’ g > 1— cos’ g egyenl6tlenség-
gel. Ez az egyenl6tlenség a kovetkez6 alakban is irhato:

1+5) 1+5)

[ 1 ] >1—[ 7 & 56 4 244/5 > 160 — 325 <

& 5635 > 104 < 285 > 57 1)

Mivel /5 > 2,2, kovetkezik, hogy 28/5 > 28-2,2 = 61,6 > 57 ,tehat az (1) egyen-
16tlenség igaz, ezért a cos 36° > tg 36° egyenl6tlenség is igaz.

6. Bizonyitsd be, hogy tg5h5° > 1,4.
. e s . . . 14+tgl0° o . . ;
Bizonyitas. A tg55° = tg(45° +10°) = T ol egyenléség alapjan a bizonyi-
— g

. 1
tand6 egyenlétlenség ekvivalens a tg10° > 5 egyenldtlenséggel.
Jtgr —tg’ x
1-3tg’x

u (1) = 3u —u’ fiiggvény monotonitdsa alapjan (u szigortian ndvekvd ) a
1 1
3.

1
Ha tg10° < re akkor a tg3z = Osszefliggés és az u :

O’EFR’
6

o 6 6 l Stlenséohey ;
tg 30° < = 3 egyenl6tlenséghez jutunk.
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Masrészt tg 30° \g £ 107 . A kapott ellentmondas alapjan tg55° > 1,4.

3  6-33
7. Bizonyitsd be, hogy tg11° < 0,2.

Tartalomjegyzék

e o1 p . cr 1
Bizonyitas. Ha tgl1® > 5 akkor a tg2z = 12% egyenl6tlenség alapjan ko-
9. 1 -
vetkezik, hogy tg22° > 5 — 2
-1 12
25

1
Masrészt tg22°33" > tg22° és tg22°30" = /2 — 1, tehat 2 > é

1
Ez ellentmondds, mert 2-12° < 17° (288 < 289), tehat tg11° < =

8. Bizonyitsd be, hogy barmely z,, z,, x, € [0, 7| esetén

\/1—cos($5 mz —I—\/l—cos :Bz zl \/1—COS —:El).

Bizonyitas. Ha 7z, <z, < z,, akkor az egyenl6tlenség

Ty —

. $2 N .1:2 -
sin — 5 —+ sin

T . Ty, — X o
L > sin —=— alakban irhato.

Ha z,,z,,z, €[0,7], akkor az a = T~ g p=L2 0 jeloléssel a,b € [O,g] ,
—b .
igy sina 4 sinb = QSinaT—i_bCOS% > 2sina—+bcos a+tb mivel
—b : .
% < i. Mas sorrend esetén is hasonlo a bizonyitas.

o 1
9. Bizonyitsd be, hogy barmely € R esetén sin (sm2 :v) + cos(cos2 l‘) > By

Bizonyitas. £ = sin (s.in2 x) + cos (0032 x) = sin (sin2 x) + sin [g — cos’ x] =

.[77 cosQ:E] [7r 1]
=2sin|—— cos|———
4 2 4
1 2 1
De 0<T_Llom cosdw m 1w
4 24 2 4 2 2
ési sin [1 _ o8 2$] > sin [z — 1]
&y 4 2 )= 4 2)

tehat EZQSiH[zl]COS[—l]:SiH[E1]:(3081.
4 2 2 2



Osszefoglalé gyakorlatok és feladatok 335

Tartalomjegyzék
. ™ . T, 1
Masrészt 0 <1 < 3’ tehat cos1 > cosg ésigy F > 5
. , g 5 3T o 4
10. Bizonyitsd be, hogy tg T + tg Tl + tg i) =39-10V13.

e s g 4T ; 12
Bizonyitas. Az F = tg’ % + tg’ i’—;r +tg’ 1—;; kifejezés a kovetkezoképpen

alakithat6 (a % = « jelolést hasznaljuk):

E=(1+tg’ a)+(1+tg’3a)+(1+tg’4a) -3 =
1 1 1 2 2 2

cos’a  cos’3a  cos’da 1 +cos2a 14cosba 14 cos8a a
s 400860+ 008 10ar 4 cos 140) +5( 008 20 + 008 6 + 008 8) +6] _
005 16 -2 cos 14 +00s 12a0 +2 cos 100 +6 008 8 +6 005 6 -3 cos dor +-6 cos 20 +-5
6455, -5
5465, — 35,

=-3+4 ,ahol S, = cos2a — cos ba + cos 6 €s

S, = cosa + cos 3o — cos 4o .
Ha § =5, —5,, akkor
S = cos2a — cos ba + cos 6a — cos @ — cos 3o + cosda =
= cos2a + cos4a + cos 6 — cos ba — cos 3o — cos @ =
= cos 2a + cos 4o + cos 6 4 cos 8 4 cos 10a + cos 12 =

_ sinl3a —sina 1
2sin « 2’
mert sin13a =0 és sina = 0.
Ugyanakkor:
S, = cosa + cos 3a — cos dav = —cos4da — cos 10a — cos 12a =
1
= —5 + cos2a + cos 6 + cos 8a = 54— cos 2o + cos 6 +- cos 8ax .

Ebbdl kovekezik,hogy:

25, = 4(0032 a + cos® 3a + cos’ 4a) —-5=
= 4[((}08@ + cos 3 — cos da)’ — 2 cos 3ar cos ar + 2 cos dar cos ar +
+2cosdacos3a]—5 =
:4(512 — cos4da — cos2a + cos ba + cos 3o+ cos Ta + cos ) — 5 =
= 4[812 — (cos2a + cos 4o + cos 6 + cos 8a + cos 10 + cos 1204)] -5
1+13
4

gy S, gyokea 4S5 —2S, — 3 = 0 egyenletnek, tehat S, = (mivel S, > 0)
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. 13 -1
Ebbdl kovetkezik, hogy S, = 13 és igy
= .w_gzgg_u}\/ﬁ-

54685, — 35,

11. Bizonyitsd be, hogy 2(30521” = \/2 +V24 .. +42.
n—1 gysk

Bizonyitas. Matematikai indukcidval igazoljuk az Gsszefliggést:
n = 2 -re az allitas igaz, mert cos% = g

Feltételezziik, hogy 2 cos 2% = \/2 +24 ... +2,

n—1 gyok

¢s igazoljuk, hogy 2 (:0s2T7rH =24 ... 4+42.

n gyok

2,7; > 0, alkalmazhatjuk a cosg _— /H% képletet, tehét

1

s ™ [THp2H 2
cos 7]7:1 _ on _ n—1 gyok :l 2_’.1}2_’__’_\/5’
2" 2 2 2 .

vagyis QCOST% =24 ... +42.

n gyok

Valdban, mivel cos

12. Bizonyitsd be, hogy ha 13° < x < 28°, akkor
g < sin® (42 + 8%) + cos® (4o — 82°) < 2.
Bizonyitas. Ha 13° <z <28°, akkor 4z +8° >60° és 4z —82° < 30°, tehat
J3

sin (4z +8°) > ? és cos (4z — 82°) 27.

igy sin® (42 + 8°) + cos® (42 — 82°) >

N | o

o

Masrészt sin’ (4z +8°) <1 és cos® (4z —82°) <1,
tehat sin® (4:1: + 80) + cos® (4x — 82°) <2.

Tartalomjegyzék
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- 3 Tartalomjegyzék
13. Bizonyitsd be, hogy az x* —62° +1 =0 egyenlet gyokei tgg , tgg,
5T, s
tg— es tg—.
&% ¢
Bizonyitas. Ha 2t ¢ {1,31,51,71} , akkor tg’ 2t =1. De tg2t = thi ,
474744 1—tg’ ¢t
2
tehat ng =1hate {1,3—77,51,7—77}. Ha a muveleteket elvégezziik és
1—tg’t 8878 8
rendezziik az egyenletet a tg't—6tg’t+1=0 egyenlethez jutunk, tehat az
' — 62" +1=0 egyenlet gyokei: th k=0,3.
. , 21 s 1
14. Bizonyitsd be, hogy ha n > —, akkor cos— >1— .
4 n n+1

Bizonyitas. Mivel Vzr €

0,%] esetén sin z < z, irhatjuk, hogy

2T z) 7’
1-2sin"—> >1-2|—| =1——,
2 2 2

2
viszont cosx =1— 2Sin2§ tehat Vz € [O, E] esetén cosz >1——. 1= %-et

2

helyettesitve, ha n > 2, kapjuk, hogy cos = >1— 27T .
n n
2
Megvizsgaljuk, hogy milyen n természetes szamra teljesiil a ;—23 1 !
n n +

2
egyenldtlenség: W—Z <
2n

s’ >r’(n+1)e2n’ —an—7>>0.
n+1

A masodfoku fiiggvény tulajdonsdgai alapjan a fenti egyenldtlenség teljesiil
minden n-re, ha n > a, ahol o az 2n° —7°n —7° = 0 egyenlet legnagyobb
7 4t + 871 23,149

gyoke, vagyis « = 1

, tehat jobb becslésre van

2
. o . T
sziikséglink, mint a cosz > 1— 5

15. Periodikus-e az f : R, — R, f(z) =sinz fiiggvény ? Hita g: R — R,
g(r) = sinz + cos 2z ?
Megoldas. Igazoljuk, hogy f nem periodikus:
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Valdban, ha T = 0 egy periddusa lenne f-nek, akkor minden z € R esetén artalomjegyze

kéne teljesiiljon a sinyz + T =sin/z (1) Osszefliggés. = = 0 -t helyettesitve
az (1) osszefiiggésbe, kapjuk, hogy sin/T = 0 vagyis /T = kr, k € Z* alakq,
tehat T = k’n®, k € N,

2
Helyettesitsiink az (1) egyenletben z helyett z = %-et!

2 2
Kapjuk, hogy sin T 24 =1, tehat 7r1/4k tl_r +2lm, 1 €7, vagyis
+k'm 4 2

V4k* +1 racionalis kell legyen, ami lehetetlen (k> 0).Tehat f nem

periodikus.
A ¢ fliggvény sem periodikus: hasonldan jarunk el, mint az f esetében: ha T

periddusa lenne g-nek (T = 0), akkor minden z € R esetén kéne teljesiiljon a
sin(z + 1) + cos (\/511: + \/§T) = sinz 4 cos~/2z Osszefliggés.

Végezziik elaz z =0, =7 és = = /21 helyettesitéseket az €16z6

egyenletben:
£=0=sinT + cos~2T =1 (1)
=7 = —sinT + cos~2m + 2T = cos~27 (2)

T =27 = Sin(\/iﬂ'—l- T) + cos2T = sin27 +1  (3)
A (3) Osszefliggésbdl kivonva (1) -et, kapjuk, hogy
sin (x/§7r + T) —sinT = sin~27,
0S o + 27 sin \/?T = ZSinﬁcosﬁ

2¢
Vom 42T 2m
=

és mert sin % = 0, kovetkezik, hogy cos 08— vagyis

Vor + 2T N V2r
2 2
l.eset: ha T = 2km akkor (1) alapjan < 22km =1, vagyis 232k =2l L.k € 7Z,
ami lehetetlen.

2.eset: ha T = —/27 + 2kn valamely k € Z -re.
-bol kovetkezik hogy:

[2J§T + \/§7r] 27
2 cos 5 cos 5

= 2km vagy % = 2k kell teljesiiljon, ahol k € Z .

1 2 2
:1+COS\/§7T:2'+C%\/7W:20082%,
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22T +2n e V27
2

0s——, vagyis
5 gy

Tartalomjegyzék
o V2r :
¢s mivel cos =~ = 0, kapjuk, hogy cos

V2T + 27 = 2im, vagy 2T = 2Ir, valamely [ € Z -re. (4)

Viszont T = —/27 + 2kn, ahol k € Z, ezért ismét ellentmondashoz jutottunk
(viszszahelyettesitve T -t (4)-be és felhasznéalva, hogy k,l € Z). Tehat g sem

periodikus.
. , 2 4 1
16. Bizonyitsd be, hogy oS — cos == + cosS—7T — cos— + cos5—7T =—.
1 11 11 11 11 2
. ey . 27 9m 4 T . .
Bizonyitas. Mivel cos— = —cos— ¢és cos— = —cos—, a kiszamitando
11 11 11 1
0szszeg irhatd
m 3T o T 9
S = cos — + cos — + cos — + cos — + cos —
11 11 11 11 11
alakban. A VIIL.4.1 paragrafus 2. feladata alapjan
T 05T g 107
s 3T o T gr S 11 cos 11 St 11 1
cos— + cos— + cos— + coS— + cos — = = =—,
11 11 11 11 11 sin ™~ ogin T~ 2
1 11

mert Sinlf—f = sini =0.

17. Bizonyitsd be az alabbi egyenlioségeket, ha A, B és C egy haromszog
szogeinek mertékei:
a) sin® A +sin® B + sin’ C —2cos Acos BcosC =2
C

A B A . B
b) sin® — + sin® — + sin®* — = 1 — 2sin —sin — sin —;
2 2 2 2 2 2

c) cos’ g + cos”

B , C . A . B .
— +cos"— =2+ 2sin—sin—sin—.
2 2 2 2 2
Bizonyitas. a) Mivel A+ B+ C = r, irhatjuk, hogy:
3 —cos® A — cos® B — cos® (A+B)+ZCOSACOSBCOS(A+B) =2&
& cos’ A+ cos’ B + (cos Acos B — sin Asin B)2 —
—2cos Acos B(cos Acos B—sin Asin B) =1 <
< cos® A+ cos® B + cos® Acos® B + sin® Asin® B —
—2sin2A4sin2B —2cos” Acos” B +2sin24sin2B =1 &
< cos® A+ cos® B — cos® Acos® B+ (1 — cos? A) (1 — cos’ B) =1l
S 1=1.
Az utols6 egyenldség fenndll, tehat az ekvivalenciak miatt a kezdeti is fennall.
Ezzel az éllitast igazoltuk.
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b) Alkalmazva a sin2§: #, stb. képleteket, a fenti azonossag a

Tartalomjegyzék

kovetkezokkel egyenértékii:
3—cosA—cosB—cosC 1_2\/1—cosA.1—cosB _ 1—cosC
2 2 2 2

b

[sing > 0, stb.] .

Az el6z06 egyenldség rendre ekvivalens a kovetkezokkel:

1—(cos A+ cos B+ cosC) = —%\/(I—COSA)G—COSB)(l—COSC)g
& 1—2(cos A+ cos B+ cosC) + cos” A+ cos’ B + cos’ C +

+2(cos Acos B + cos C cos B + cos B cos A) = 2(1 — (cos A + cos B + cos C') +

+(cos Acos B + cos C cos B + cos Acos C') — cos Acos BeosC) <

& cos” A+ cos® B+ cos’ C +2cos Acos BeosC =1 &

& sin® A+ sin® B 4 sin®> C —2cos Acos BecosC = 2,
ami pontosan az a) pontban igazolt azonossag.
Megjegyzés: A x) ekvivalencia azért all, mert ebben az esetben mindkét oldal
negativ, tehat nem 4ll fenn a veszély, hogy négyzetreemeléssel ,.elveszitiink”
egy elbjelt. Altalaban ezt nem tehetjitk meg.

A 1 A . e, o
c) A cos’ 3= Stcosd , stb. képleteket hasznalva ismét az a) pontra vezetddik
vissza a feladat.
18. Bizonyitsd be, hogy, ha z € |0, g , akkor
a) tgzsinz > 1°; b)tgH%Zx
Bizonyitas. a) z = 0-ra teljesiil az egyenl6tlenség, tehat feltételezhetjik,

hogy z > 0.
A VIIL.24. fejezet 4. faladatdban igazoltuk, hogy thw,Vwe[O,g] (1)

esetén. Konnyen belathat6 az is, hogy z €

0,~
2

esetén 0<1—tg2g<1 2) .
A tgzsinr > 1" egyenlStlenség rendre ekvivalens a kovetkezOkkel, ha

O,I] :
2

S
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tgx z tgx z 1 2tg5 2tg5 f
> L >0 = 7— | >0.
z sinz T sinz rsinz|]—tg® = 14tg” =
2 2

Viszont tgg > g és 0 <1—tg’ g <1, kovetkezik, hogy

T T
2tg — 2tg—
&5 &5 2 >[2x'2x 2]:0

—tg L 14g " 2 2
9 9

tehat (..) >0 ésezért tgrsinz > 2°,Vr €

0, 1].
2

T-sinx

b) mivel tgz,sinz,z >0 ha z €

0, g], az a) pontot felhasznalva irhatjuk,

hogy:

tgx—;SIHxZ\/mz\/sz'
19. Bizonyitsd be, hogy ha az ABC, hdromszdogben b* + ¢ = 2a°, akkor
a) 2ctg A =ctg B+ ctgC; b) a-m, =b-m,.
Bizonyitas. a) A IX.3.1 paragrafus 16.feladata alapjan:
2(()2 +c —a2)—a2 b+
4T
b) o’m’ —b’m; =a*- 206" +¢) o’ —b*- 2(a" +)-¥ =
4 4
(a2 — b2><2c2 —a’ — b2)

= =0.
4

2ctg A—ctg B—ctgC = =0

20. Szamitsd ki az R sugaru korbe irt szabalyos
a) hatszog;,  b) otszog;, c) nyolcszog oldalat.
Megoldas. a) A szabalyos n-szog oldalahoz tartozo kozépponti szog

mértéke —W, tehat a hozza tartozo keriileti szog mértéke T Igy az oldal i,
n n

, . LT . ’
hosszéra igaz az [, = 2R sin— 0Osszefiiggés.
n

Tehat a hatszog oldala [y = 2R sin% =R,

T J10 — 25 és

az Otszog oldala [, = 2R Sing =R- 5

a nyolcszog oldala [, = 2R sin% =RJ2-2.
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Tartalom;j ek
21. Bizonyitsd be, hogy ha az ABC haromszégben b+ ¢ = 3a , akkor aralomjegyze

B B A
a) 2tg—tgg: 1; b)T=a-r; c) sin—sing: sin—.
2 72 2 2 2

° o, » B - 1 r 4
Bizonyitas. a) tgg-tg%: p—1a =3 mert a +b+c=4a ésigy p=2a.
P

b) T=(p—a)-r,=a-r, mert p—a=2a—a=a.

c) singsin§:J<p—a><p—c> (r—a)(p—b)

ac ‘ ab -
_pr—a (p_b)(p_c):sinémertp_azl.
a be 2 a

22. Bizonyitsd be, hogy ha az ABC haromszégben b+ ¢ = 2a , akkor

B, C
a) Stggtg5:1; b) 2cos A+ cos B+ cosC = 2.
Bizonyitas. a) Az adott feltételbél 2p = a + b + ¢ = 3a, tehat
tgﬁtggz p—d :l.
2 2 P 3

b)2cos A+ cos B+ cosC —2 = (cos A—1)+ (cos A+ cos B+ cosC —1) =

= —2sin2é+4sinésingsin— =
2 2 2 2

oA A p—a)(p—c) [(p—a)(p—b)
= —2sin 54—451115\/]) P \/p P =

ac ab
= —25in2é+4siné- p_a-siné: 0 mert p—a :l.
2 2 a 2 a 2
23. Bizonyitsd be, hogy ha az ABC hdromszogben m(A) = g és m(B) = 2%/1 ,
akkor
b c a—>b
a) cosA=—, cosB=—, cosC =——;
2a 2b 20
b) cosAcosBcosC:%; c)h =h +h,.

Bizonyitas. a) Ha meghtizzuk a BD bels6 szogfelez6t, az ABD egyenld
szari haromszog keletkezik, tehat AD = BD .

Masrészt BD = 2ac cos~ és AD = be (a szog- B
a+c 7 ct+a o
felez6 hosszara vonatkozd tételbdl és a szogfelezd E ¢l
tételbdl), tehdt cosA = cos— = Y Ha ugyanezt ; I i
7 2a 4 z - o
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i ; - Tartalom;j ek
megismételjik a C sz0g CE szogfelezdjével, akkor a CF = EB e S
egyenldségbol kovetkezik, hogy cos B = cos277r = 2_Cb A szdgek mértékébol

kovetkezik, hogy az ABC héaromszog hasonld ACE haromszoghdz, tehat
AE _BC_AC prpsl kévetkezik, hogy BC = %2 és ¢ = 1 + ab.
AC BC AB c

2 22 2 _
TehétcosC:a+b ¢ _a—ab_a-b

2ab 2ab 2b

b) Az a) alpont alapjan az egyenldség pontosan akkor teljesiil, ha
a(b+c)=bc.

Ez ekvivalens a sin g [sin 277T + sin 4777] = sin 277r sin 477r egyenlOséggel.

. 7r[, 27 ) 4%] ) 7r[ . 3m 7'['] .27 . 3m
sin — | sin =— 4+ sin — | = sin —| 2 sin — cos — | = sin — sin — =
7 7 7 7 7 7 7 7

. 2 . 3w . Aw . [ 477] . 37
=sin—sin— mert sin— =sin|m — —| = sin—.
7 7 7 7

c) h =h+h < 1 % + 1 < a(b+ c) = be, tehat az egyenldség teljesiil.
a Cc

24. Bizonyitsd be az alabbi egyenldtlenségeket:
a)r, +n+r >9r; b) acos A+ bcosB+ccosC < p;
b+c) _m b+ m
2 2 2 > 2. d ( < _(1, e < a .
chrtnhn 2z AT e =,
. ap 2 | 1 1 1
Bizonyitas. a) A X.3.1 paragrafus 19/f feladata alapjan — = — + — + —.
r

7 T

a c

Az  els6  fejezet 9.2.2  paragrafusanak 3.  feladata  alapjan

1 1 1
[ A

a c

a’ (b2 +c —aQ) B 2(@21)2 + b’ —1—02@2)—@4 bt =¢

(r. +7+7) > 9, tehdtr, + 7, + 1. > 9r.

)Za cos Z 2abc 2abc
16T° , . p , " . . 2

= Sabe tehat a bizonyitand6 egyenldtlenség ekvivalens a 8T° < p-abe
aoc

egyenlbtlenséggel. A Heron-képlet alapjan

(a+b—c)(a—b+c)(—a+Db+c)<abc alakban irhaté és ezt mar igazoltuk az
1.9.4. paragrafusban ( 4/e feladat ).

c)Azr =p- tgg Osszefliggés alapjan az egyenl6tlenség ekvivalens a
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1 B o Tartalomjegyzék
tg? 5t tg? St tg? By >1  egyenldtlenséggel.
Ugyanakkor a VIII.5.6.2 paragrafus 15/g feladata alapjan
tetg D 4 tg Bl 4 teCigd 1
& 2 & 2 8 2 & 2 8 2 8 2
ésigy az v’ +v* +t* > uv + vt + tu egyenlStlenség alapjan
A B C
tg’ —+tg’ = +tg° —>1.
g 9 g 9 g 5 =
d) Az |, = 2be cosé A
+c 2 c
Osszefiiggés alapjan az B B b
egyenldtlenség ekvivalens a b C
b+c A b c
cos— < m, c
2 2 ! M N
" . P
egyenldtlenséggel.

Megszerkesztjik az M € (AB, N €(AC pontokat Ugy, hogy CN = AB,

BM = AC ¢és felvesszik az A-nak a BC felezpontjara vonatkozd P
szimmetrikusat. Belathato, hogy M ,P ¢és N egy egyenesre illeszkedik, tehat
irhatjuk, hogy

a

h AP 2m,
cos — = < = )
2 b4+c b+c b+c
ahol h az MAN haromszdg A csucsdhoz tartozo magassaga.
e) Ha N az A-hoz tartozé6 magassag talppontja,

akkor BN?> - NC*=c¢*—-b> és BN -NC =a A
2 72 2 2 72
alapjan BN = b ta és igy MN = ¢ b .
2a 2a
Tehat
too — AM  2a-h,  2bcsin A < 2bc o
& MN & —b = T =0 B M N ¢
Ebbé] kévetkezik, hogy sin a < % tehét
c
AN  h, < 2bc
NM m, ~ b0+
25. Bizonyitsd be az alabbi azonossagokat:
a) 1+t =AR+r; b) r7 + i+, =p
c) p’ =2r(6R—r); d) ab+bc +ca = p’ +1r° +4Rr;

e) a’ +b +c =2p° —2r" —8Rr; 1)
actgA+bcetgB+cctgC =2(R+7)
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Tartalomjegyzék
g) ., =p(p—o); h) (7, +7,) (5, +7.)(r, +7,) = 4Rp’;
2
i) 25 = o psiny
C : .
g ¢ g J) a = B C B
COS — COS —
_B-A 22
b—a Sin 2
k) 1)
C COSE (p—a)2+(p—b)2+(p—c)2:2R—7
be ac ab 2R

m) (c —a)(ccos B+bcosC) = ab(cos A —cosC)+ a(a —¢)cos B ;
n)a-ctgA+b-ctgB+c-ctgC =2R+2r;
o) 1,(r, +7.) + 5 (r + 1)+ r(n +1)=2p"

Bizonyitas. a) Mar igazoltuk a IX.3.1 paragrafus 19/h feladataban.

b)Azr =p tgg Osszefliggés alapjan az egyenléség ekvivalens a

A B B C c, A
tg—tg— +tg—tg— +tg—tg—=1
By By TEy By T,

egyenlOséggel és ezt igazoltuk a VIII.5.6.2 paragrafus 15/g alpontjaban.

c)
d) A 4r° = (catbte)le—brolatbc) &s 2Rr = — ¢ egyenléség
a+b+c a+b+c
alapjan a bizonyitando6 egyenldség ekvivalens a
4(ab+bc+ca)(a+b+c)=

=(a+b+c) +(—a+b+c)(a—b+c)(a+b—-c)+ 8abe
egyenldséggel. Ez szamolassal ellendrizhetd.
€) a’ +b0 +c =(a+b+c) —2(ab+ac+bc)=
=4p* — 2<p2 + 7‘24Rr) =2p° —2r° —8Rr.
f) actgA=2Rsin A-ctg A = 2R cos A, tehat
actgA+betg B+ cctgC =2R(cos A+ cos B+ cosC) =

= 2R-[1—|—4sinésingsing] = 2R[1—|—£] =2(R+r).
2 2 2 R

T _pp=a-bp—c
p—a p—b (p—a)(p—"b)

h) r, +5=T- 2pazh _ c- 1 , tehat

(p—a)(p—0) (p—a)(p—0)

=p(p—c).

g) =
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: Tartalomjegyzék
(r.4+n)(n+r)(r+n)= abe- T _ abe-T°-p? Jeey
T (p—a) (p-b) (p - ) T
abe )
=—p =4Rp".
T p p
. a’ a’
i) =3 7 2 P T2 =2T.
ctgB+ctgC a +c —b +a +02—¢
4T 4T
Jj) a~cos§cosg:a\/p(p_b).p(p_c) :p\/(p—b)(p—c) :psiné.
2 2 ac ab be 2
. B—A B+ A . B—A
: : 2sin cos gin — =
b—a sinB-—sinA 9 9 9
k) = — — ~ . _
¢ sin 2sin — cos — Ccos —
2 2 2

A+ B T—C .
mert cos 5 = COS 5 = simn—.

abc abe
(Za)p2—2p-2a2+2a3 Za3+6abc—2(al)2+a2”>
abc B dabc
o 2
Ugyanakkor 2B —r _ - =1 20
2R 2R p-abe
_dabc—(a+b—c)la—b+c)(—a+b+c)
dabc
z a’ + 6abe — Z (ab2 + a2b>
B dabc
tehat az 0sszefiiggés igazolasa teljes.
m) ccos B+ bcosC = a, tehat elégséges igazolni, hogy
(c—a)¢(1+ cos B) = ¢b(cos A —cosC), vagy

N ST I S MR

(SinC—sinA)2c082§— sin B-(cos A —cosC).

Ez igaz, mert (SinC—SinA)QCOSZ§ZQSinC;ACOSC;AQCOSZ§:
:QSinC;AsinC;AQcosgsing:(cosA—cosC)-sinB.

n) Az n) alpont ugyanaz, mint az f) alpont.
o) A b) alpont alapjan nyilvanvalo.
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o ; . , Tartalomjegyzék
26. Bizonyitsd be, hogy barmely n € N és azon x € R esetén, amelyekre az
egyenldségben szerepeld kifejezések értelmezettek, igazak az alabbi egyenldségek:
s
a) cos’ z + cos’ 2z + ... + cos’ nz = 2y cos (n +‘)zsmnx ;
2sinx

b) sin® z + sin® 2z + ... 4 sin’ nz = %— cos(n +1)zsinnz

2sinz
c)
sin 2z sin 4z sin 2nz 1 sinn(n+1)z

cos2z —sin2z  cosdz —sindzr  cos2nz —sin2nz N2 sin(w—n(n—l—l)x)

d)
sin z sin 3z sin 5z sin(2n — 1)z o tgina
cos’z  cos’zcos’ 2z cos’2rcos’3z  cos’ (n — 1)z cos’ nx sinz
.. 1 1 1 2 1 1
Bizonyitas. a) Z cos” kzr = ZM =24 —Zcos 2kx =
k=1 k=1 2 2 2 k=1
n 1 cos(n+1)z-sinnz
2 2 2sinz
a VIIL4.1 paragrafus 2. megoldott feladata alapjan.

b) S sin? hy = S LTCOSZRE 1 IS oy = L cos(nt Da-sinne.
— p— 2 2 24 2 2 2sinx

n

sin kx
c) =

“~ cos kx —sink’x
gin FE+D) gin FE=1)

753 2 _ 2 _
=2 cos kk+1) (k2+ ) T —sin k(k+1) T cos k(k=1) (k2— ) x —sin kk—1) (k; ) x

n(n+1)x

sin .
2 sin z

COS*ZL‘—S]HMI‘ COST —sInx
2
n +n—2
e —
2
n’+n—2 ) n2+n+2x

COS————— 2T — SIn
2

sin

Felhasznaltuk a Sina — sin b - sin (a —b)
cosa—sina cosb—sinb cos(a—0b)—sin(a+b)

azonossagot.
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Tartalomjegyzék
Osszefiiggés és a matematikai

d) A thnm+ 2sin(2n—2|—1)$ :tg2(7‘1+1)x
sinz  cos nz-cos  (n+1)x sin x
indukcio elve alapjan az egyenl6ség igaz Vn > 1 esetén.

27. a) Bizonyitsd be, hogy ha k € N és a, o € R ugy, hogy az alabbi kifejezések

értelmezettek, akkor
94
tg(a + ka) — tgha = Sina és
cosa + cos (a + 2ka)

2sina (k¢0).

cigha —ctg(a+ha)= cos a — cos (a + 2ka)

b) Szamitsd kia L és
‘= cosa + cos(2k +1)a
. 1 .
osszegeket.
‘= cosa —cos(2k +1)a
Bizonyitas. a)
b) Z 1 :tg(n—i-l‘)a—tga &
"= cosa + cos(2k +1)a 2sin o
i 1 _ctga—ctg(n+1)a
= cosa —cos(2k+1)a 2sin '

28. Szamitsd ki az alabbi dsszegeket, majd az eredményt igazold a matematikai
indukcio modszerével.:

a) S, =sin’z +sin® 3z +... + sin’(2n — 1)z ;
b) S, = cos’ z + cos’ 2z + ... + cos’ nz ;

c) S, =sin’ z + sin’ 2z + ... 4 sin’ nz .
Megoldas. a) 5, = ) sin’ (2k—1)z = %Z [1—cos2(2k—1)z] =
k=1 k=1

1¢ 1 sin4
zﬁ——Zcos(4k—2)x:E——-Sm i
= 2

4 sin2z
n . 1 n n
b) 5, =) cos’ kr = —[Z cos 3kz + 3 _ cos k;:v] =
k=1 4 k=1 k=1
. 3nz 3(n+1)z .nx  (n+l)x
sin = cos sin — cos ~—————
_1 2 2 4 2
4 3T
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. (n+1Dzx . nz . 3(n+1)x . 3nz Jeey
Sin Sin — Sin Sin
_ 1. 2 2 2 2
Y T . 3z
smg sin 22

29. Bizonyitsd be, hogy az ABCD kérbeirhato négyszégben
a) AC-BD=AB-CD+ AD-BC (Ptolemaiosz I. tétele);
b) AC _ AB-AD+CB-CD
BD BA-BC+ DA-DC
Bizonyitas. a) Az abra jel6lései alapjan az A

egyenlOség ~
sin (5 +7)-sin (6 + a) =
BB
sina-siny 4 sin - sin (o + 5 + )

alakban irhat6 ( a szinusz-tétel segitségével ).Ezt
igazoltuk a VIIL.5.6.2 paragrafus 13/b feladatdban.
b) A T[ABCD]=T[ABD]+ T[BCD] =

(Ptolemaiosz II. tétele).

AB-AD BC-CD
= T-sm(oﬁ-ﬁ)—i—
T[ABCD] = T[ABC|+T[ADC] =
_AB-BC, sin(8+7)+ ADTDC sin(8 + ) egyenldségek
sin(3+~) AB-AD+ BC-CD
sin(a+8) AB-BC+AD-CD’
Masrészt a szinusz-tételbol kovetkezik, hogy
AC =2Rsin(8++) és BD =2Rsin(a + ),
AC AB-AD+ BC-CD
BD AB-BC+AD-DC’

-sin (a4 B) és

alapjan

tehat

30. Az AB koriv felezépontjat jeloljiik C -vel és legyen P egy tetszéleges
pont az AB koriven. Bizonyitsd be, hogy PA-PB = AC* — PC*.
Bizonyitas. Az abra jelolései alapjan
PA-PB =4R’sinasin 8 és

AC? — PC? = 4R [sin? @ g2 @8

Masrészt

sin® a;ﬁ — sin’ a;ﬁ :%(cos(a—l—ﬁ)—cos(oz—ﬁ)):sin

9
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tehat PA-PB = AC* — PC*.

31. Bizonyitsd be, hogy ha H az ABC
hegyesszogii hdaromszég ortocentruma, akkor
HA+ HB+ HC =2(R+r), ahol R és r az
ABC hdromszog koré illetve a haromszogbe
irt kor sugara.

Bizonyitas. Az dbra jeldlései szerint ¢’
H
!/
AH = AC = b-cos 4 =2Rcos A,
sin B sin B
tehat
B

HA+ HB+ HC =2R(cos A+ cos B+ cosC) =

= 2R 1+4sinésin£sing]:2R[1+L]:2(R—|—r).
27 2 2 R

32. Harom egymdassal parhuzamos egyenes koziil a kézépso a két szélsotol a
és b tavolsagra van. Hatarozd meg annak az egyenlo oldalu haromszognek az
oldalhosszat, amelynek csucsai a harom egyenesen vannak (mindenik
egyenesen van csucs).

Megoldas. Miel6tt kiszamitjuk az oldal hosszat, kell igazolnunk, hogy 1étezik ilyen
haromszdg, és ha tobb van beldliik, akkor azok oldalai egyforma hosszisaguak (az
utobbi kérdésre maga a szamitas adja meg a valaszt, tehat nem kell foglalkozzunk
vele).

Feltételezziik, hogy sikeriilt megrajzolni egy ilyen haromszoget (alabbi &bra).
Eszrevessziik, hogy a B pontot 60° -kal elforgatva A koriil, megkapjuk a C' pontot.
Mivel B € v, kovetkezik, hogy a v egyenest forgatjuk el 60°-kal az A pont koriil és

ahol a kapott v’ egyenes metszi a ¢ egyenest, ott lesza C' pont.

t C

Tartalomjegyzék
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Tetsz6legesen tologatva az ABC, -et ( parhuzamosan ) az u,v,t egyenseken, minden

kapott haromszog megoldas lesz, ezért, az eldbbi észrevétel miatt, egy ilyen harom-
sz0g szerkesztése a kovetkezo:

1. Az u egyenesen felvesziink egy tetszOleges (A) C

pontot. 4

2. Az A pont koriil 60° -kal elforgatjuk a v egyenest. b m

3. A v és t egyenesek metszéspontja lesz az egyenld m

oldalt haromszog masik csticspontja. v |k a B
4. A B pont megszerkesztése az A és C pontok a:: M
segitségével. A

Az elébb vazolt gondolatok miatt az ABC
haromszdg egyenlo oldalu lesz, tehat 1étezik ilyen haromszog.
Szamitsuk ki az oldalhosszat a és b fiiggvényében:

, . . b, . o a
Az 4bra szerint sin « = — ¢és sin (60 — a) =—.
m m

Tehat sin 60° cosa — cos 60° sin v = ?COS@ —%sina S =

m
é?\/l—siﬁa—%sina—i (cosa > 0,mert 0 < a < 60%),
m
4 2 m> 2 m m ’
?“m”’f —a+2,
3(m2—b2):4a2—|—b2+4ab,
2 2 2
m=-—=+a" +b°+ab.
V3
) . BM 1
33. Az ABC, -ben legyenck M € (BC) és N € (AM) pontok tigy, hogy uC 3
és A]\]\; = 3 valamint {P} = BNNAC, {Q}=CNNAB.

AP AQ BN
PC’ AB’ NP
b) Hatarozzuk meg a CNP, és ABC, haromszogek teriileteinek aranyat.

a) Hatarozzuk meg az aranyokat.

Megoldas. a) Menelaosz tételét alkalmazzuk az A
AMC haromszogbena B — N — P szel6re majd az
AMB haromszogben Q — N — C szeldre. Tehat P
AP BM AN 1 .
= . =—-3=1¢s
PC  BC MN 3 o/ c

Tartalomjegyzék
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AQ COM AN 2

= =—-3=2.
QB BC MN 3
Ugyanakkor
BN _BM BQ_1 1_,

NP MC QA 2 2
T|[CNP] T[CNP] T[CAQ] CP CN AQ 1 3 2 1

b) T[ABC| T[CAQ] T[ABC] CA CQ AB 2 4 3 4°

34. Legyen ABC egy nem elfajult haromszog és M € (BC') ugy, hogy
MB = kMC (k€ R,). Igazoljuk, hogy (1+ k)AM < AB + kAC.

AB+k-AC

Megoldas. AM = ¥ tehat
437 = 1 2B+ #- 20) < p-(8] +-J)
és igy AM < —AB;_f];AC .

35. Igazoljuk, hogy egy haromszég egy belsé szogfelezbjének hossza kisebb, mint az
ugyanabbil a csucsbol kiindulo oldalak hosszainak harmonikus kozépardanyosa.
Megoldas. A szogfelez6 hosszara vonatkoz6 tétel alapjan

2bc A < 2bc 2

Thae 2 hte LI T

b ¢
36. Az ABC,-ben legyenek E € (AB) és F € (AC) ugy, hogy EF || BC
valamint M € (EF) és N € (BC) ugy, hogy ff—]g = % . Igazoljuk, hogy az A,

a

M és N pontok kollinearisak.
Megoldas. Ha EM k, akkor
MF

m:AE—i—k-AF és m:AB—i—k-AC"
1+k 1+k

Masrészt EF || BC alapjan létezik A € R, , amelyre

AB=\-AE és AC =\-AF.
Ebbdl kovetkezik, hogy AM = \- AN , tehataz A, M és N pontok egy
egyenesen vannak.

37. Legyen ABCD paralelogramma, M az [AB] felezépontja és N egy pont
a [DM]-en ugy, hogy MN = éMD.

Tartalomjegyzék
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- o Tartalomjegyzék
a) Fejezd ki az AN és BN vektorokat az AB és BC vektorok lineadris
kombinaciojaként.
b) Igazold, hogy az AN és C pontok kollinearisak.

¢c)Ha P € (AD) és Q € (AM) ugy, hogy % = S_]\i = %, bizonyitsd be,
hogy az [AN], [MP)] és [DQ] szakaszokkal, mint oldalakkal szerkesztheto
haromszog.
Megoldas. a)
7 _ 2AM +AD _AB+BC B c
3 3
- BM +BD BA+BA+BC M
o~ _2BM +BD _ BA+BA+BC _ N
3 3 0
BC —2AB |

b) AC = AB + BC , tehat A, N és C kollinearisak és AN :%AC.
2W+A_D’+2E1’+EM+2W+W_

c) AN + D@ + MP = . .

_ AM + MD + DA
a 3

vektorokkal szerkesztheté haromszdg. Ennek a haromszognek az oldalhosszai
AM,MD és DA.

— 0, tehat az AN,DQ és MP

38. Legyenek A[l +/3, 2], B[; #] és C[l, %J pontok a sikban.

Igazoljuk, hogy az ABC, derékszogii. Melyik a derékszog?.
Megoldas. Mivel két - A(z,,y, ), B(z,,y, ) - ponton atmené egyenes egyenlete

Yy—-v _ -1

Y — Y I — I ’
kovetkezik, hogy az ABC, oldalait tart6 egyenesek iranytényezoi rendre
Y — Y Yo — Y Ys — U
) Y >

Ty — Ty Ty — T3 T3 — Ty

ahol az A, B és C pontok koordinatai A(xl,yl),B(a:z,yQ) és C(xg,yg).
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V3
Tehat az AB iranytényezdje: m,, = 1—2,
~+43
2
1
az AC iranytényezdje: m,, = ——,
V3
V3
a BC iranytényezdje: my, = Ll
2

Két egyenes akkor merdleges egymasra ha iranytényezoik kozott fennall az
m,m, = —1 Osszefiiggés. Ebbol kovetkezik, hogy csakis az AC egyenes lehet merd-

leges valamelyik masikra ( az 0 iranytényezdje pozitiv egyediil),

L —J3 = my,, tehita C derékszog.
mye
39. Szamitsd ki:
a) 37+ /50 + 7 — /50 ; b) {45 — 2942 ;
c) 3314 — 10042 — 99— 7042 ;. d) i/H%\E _?i/l_% g .

Megoldas. a) Ha z = 3/7 +/50 +§/7 — /50 , akkor z° = 14 — 3z, tehat = egy
valés gydke az 2° + 3z — 14 = 0 egyenletnek. De

2’ +3r—4=(r-2) (:1:2 +2x + 7) és igy az egyenlet egyetlen valos gyoke

z = 2.Tehat

7+ 50 +3/7—/50 =2.

b) (a— bﬁf‘ = a® — 30’2 + 6ab® — 24/2b° , tehat o® + 6ab® = 45 és

3a’b 4 20° = 29 Osszefiiggések kéne teljesiiljenek. Ha a = 3 és b = 1, akkor az sz-
szefiiggések teljesiilnek, tehat

Y45 -29V2 =3 —-2.

c) Az elébbihez hasonldé gondolatmenet alapjan
m =3-242 és
Y3814 —100v2 = V11 - 22,
tehat {3814 — 10042 — /99 —70v2 = 14 — 3.

Tartalomjegyzék
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d)Hax:i/l—i—g\/z—dl—g\/z akkor
3V3 3V3

x3:1+2\ﬁ_3x. 1_£.Z_ 1_2 v ,
3V3 9 3 3V3

tehat = valos megoldasa az 2° — z — % \/Z = 0 egyenletnek.

Ha az z = y\/g helyettesitést elvégezziik, a 7y* — 3y —4 = 0 egyenlethez jutunk.

De 7y’ —3y—4=(y— 1)<7y + Ty + 4 ¢ésigy y =1 az egyetlen megoldas, tehat

P
40. Hatdrozd meg az X ¢és Y valos szdmokat 1igy, hogy VA +~B =X +JY ,
ha A, B>0¢és A>—B>0.

Megoldias. Az A++B=X+Y +2J/XY egyenldségbdl X +Y =A és
XY = g tehat

l?_ _[2_
A+\/E:\/A+;4 B+\/A ;4 B

41. Bizonyitsd be, hogy ha a, b, c € R", a—{—b—i—c:cOésl—i—l—i—l:;,
a b ¢ a+b+c

akkor
1 1 1 1
a2001 + b2001 + 02001 = a2001 _|_ b2001 + C2001 :
. iy s 1 1 1 1
Bizonyitas. Ha — + —+—=———— akkor abc = (a + b + ¢)(ab + bc + ca)
a b ¢ a+b+ec
ésigy (a+b)(b+c)(c+a)=0.Ha a = —b, akkor
1 1 1 1 1 1 1 1
2000 + p200r 2001 = P - G001 200 = 2001 = (@a+b+ 6)2001 .

Hasonlo6an lathato be az egyenléség a masik két esetben is.

42. Bizonyitsd be, hogy ha a, b, ¢ € R*, akkor abc(a +b+c) < a’b+b’c+ c’a.
Bizonyitas. Mivel a, b és ¢ pozitivak, a bizonyitando egyenlétlenség ekvivalens a

kovetkezbvel:
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2 b2 2
(a+b+c)§%+;+% (1)

Az (1) egyenlbtlenség szimmetrikus a, b és c-ben, ezért irhatjuk, hogy a < b < c.

Az a <b < c¢ Osszefiiggésbdl kovetkezik, hogy a® < b* < ¢*, tehat az o, b*, ¢ és

111 . -
i szamsorozatok ellentétes rendezésiick.
c

A rendezési elvbdl kovetkezik, hogy
a’ .14_[)2 -1—1—62 .1Sa2.l+b2.l+02 l

a b c c a b
ami éppen az (1) egyenl6tlenség.

b

43. Hatdrozd meg az dsszes olyan p primszamot, amelyre p° —2, 2p> —1 és
3p® 4 4 szintén primszam.

Megoldas. Ha p = 2, akkor 3p° + 4 péros és nagyobb, mint 2. Tehat p paratlan
primszam. Ha p =7, akkor p° —2=47,2p° —1=97 és 3p> +4 =151. Ezek
mind primszamok, tehat p = 7 egy megoldds. Ha p > 7, p’-nek 7 -tel valo osztési
maradéka 1, 4 vagy 2. Az els6 esetben (3p2 + 4)57 , a masodik esetben (2p2 — 1) 7
és a harmadik esetben (p2 —2)57, tehast p<7. Ha p=3, akkor p° —2=7,
2p° —1=17 és 3p° +4=231 tehdt p=23 is megoldis.Ha p =75, akkor
2p> —1 = 49 nem primszam, tehat M = {3,7}.

44, Bizonyitsd be, hogy 1—l+l—l+...+ 1 ! L !

—— = +o4—.
2 3 4 2n—-1 2n n+4+1 2n
(Catalan ésszefiiggés)

Bizonyitas. Matematikai indukcidval igazoljuk az allitast:

) 1 1
n = 1-re igaz az allitas, mert I—E:E.
1 1 1 1 1 1
Feltételezzik, hogy 1 — =+ —— ...+ ————=——+ ...+ —— ¢és
T %—1 2k k4l 2(k)
igazoljuk,hogyl—l—i-l—...—i- LI = L + ...+ 1 .
2 3 2k+1 2k+2 k42 2k + 2
Val6ban az indukcios feltétel szerint
PRI S I S S
2 7 2%k—1 2% 2%k+1 242
1 1 1 1
=t .=+

k+1 %  2%+1 2k+2

Tartalomjegyzék
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+..+ +
k+2 2k +1
—th + L + !

k+2 7 2%k+1 2642’

tehat a matematikai indukcio elve alapjan Vn € N esetén

1 1 1 1 1 1
l——+——... + -——= + ... +—.
2 3 2n—1 2n n+1 2n

11
E+1 2(k+1)

45. Bizonyitsd be, hogy ha a + b+ ¢ = 0, akkor
be —a’ +ac—b2 _i_ab—c2 _0
bec+2a>  ac+ 20 ab+2¢° ’

ahol a, b, c € R és a nevezok egyike sem 0.

. P b . 1a1s . - . .
Bizonyitas. Az 1 =—, y = < jeldléssel x +y = —1, tehat a bizonyitandd
a a

xQ—l—x—i—l.[ 1 ]_ 2 +r+1
r+2 2x+1) 22°+5x+2

egyenldség N
x fe—

alakban irhat6 és ez igaz.

46. Egy mesebeli fa egyszer elkezdett novekedni. Az elsé nap félszeresével
nott, a masodik nap az egyharmadszorosaval, a harmadik nap az
egynegyedszeresével és igy tovabb. Hany nap alatt nétt a szazszorosara?
Megoldas. Szamoljuk ki, hogy az elsé néhany nap elteltével milyen magasra
nétt a fa, majd matematikai indukcidval probaljuk megadni a fa magassagat az
eltelt napok fiiggvényében.

Kezdetben a fa magassaga 1-szerese volt onmaganak.

Az elsO nap utdn a magassaga: 1 +% = g
A 2. nap utan: §+l.§:§+l:é
2 32 2 2 2
A 3. nap utan: £+l£:§
2 4 2 2
Az eddigi eredmények alapjan azt feltételezziik, hogy az n-edik nap elteltével
n+ 2

a fa magassaga -szerese a kezdeti magassagnak.

n = 1,2,3-ra lattuk, hogy teljesiil a feltételezésiink.

Ha feltételezziik, hogy ez igy van az n-edik nap végén is, akkor a faaz n +1-

edik napon addigi magassaganak 5 -szeresével no ( a feltétel szerint ), tehat
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I n+2 n+3
n+ 2 2
a kezdeti magassagnak. Ezzel igazoltuk, hogy altalaban, az n -edik nap végén a

: - . 2
az n -+ 1-edik nap végén a fa magassaga — a -szerese

, n+2
fa magassaga

-szerese a kezdeti magassagnak és igy a fa magassaga

n—+2

akkor lesz szédzszorosa a kiindul6 magassagnak, ha =100, vagyis

n =198.

47. Bizonyitsd be, hogy az f: A — B fiiggvény pontosan akkor sziirjektiv, ha

VX C A esetén Cyf (X)= f(C,X).

Bizonyitas. Ha az egyenldség teljesiil és X = @, akkor C,@ = A és igy

B=f(A4), tehat f szirjektiv. Ha X =A\{z,} akkor C,X ={z,} és

F(C,X)={f(z,)} tehat f(X)=B\{f(z,)}. Ha f nem injektiv, akkor létezik

olyan y, z, ¢és z, =1,, amelyre y, = f(z,)=f(z). Igy 2z € X tehat

f(z,) € f(X) ésezellentmond f(X)= B\ {f(x,)}-nak.

Ha f bijektiv és X C A, akkor kétiranyu bennfoglalést bizonyitunk:

beC,f(X)=beB\ f(X)&be B és Az e X Ggy, hogy fx)=b.

De b € B, tehat létezik z, € A gy, hogy f(z,)=b. Az elébbi tulajdonsag

alapjan z, € X, tehat z, € A\ X ésigy b € f(C,X). Ebbél kovetkezik, hogy
Cyf (X)C f(CX).

Ha b € f(C,X), akkor létezik z, € C, X gy, hogy f(z,) = b.Mivel f injektiv,

nem létezik = € X ugy, hogy f () =0b,tehat b € C,f (X).

48. Bizonyitsd be, hogy az f: A — B fiiggvény pontosan akkor injektiv, ha

f(XNY)=f(X)nf(Y), VX, YCA.

Bizonyitas. Ha f nem injektiv, akkor létezik z,,y, € A ugy, hogy

Flzy)=f(w)-

Ebben az esetben az X ={z,} és Y ={y,} halmazokra nem teljesiil az

f(XNnY)=f(X)nf(Y), tehat ha ez a feltétel teljesiil minden X,Y C A

esetén, akkor [ injektiv.

Ha f injektivés X NY = Z (X,Y c A) akkor f(Z)c f(X)Nf(Y).

Maésrészt ha u € f(X)N f(Y), akkor 1étezik z, € X és y, € Y ugy, hogy
flzy)=fly) =
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. . . T 1 : rk
Mivel f injektiv v =1z, =y, ésigy ve X NY, tehat artalomjegyze

u=fwef(XNY).
Az elébbi két tulajdonsag alapjan
FXNY)=f(X)nf(Y), VX, YCA.

49. Hatdrozd megaz f: R — R, f(x)=~1*+2+1—a> —z+1 fiiggvény
képeinek halmazat.
Megoldas. Lasd a VI.1.2. paragrafus I1/3 feladatat ( 148. oldal ).

50. Az m és n valos paraméterek milyen értékeire teljesiil az Im f = [—4, 5]
2
egyenléség, ha f: R — R, f(x):?)xt%—m , VzelR.
X

Megoldas. Az f fliggvényt a kovetkez alakban is irhatjuk:
32 +mx+n+3—3 ms+n—3
f(z) = : =3+
" +1 - +1
mx +n—3
r’ 41

Tehat Im f = [~4, 5] & —7 <

<2, Vz e R, ésa tort minden értéket

felvesz a [—7, 2] intervallumbodl. Az elébbi egyenlétlenséglanc a kdvetkezo

egyenldtlenségrendszerrel egyenértékii: (x2 +1>0,Vz € R)

28 +2>mr+n—3 2$2—mx—n+520'

{—7$2—7§mz+n—3 [7x2+mx—|—n+420
Ahhoz,  hogy Im f=1[-7, 2] teljesiijon, a  fenti = masodfoku
egyenldtlenségekben szerepld masodfoku fiiggvények minden értéket fel kell
vegyenek a [0, + oo) intervallumbdl, és mas értékeket nem vehetnek fel, vagyis
a
A =m’—28n—-112=0

A, =m’—8n—40=0

egyenlOségek kell teljesiiljenek.
Ké&vetkezik, hogy 36n = —72, vagyis n = —2 és m* = 56, tehat m = /56 .
Tehat a megoldas: m € {i\/%} ésn=—2.

51. Hatarozd meg az a és b valos paramétereket ugy, hogy az
f(x)= max{:z:2 +az +b, °+br+ a}
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fiiggveény grafikus képe athaladjon a (—1, 4) és (2, 9) pontokon.

Megoldas. Ha a > b akkor

> +ax+b z>1

max{x2—|—ax—|—b, x2+bx+a}: , .
" +br+a <1

Tehataz 1—a+b=4 és 4420+ a =9 egyenlbségekhez jutunk. Igy a = _1
3
és b — % Ab>a esetbenaz a :% és b — —% értékekhez jutunk, tehat
w5
3 3) (3 3

52. 4z f:R— R, f(z)=azx+b fiiggvény minden valos x esetén teljesiti az

f(f@)==x egyenloséget. Milyen geometriai transzformdcioja f a
szamegyenesnek?

Megoldas. f(f@)=af @ +b=a-(az+b)+b=0a’z+ab+b,

tehat a feltétel szerint o’z +ab +b =12, Vo € R.

Kovetkezik, hogy
(a2 —1>x—l—ab+b:0, VxeR,

¢s mivel egy polinom csak akkor identikusan nulla, ha minden egyiitthatoja
nulla, kovetkezik hogy o =1 és ab+b=0 (vagy ha nem tetszik, akkor
helyettesitsiink = -nek 0-t, majd 1-et, stb.).
Két esetet kell vizsgaljunk:

1. Haa=1,akkor b =0.

2. Ha a = -1, akkor b € R tetszdleges.
Az elsd esetben f(z) =z, tehdt f minden z pontnak megfelelteti onmagat,

vagyis f az identikus transzformacio.
A masodik esetben f(x) =—x+ a, a € R allando, tehat f(x) = sot(x), ahol

s(x) = —r szimmetria és ¢(z) = z — « eltolas. Tehat f egy szimmetriabol és
egy transzlaciobdl tevodik Ossze.

53. Legyen a az 2° +pr+q=0 és 3 a —a° + pr+q=0 egyenlet egy-egy
gvoke. Bizonyitsd be, hogy az %xz + px + q =0 egyenletnek van legaldbb egy

gvoke o és 3 kozt.
Bizonyitas. Mivel a gyoke az 2* + pz + ¢ = 0 egyenletnek, kovetkezik,
hogy

Tartalomjegyzék
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o’ +pa+qg=0 1) I
Hasonloan, —p°+pB+q=0 (2).

Vizsgaljuk o és 3 értékétaz f(x) = %1:2 + px + ¢ fliggvényben:
éoﬁ +pa+q= —%of <0 (az (1) Osszefliggés alapjan ) és

%ﬂz +pB+q= 362 >0 (a (2) Osszefiiggés alapjan ).

Tehat az f(x) = %xQ + pz + ¢ fiiggvénynek vagy gydke o vagy 8 (ha a =0

vagy 5 =0 ), vagy pedig eldjelt valt az [a, ﬁ} intervallumon, ha o < 3, illetve

a [3,a] intervallumon, ha 3 < «. Ez pedig pontosan azt jelenti, hogy f-nek
van gyoke o és (3 kozott.

54. Az ABCD négyzet AB oldalegyenesén mozog a P pont. Milyen hatarok

X

kozott valtozik a re arany?
PD B —~P A

Megoldas. Amikor pe(BA) az A iranyaban
mozdul el a PC novekszik és a PD rovidiil, tehat a
% arany novekszik. gy P = B-re a legkisebb és
P = A-ra alegnagyobb értéket kapjuk, tehat

Ha P az egész AB egyenesen mozoghat, akkor az
abran lathato jeldléssel:

PC  (z+1)7 +4

PD fz—17 +4

2
tehat elégséges meghatarozni az E (z) = %xig kifejezés értékkészletét.
r —
2
Ha w =y, akkor az
T =245

1-y)z* +2(14+y)z+5(1-y)=0
egyenletnek van valos gyoke, tehat
A=4-((1+y) -5(1-y’)>0.
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Az y—6y+1<0 egyenldtlenség megoldidshalmaza M = [3 —22,3+22 ],

tehat a P_lc; arany minden értéket felvesz a [\/§ —1, 2+ 1] intervallumbol ( és
mas értéket nem).

55. Hatarozd meg az f:R—R, f(z)=|z—a |+ |z—a,|+.+|z—a,|
fliggvény minimumat, ha a, < a, < ...<a,.

Megoldas. Ha n paros (n=2k), akkor az f konstans az [a,aq,,,]
intervallumon és itt éri el a minimumat.Ez

fla)=a —a +a, —a, +...+a, —a_ +a,, —a +..+a, —a =
= <ak+l +a,., —|—...+an)—(a1 + a, +...+ak).

Ha n paratlan (n =2k +1), akkor az

Gt an] intervallumon f ndvekvo és az

intervallumon csdkkend, tehat a minimuma:
f<a’k+1> = (a’k+1 - a1> + (ak+1 - a2> +...+ (ak+1 - a’k) +

+<ak+2 - ak+1> + (ak+3 - ak+1> +ot (an - ak+l) =
= (ak+2 + a5 +...+an)—(a1 + a, +...+ak).

[CLL Qj4q

56. Hatarozd mega z =x +y + \/(a — 2?2+ (b—vy) kifejezés minimumdt, ha

a és b valos szamok, © és y tetszoleges nemnegativ szamok.

Megoldas. Tekintsiik az M(a,b) pontot a sikban. .

Ha P(z,y), akkor

t+y+a—?+(b—y)} = AP+ PB+PM >
>0OB+ BP + PM >0P+ PM >0M.

Tehat a kifejezés minimuma pontosan akkor all z
elo,ha x=a ésy=». Y

M(a, b)

Belathato, hogy a < 0 vagy b < 0 esetén is a 0
minimalis értéket © = y = 0 esetén kapjuk.

ISE 4

57. Abrdizold grafikusan az f: R — R, f(z) = z-[z] fiiggvényt.
Megoldas. f) =0 ha z¢ [0, 1), far =z ha ze [1, 2) és altaldban

f) =ke haa:e[k, k+1).
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58. Szamitsuk ki a kévetkez6 f:D CR — R fiiggvényekre az fofo..of
i gt}

n-—szer

osszetetelt:
a)f<x>=§; b) f(z) =z +a, acR;
o) @)= [o+2): @) =22,

Megoldas. a) (fo f)@) = 2 s altalaban [fofo... of
9 - -

n

(v) = % Ezt indukcio-

val igazolhatjuk.
b) (fo f)@ =z +2a ésaltalaban [f ofo..o f](w) =z+na.
(A T

2 4 _ o 2
c)Ha f) = vt , akkor fw=2 (@ 2)2 .
2z fa+2 (x+2)

(fof)a@ —2 [f(z)—?T :[x—

i -
S onwr2 |fam+2

22
2] és indukcioval igazolhatjuk, hogy

T+ 2
_[x_2J2n
T+ 2

A ofo..o = .($_2)2n+($+2)2n
Tehat [f fn... f](x)—2 ($+2)27;_($_2)2n

[fofo...of](x)—Q

[fofomof}z%+2

Vn >1.

X
3z +4’

d) (fof)@ =

Tartalomjegyzék
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(fofof)w = és altalaban
T+
T
ofly=—T"— Wn>1.
[fOftz Of]x T n >

59. Bizonyitsd be, hogy ha a, b, c € R, a =0 és a(4a + 3b + 2¢) > 0, akkor nem
lehet az ax® + bz + ¢ = 0 egyenlet mindkét gydke az (1, 2) intervallumban.
Bizonyitas. Ha (1, 2) a két gyok, akkor z, — 3z, +2 < 0, tehat

(2 +25)—3(2, +1,)+4<0.

Ebbdl kovetkezik, hogy 4a” + 3ab — 2ac + b+ b* < 0, tehat ha hozzaadjuk az adott

egyenlStlenség megfeleld oldalait a S* —4ac < 0 egyenlétlenséghez jutunk. Ez
ellentmondas, mert a gyokok valosak, tehat nem lehet az egyenlet mindkét gyoke az
(1, 2) intervallumban.

60. Bizonyitsd be, hogy ha a,b,c € R, a =0, b* < 4ac és 4a +2b+ ¢ > 0, akkor

a+2b+4c>0.
Bizonyitas. Tekintsik az f: R — R, f(@) = az’ +bx + ¢ fiiggvényt. A feltéte-

lek alapjan A <0 és f(2) > 0, tehat f [%) > 0 mert a fliggvény eldjeltarto.
.1 1 ,
Igy Za+§b+c> 0,tehat a +2b +4c > 0.

61. Hany olyan f:[0, 1] — [0, 1] fiiggvény létezik, amelyre

(@)= fy)| 2l e —y| Yo,y elo, 1]?
Megoldas. Ha z =1 és y =0, akkor az | f@)— f(0)| > 1 egyenléséghez jutunk.

Mivel f(1),f(2) € [o, 1] , kovetkezik, hogy {f (1), f(0)} = {0, 1} .

leset. Ha f(1)=1 és f(0)=0, akkor y =0 esetén az f(x) >z Vz € [0, 1]
egyenldtlenséghez jutunk, tehat f(z) =z Vz € [0, 1].

2.eset. Ha f(0)=1 ¢és f(1) =0, akkor y =0 esetén az f(z) <1—z, Vo € [0, 1]
¢s y=1 esetén az f)>1—z, Vx € [0, 1} egyenl6tlenséghez jutunk. Tehat
fw=1-z Vz e [O, 1] ¢és igy két fiiggvény teljesiti a feltételt.

62. Bizonyitsd be, hogy az ABC, pontosan akkor derékszogii vagy egyenlo
szaru, ha
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tgB sin’ B T

tgC Csin?C

Bizonyitas. Az egyenlség a sin 2C = sin 2B egyenldséghez vezet, tehat
sin(C — B)cos(B+C)=0.
Ha sin (C' — B) = 0, akkor a haromszdg egyenld szaru, mig ha cos(B+C) =0,

akkor B+ C = g és igy a haromszog derékszogi.

63. Bizonyitsd be, hogy ha 8 cos Acos BcosC =1, akkor ABC, egyenlo

oldalu.
Bizonyitas. A koszinusz-tétel alapjan

<b2 +c— a2><02 +a° — b2><a2 +b° — 02) = a’b’c’,
tehat az 1.9.4. paragrafus 4/¢ feladata alapjan o® = b* = ¢* és igy a haromszog
egyenld oldalu.
64. Adott keriiletii téglalapok koziil melyiknek a legnagyobb a teriilete?

Megoldas. Ha az oldalak = és y, akkor z +y = g allando. Igy a szamtani-

2
mértani kozepek kozti egyenlbtlenség alapjan axy < [xT—I—y] . Egyenl6ség

xr = y esetén teljestil, tehat a négyzetnek a legnagyobb a teriilete.

65. Adott teriiletii téglalapok koziil melyiknek a legkisebb a keriilete?
Megoldas. Ha z és y az oldalak hossza, akkor zy =T allando. Igy az

2
zy < [:ETW] egyenl6tlenség alapjan a keriilete akkor a legkisebb, amikor

r =y vagyis a négyzet esetén.

66. Adott keriiletii haromszégek koziil melyiknek a legnagyobb a teriilete?
67. Adott teriiletii haromszogek koziil melyiknek a legkisebb a keriilete?
Megoldas.(66-67) A VIIL5.6.2. paragrafus 19/f feladata alapjan

A B C 1

(%) tg—tg—tg— < ——.
85 858y =33

. 9 ” , .. r 4R 1
Masrészt a p* > 3+/35 egyenlbtlenség p > 3/3r majd i p < 37 alakban
irhato.

4R 1 , .
De — = T B C (IX.3.1. 19-es feladatanak c) alpontja )

p COS — COS — COS —
2 2 2
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és é = singsingsing ( lasd ugyanannak a feladatnak az e) alpontjat)
tehat a p’ > 3v/35 egyenlbtlenség ekvivalens a (x) egyenldtlenséggel.
Egyenldség pontosan akkor allhat fenn, ha a haromszog egyenld oldald, tehat
ha rogzitjik a keriiletet, akkor a legnagyobb teriilete az egyenld oldalt
haromszognek van és ha a teriilletet rogzitjiik, akkor a legkisebb keriilete

szintén az egyenld oldalti haromszognek van.

68. Szdmitsuk ki az M(z,,y,) pont tavolsagat az ax +by+c =0 egyenletii

egyenestol!
Megoldas. Ha P(z,y)cd akkor MP’ = (z—ux,) +(y—y,) és igy az

2
f@=(z—z,)+ (_C ; @ 3/0] masodfoku fliggvény minimumat keressiik.
J—_— A _ (a’mo + by, +C)2
min aQ - a? +b2 2
411+ W

tehat az M pont tavolsdga az az + by + ¢ = 0 egyenletii egyenestdl
Q= |a:z0 + by, + c|
Ja© + b .
69. Adott az A(x,, vy,) és B(z,, y,) pont. Hatdrozzuk meg az M(z, 0) pont

abszcisszajat ugy, hogy az A — M — B utvonal hossza minimalis legyen!
Megoldas.

AM + MB = \/(x - xl)Q +y° + \/(x - J52)2 +y° > \/(xl - x2)2 + <y1 - yz>2
Tehat ha az (AB) szakasz metszi az Oz tengelyt, akkor a metszéspontra

AM + MB minimalis. Ha az AB szakasz nem metszi az Oz szakaszt, akkor a
Minkovski egyenlotlenséget

\/(J7_x1>2 +y’ +\/(x_$2>2 +y’ > \/($1 _x2>2 "‘(91 _3/2)2

alakban irjuk fel ( ez annyit jelent mintha a B pontot tiikroztiikk volna Oz -re
nézve ) és az AB' szakasz biztosan metszi az Oz tengelyt ( B’ koordinatai z,

es 4, )-

70. Egy téglalap egyik oldaldara félkort szerkesztiink. Mennyi a téglalap
oldalainak aranya, ha a kapott alakzat keriilete Kés a teriilete maximalis?
Fogalmazd meg, majd oldd is meg a dudalis feladatot!

- b’

és K=4a+2b+27b.

Megoldas. Az abra jelolései alapjan T = 4ab +

fgy 4da=K—-2b(m+1)

Tartalomjegyzék
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es T:b-(K—Zb(W—l—l))—l—%:bQ-[%—2(W+1)]+K-b
Ennek a kifejezésnek b = = esetén van maximuma €s ebben az esetben
s
bom 1 ias.
a 4 2

71. Szamitsuk ki adott korbe irt téglalap teriiletének maximumat!

Megoldas. Ha R a kor sugara és =z, y a téglalap oldalainak hossza, akkor
' +y° =4R* és a teriilet zy. A 2zy <2’ +9y° egyenlStlenség alapjan a
téglalap teriilete akkor maximalis, ha z = y = R+/2, vagyis négyzet esetén.

T72. Szamitsuk ki az R sugaru kor koré irt trapéz keriiletének minimumat!
Megoldas. Az abra jelolései alapjan AB = x +y és igy

(z+y) =(2R) +(y—=z).
Tehat keressiik a 2z +2y kifejezés minimumat ha zy = R*. A szamtani-
mértani kozepek kozti egyenlbtlenség alapjan 2(z +y) > 4R és egyenlOség
csak z =y = R esetén van. Igy a legkisebb keriiletii, R sugara kor koré irt
trapéz a négyzet.
73. Egy folyé partian 3200 m’ nagysdgi, téglalap alakii teriiletet kell
elkeriteni. Mekkoranak valasszuk a téglalap méreteit, ha azt szeretnénk, hogy a
kerités a legrovidebb legyen? (a parton nincs kerités)

Megoldas. Az ab = 3200 feltétel mellett a 2a + b minimumat keressiik.
2a+0b

Masrészt > ~2ab ésigy 2a +b >160. Egyenldség akkor lehetséges, ha

20 =0 ésigy a=40m és b=80m.

T74. A vizszintessel o szoget bezaro iranyba kiloviink egy lovedéket. Milyen
magasra emelkedik ez a lovedék, ha a légellendllast elhanyagoljuk?
Megoldas. A 16vedék mozgasanak egyenletei a tengelyekre lebontva
v, = U, COSQ, vj = (vo sin gp)Z — 29y,
v, sin”
2

tehat a palya csticspontja y = magassagra van.

75. Egy gyalogos az A helyiséghbol a D D
helyiségbe tart. A két helyiséget nem koti ossze

kozvetlen ut. Hol kell letérnie az AB utrol a

mezore, ha az uton a sebessége v, mig a A C

mezén v,, a leheté legrovidebb idé alatt
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, . . . , , . Tartalomjegyzék
szeretne D -be érkezni, és a D-nek AB-re eso vetiilete A-tol a méternyi JeeY

tavolsagra van?
Megoldas. Az ut megtételéhez sziikséges id6

g — 1)2 2
fay= Ly daZ ot h

Uy Uy

/ 2 2 ler 22 2
Ha£+—(a Z t+h =m akkor—(a D th —m-= és igy
v Uy U,y v
2 2 2
(a—2*+h" oz
Uy Yy
, 1 1 2 2
tehat az 7’ [—2 - —2] + 2z [—% + 0 h ta —m’ =0 egyenletnek
v, U (A vy

2 2 2
A/:[—%Jrﬂ —[%—%] e R
G U Y Uy
2 2
SYLTETRVE W TV
/Ul U? vl UIUQ /UQ /Ul ’U2
m2—2—am—[i2—i2](h2+ 2)20
U U Y
. s . 1{2a
Az m legkisebb értéke tehat m = —|— — JA, |,
vl
2 2 2 2
ahol A1:4i2+4 %—%](h“r 2)_4h ta _h_2
v} v, v, v,
; a R +a* R
U Uy U
Erre az m értékre A’ = 0, tehat
a _m
. :Ug Ul:(vl-a—m)vl
min iii (’Uf*'U;)
2 2
U Y

tavolsag megtétele utan érdemes letérni az utrol.

76. Keét vasutvonal derékszogben metszi egymast. A keresztezodés fele
egyidejiileg egy-egy vonat halad a két vasutvonalon. Az elsé vonat, amely a
keresztezédéstol 40 km tavolsagra fekvo allomdasrol indul, percenként 800 m-t
tesz meg, a masodik vonat pedig a keresztezodeéstol 50 km tavolsagra fekvo
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dllomasbol indul és percenként 600 m-t tesz meg. Az indulas pillanatatol Tartalomjegyzek

szamitva hany perc mulva lesz a két mozdony tavolsaga a legkisebb?
Megoldas.
t perc mulva
OA, = 40000 — 800t €s OB, = 50000 — 600¢ tehat
AlBl
100
Haa t = 100¢’ jelolést hasznaljuk az
AB, N2 N2
000~ \/(4 8t') +(5—6t')
Osszefliggést kapjuk, tehat az f(t') =100¢' —124¢' + 41 kifejezés minimumat

= /(400 — 8t)" + (500 — 6t)” .

keressiik. A kifejezés a minimumat ¢/, = -re éri el, tehat ¢ = 62 perc

mulva lesz minimalis a két mozdony tavolsaga.

T77. Egy fiiggdleges tartalyban viz van. Hova kell a tartaly falaba nyilast
vagni, hogy a vizsugar a leheté legmesszebbre jusson, ha gondoskodunk, hogy
a tartalyban a viz szintje allando maradjon?

Megoldas. A kiaramlo folyadék sebességének négyzete egyenesen aranyos a

(H — h). Ugyanakkor az itt kidraml6 folyadék ¢ = /% 1d6 alatt ér foldet és ez
g
1d6 alatt a tartaly aljatol o, -¢ tavolsagot tesz meg. Tehat a v, =c-VH —h
egyenldség alapjan a
2h(H —h)
9

d=c-
kifejezés maximumat keresstik.

2
Mivel h(H —h) < %} ¢s egyenldség h = % esetén van, a vizszint felénél

kell lyukat vagni.

78. Egy pontszerii fényforrdas két gomb kozéppontjat osszekoté egyenesen
helyezkedik el. A fényforras milyen helyzetére lesz a gombfeliiletek
megvilagitott részeinek osszege maximalis?
Megoldas. Egy i magassagu gombsiiveg felszine T =2wRh, ahol R a
gdémb sugara. Ha OM =d,, akkor az M -bdl megvilagitott gdmbsiiveg
magassaga
R

m =R .

Tehata d, + d, = 0,0, (= d) feltétellel keressiik az
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Tartalomjegyzék
E =971 Rf- 1_& +R§-[1—£
dl d?
LR
kifejezés minimumat. Ez ekvivalns az d—+d— minimumdnak
1 2
meghatarozasaval. A Cauchy-Buniakovski egyenldtlenség alapjan
];1 ];2 d+d) > (VB + R )
1 2

b _ B

¢s egyenldség pontosan akkor van ha
“ —H vagyisha —L = :
d, \R

79. Egy repiilogeép félkorivet leirva repiil az A repiilotérrdl a B repiilotérre. A
repiiloterek légvonalban mért tavolsaga c km. Az AB szakasz melyik pontjaban
van a megfigyelo a legtavolabb a repiilogéptol, abban a pillanatban, amikor a
repiilé ugyanolyan tavol van az A repiilotértol mint a megfigyel6?
Megoldas. Az 4bra jelolései alapjan  2° = 2R’ (1 - cosp),tehat
2 2
T_ZI. Ugyanakkor cosa = COS[
Masrészt

Cos p = 7T_('O] in?

= sin =, tehat cosa = =z
2 2R

RM? :21“2—2x2-cosa:2x2—2x2-£:2x2[1—£].
R R

A szamtani-mértani kdzepek kozti egyenldtlenség alapjan

3
2;52[1_1]: 8R2.i.i.[1_£] < 8R? [l]
2R 2R R 3

¢s egyenldség pontosan akkor teljesiil ha % =1 —% vagyis ¢ = %

80. Hatdrozd meg a siknak azt a tartomanyadt, amelynek Mz, y) pontjaira
teljesiilnek az alabbi egyenlotlenségek:
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Tartalomjegyzék
—2r+y<l1 r—y>4 LY.
r+2y<4 -
a) 12 >2:b ¢) == >0 ;
) 122 +y>2;b) v <2 ; €) STy 20 )
—y <
TTHES ez oyzo 720 w20
2r4+y=4
x—y>—1.
xr+2y>0
Megoldas. a)
b)
c)
d)

81. Hatdrozd meg az x és y értékét ugy, hogy az f(x, y) =3z +y kifejezés
erteke maximalis legyen, ha teljesiilnek az alabbi egyenlotlenségek:

r—y<l1

r+y<3

x>0, y=>0

Megoldas.
Az egyenldtlenségek altal értelmezett alakzat az ABC' haromszog, a 3z +y

kifejezés A-ban minimalis és C' -ben maximalis, tehat
fon =3:34+0=9.
82. Hatdrozd meg az © és y értékét ugy, hogy az f(z, y)= 3z +2y kifejezés

ertéke minimalis legyen, ha teljesiilnek az alabbi egyenlotlenségek:
20 4+y>5

3x—2y <6
r+y<4
>0, y=>0

Megoldas.
Az egyenldtlenségek altal definealt doménium az ABC' haromszog és belseje,

ahol A(l, 3) , B[%, g] és C ?, %] A csucspontokban a 3z + 2y kifejezés

értéke:
54 , 54
fA =9, fB :? €s fc :7-



Osszefoglalé gyakorlatok és feladatok 372

Tehat a kifejezés minimalis értéke 57 ésezt r = 76, Yy = % esetén veszi fel.

83. Egy asztalosmiihelyben kétféle butorsort készitenek. Az elso tipusuhoz 1,2
m’ didfa és 0,8 m’ cserefa sziikséges, mig a mdsik fajta biitorsor eléallitdséhoz
0,5 m’ diéfat és 1 m’ cserefit haszndlnak fel. A két tipusii biitorsorbol
szarmazo bevétel rendre 400 DM illetve 500 DM. Hatarozd meg, hogy melyik
fajtabol mennyit kell gyartani, ha azt szeretnénk, hogy a bevétel a leheto
legnagyobb legyen, és ha 61 m’ didfa és 74 m’ cserefa dll rendelkezésiinkre.
Megoldas. Ha z ¢és y az elsé illetve masodik butorsorbdl eldallitott
mennyiség, akkor 1,2z + 0,5y a felhasznalt didfa térfogata ( m*-ben ) és
0,8z + y a felhasznalt cserefa térfogata. A haszon 4z + 5y ¢és igy a kovetkezd
feltételeket kapjuk:

1,22 + 0,5y < 61

0,8z +y <74

$207Z/ZO> CE,yEZ

A ceélfiiggvény f(z,y) = 4z + by .

A feltételek
12z + 5y <610
4x 4+ 5y < 370
z,y €N

alakban irhatok. Lathat6, hogy z =30 és y =50 esetén mindkét egyenldség

teljesiil és a nyereség maximalis. Tehat 30 butorsor kell az els6 fajtabol és 50 a
masodikbol.

84. Két raktarban (A; és Az) 200 t és 300 t tiizeloanyag dll, és ezt kell
elszallitanunk harom (B;, B,, és B3) fogyasztohoz ugy, hogy a fogyasztokhoz
100 ¢, 300 ¢t és 100 t tiizeléanyag jusson. Ha az A; raktarbol az egyes
fogyasztokhoz a szallitasi koltségek rendre 4, 9 és 3 millio lej, és az A>
raktarbol a fogyasztokhoz valo szallitasi koltségek rendre 5, 8 és 7 millio lej,
adjal olyan szallitasi tervet, amely szerint a szallitasi ko 1tség minimalis!
Megoldas. Az adatokat a kovetkez6 tablazatba foglalhatjuk:

Tehat z+y+2<200 €és 500 —x—y—2 <300 alapjan z+y+2=200. A
koltség pedig K = 3600 —x +y — 4z. Tehat az eredeti feladatban B, -be csak
az A -bél szallitunk, B,-be csak A,-bdl és B,-ba ismét A -bdl. Igy a koltség
3.100.000.000 le;j.

Tartalomjegyzék
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X.3. versenyre elokészito feladatok

1. Rendelkezésiinkre all két rud és gyujtoeszkoz. Ha mindkét rud egy ora alatt ég el
(de nem tudni, hogy milyen gyorsasaggal) ki lehet-e mérni haromnegyed orat?
Megoldas. Igen, ki lehet mérni, a kovetkezd eljarassal: egyszerre meggyujtjuk az
egyes rud mindkét végét, valamint a kettes rad egyik végét. Amikor az egyes riadon a
két lang G6sszeér (eddig pontosan egy fél ora telt el), meggytjtjuk a kettes rad masik
végét is. A két lang talalkozasaig pontosan még egy negyed ora telik el, ez Gsszesen
haromnegyed ora.

2. A kannibdlok elfogtak n matematikust és masnapra matekos-tokanyt szandékoznak

fbzni. A torzsfénok a kovetkezot javasolja: reggel sorba dllitiak a matematikusokat és
mindenki fejére felhiznak egy-egy sapkat. A sapkak egymastol fiiggetleniil feketét vagy
fehérek. Minden matematikus lathatia a tobbi fején levé sapkat, de az dvét nem.

Ezutan sorra mindenki mondhatja, hogy fehér vagy fekete. Aki eltalalja a sajat

sapkaja szinét azt szabadon bocsatjak, a tobbit megeszik.

Legalabb hany matematikus keriil a kondérba, ha éjjel kidolgozhatnak bdarmilyen

stratégiat?

Megoldas. A matematikusok dsszeegyezhetnek a kovetkez6 modon:

. aki elsének szol, az azt mondja, hogy 0, ha paros szdmu fehér sapkat lat, és
azt, hogy 1, ha paratlan szamut (a nulla helyett mondhat fehéret, és az 1 helyett
feketét);

. mindenki csak azoknak a sapkajat nézi, akik még nem szoélaltak meg.

. ha a masodik matematikus altal latott fehér sapkak szdmanak paritasa
megegyezik az elsé altal latott fehér sapkak szdmanak paritasaval, akkor az 6 fején
fekete sapka van, ellenkez6 esetben fehér.

. altalaban, ha az elsé k felszolald kozt, az elsdt leszamitva x, darab fehér

sapka volt és a (k + 1) -ik felszolalo y, fehér sapkat lat, akkor a kovetkezd a
szabaly: ha z, 4+ y, paritasa megegyezik az elsé altal mondott szdm paritasaval,
akkor a (k + 1) -edik matematikus fején fekete sapka all, ellenkez6 esetben fehér.

gy az elsé kivételével mindenki megmenekiilhet, tehdt a kondérba egynél tobb
matematikus nem kertil (persze, ha nem kovetik a szabalyokat).
2

n

3. Hany kiilonbozd szam van az A = 1 1<k< n’ halmazban?

2 2

22
n

n

n

Megoldas. Jeloljik f(n) -nel az , yeersy szamok kozt el6fordulo

kiilonbozo értékek szamat. Hatarozd meg f(n)-et! Két kiilonbozé esetet vizsgalunk,
aszerint, hogy n paros, vagy paratlan.

Tartalomjegyzék
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(41" 2° 22+1 L

2k 2k 2k
(z +1)
2k

1. eset. n =2L.2> >1 ha z >k, mig x<k-ra szigorian

2

kisebb mint 1. Ebbdl kovetkezik, hogy és kozt nem lehet ezektdl

2
X

. Tehat z < k esetén

(x—i—l)?‘

kiilonb6zo egész szam, ha x<k. x > k esetén

2 2 2

az |—| kifejezés |—|+1 kiilonb6zo értéket vesz fel (0-t6l |—|-ig mindent),

mig k < x < 2k -ra pontosan k darab kiilonbozd értéket. Osszesen tehat k + 1+ E}

[

2

kiilonbozo érték fordul el6 az szamok kozt.

2k

2

2. eset. Hasonloan gondolkodva n =2k +1 esetén k£ + 2+ lek+ N kiilonb6zo

l{:—|—1+[§], ha m =2k

értéket kapunk, tehat f(m) =

2

2k +1

k+2+' } ha m=2k+1

Egy képlettel kifejezve irhatjuk, hogy f(m) =1+ [mTH} T

4. Bizonyitsd be a kovetkezé egyenlotlenségeket, ha (ak )k:ﬁ és (bk )k‘:n pozitiv

szamok:
a +a,+ ..+a, b +b+..+b,
+

> if(a, +8)(a, +b,) - (a, +5,) =
n

> afaa, ... a, + n[blb2 b, .
Megoldas

o tat..ta, btbh+..tb :(a1+bl)+...+(an+bn)>

n

n n n
27\l/<a’l_{_b1>”'(a’n_|_bn)
(a szamtani- mértani egyenlGtlenség alapjan).
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a, a

1

+ ...
al + bl an + bn

n al e an S l
0’1 + bl a’n + bn n
" bl . bn < l bl . bn
0’1 + bl a’n + bn B n al + bl an + bn

=, ao + b1 b” <l=
al + bl an + bn al + bl an + bn

= \jn a’la’Q .“an +\ﬂ’b1b2 '“bn S T\L/(al +b1)(a2 +b2).“<a’n +bn)

1
5.Hax2§ és n>1, akkor

@

=

\/(n+1)2x+”(”+1)6(2"+3) <VTAVT I+ 2 4. +VmFn <

<\/(n+1)2:1:+n(n—+1)2.

Megoldas. Mindkét egyenldtlenség a matematikai indukciéo modszerével igazoljuk.
1. n =1 esetén az elso egyenlotlenség:

iz +1l1<Jr+Jr+ledr+1<22z+1+2Jz(z+1) &
S o< r(z+1) & VT <Jr+1,igaz.

2. Feltételezve, hogy valamely rogzitett n - re

\/(n+1)2x+n(n+1>é2n+3) <VTHJzH1+Vz+2+ . -zt

igazolni szeretnénk, hogy

\/(n+2)2x+("+1)(n22)(2"+5) <VTAVT I+ +ztntl.

Ehhez elég kimutatni azt, hogy

\/(n+2)2x+(

n+1)(n+2)(2n+5) <
6

<\/(“+1)2$+n(n+1)6(2n+3) +Jz+n+1.

Négyzetre emelve ¢és rendezve a tagokat, a kovetkez6 igaz egyenlétlenséget kapjuk:
(n+1) (3n2 +6n — 4)
5 .

2
0 <§(n+2)(2n—|—1)x+
Ezzel az els6 egyenlétlenséget igazoltuk.
1. n = 1-re a masodik egyenldtlenség:
VEHJr+l<Jiz+2 & Jz(z+)<z+leaz<z+1.

2. Feltételezve, hogy az egyenlétlenség igaz n -re, igazoljuk, hogy n + 1 - re is igaz.
Ehhez elég kimutatni, hogy
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: Tartalomjegyzék
(n+1) /x—i-g—i- t+n+1<(n+2) x—i—n—; &
n 3n + 2 n ’
@2\/{$—|—5](x+n+1)§2z+ <0< /x+§+\/m+n+l],
ami igaz.
. , a b c
6. Bizonyitsd be, hogy ha + + =0, akkor
b—c c—a a-—
a n b n c __o
(b—c)  (c—a® (a—b) '
Megoldas Az ¢ 4 b +—S —o egyenldségbdl rendre kovetkezik, hogy
b—c c—a a-—b
a b c 1 1 1
+ + + + =0=
b—c c—a a—b)\b—c c—a a-—)
% b L ¢ L o [ 1 n 1 ]+
(b—c)f (—a? (a—b) b—clc—a a—b
b 1 1 c 1 1
+ + + + =0=
c—ala—b b—c) a—blb—c c—a
L _a 4y b L_¢ 2 a(c—b)+b(a—c>+c(b—a):O:>
(b—c) (c—a® (a—0b) (a=b)(b—c)c—a
a b c
= + + =0

(b—c) «—a? (a—0b)

7. Bizonyitsd be, hogy minden n természetes szam végtelen sok kiilonbozé modon
eléallithaté n = ¢, - 1> +¢,-2° +...+¢, -k’ alakban, ahol k € N és
e, e{-L1},Vj=1k.
Megoldas. Az (n +1)° —n’ = 2n + 1 egyenl8ség alapjan

n+3° —(n+2°—(n+1"+n"=4¢és

(n+7) —=(n+6)" —(n+57 +(n+4) - )

—n 43 +n+2 +(n+1) —n*=0 '

k

Tehat ha rogzitett m € N esetén talaltunk m = Z E; 4> alaka  eldallitast  (ahol
j=1

g, €{-11}, j= 1, %), akkor az

m+4:i€jj2+(k—|—1)2—(k+2)2—(k+3)2+(k+4)2

j=1

egyenldség alapjan (m + 4) -re is létezik ilyen el6allitas, s6t, végtelen sok ilyen
létezik a (*) azonossag alapjan. A matematikai indukci6 teljességéhez eldallitjuk a 0,
1, 2, 3 szamokat:
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0=—1"4+224+3" -4 +5"—6"—7" 4+ 8" Jegy

1=1°
2=—12 -2 3" 4+ 4

3=-1+2
8. Hatdrozd meg azokat az f : N° — N szigoriian novekvd fiiggvényeket, amelyekre
a) f(2)=2;és b) f(m-n)= f(m)- f(n), ¥YmneN.

Megoldas. Matematikai indukciéval igazoljuk, hogy f(n) =n, Vn € N .
Pontosabban a P(n): " f(m)=m, Ym < n" allitast bizonyitjuk.
Az f(m)= f(m-1)= f(m)- f(1) és f(m) = 0 Osszefiiggések alapjan f(1) =1, tehat
az a) feltétel alapjan P (2) igaz.
Ha P(n) igaz valamilyen n € N\ {1} esetén, akkor f(2n)=2f(n) é f(n)=n,
valamint a szigori monotonitas alapjan

n=fn)<fin+1)<f(n+2)<..<f@2n—-1)< f(2n)=2n.
Mivel f(k) € N', Vk € N, ez utobbi egyenlStlenségsorozat csak akkor teljesiilhet, ha
f(k)=kk=mn+12n—1. gy P(n+1) is igaz, tehat a matematikai indukcio elve
alapjan f(n) =n, Vn >1.
9. Hatdrozd meg azokat az f : N — N fiiggvényeket, amelyekre
a) f(p) = p, barmely primszim esetén; b) f(m-n) = f(m)- f(n), VYm,n €N .
Megoldas. A b) feltétel alapjan barmely & > 2, m,,m,,...,m, € N esetén

flmymy --my) = f(m,)f(my)-- f(my).
Tehat ha p primszém, akkor f(p®)=|[f(p)|" = p" . Tetszdleges n = p;"p;> - p;*
eseten f(n) = f(p;")f(ps*)- f(pi*) = p"ps* - p* =n.Han=1,akkor f(1) =1,
tehat f(n) =mn, Vn > 1.
10. Bizonyitsd be, hogy az f: R — R, f(x) = ax + b fiiggvény esetén nem lehet az
|£(0) =1, |f(1) = 3| és | f(2) — 9| szdmok mindegyike 1-nél kisebb.
Megoldas. Ha [p —1| <1, [a + b — 3| < 1,|2a + b — 9| < 1, akkor irhatjuk, hogy
4=]2a+20—6)—(2a+b—-9)—(b—1)| <
<2a+b—3+2a+b—-9+p-1<2+1+1=4.

Ez ellentmondas, tehat az | f(0) — 1|, |f(1) — 3| |f(2) — 9| szdmok kziil legalabb az

egyik nagyobb vagy egyenld egynél.
11. Bizonyitsd be, hogy ha f :[—1, 1] — [~1, 1], f(z) = az” + bz + ¢, akkor
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a)|a|+|b|+|cl<3; b) a® + b5+ <5 e

Megoldas. a) Az f(1) =a+b+¢, f(0)=c, f(—1)=a—b+ c egyenlbségekbdl
oo SO+ ED=2/0) S = f(=D

5 5 , C= f(o) H igy
o)+ 10 = LA HICD=2Of PO+IEU] o
2 2 -
FUUEC E O S N)

De |z + y| + |z — y| = 2- max{z,y}, Vz,y € R, tehat
lal + [b| + e} < max{f(1), f(-1)} + 2|f(0)| <1+2=3, mert
f(=1), 1), f(0) € [-1,1].
Egyenléségaz f:[—11] — [-11], f(z) = i(2x2 - 1) fiiggvényre teljesiil.

b) a8 + ¢ =L [2/ (1 + 27 (-1 + 45 (0 ~ 4F (0)F () ~ 47 0) f (-1 +

1
+f2(0)§1(2+2+4+4+4)+1:5'

Egyenl6ség pontosan akkor teljesiil, ha f(—1), f(1), f(0) € {—1,1} ugy, hogy
fO)f1)=-1, f(0)f(=1)=—1. Ezekbdl a feltételekbdl az f:[-1,1] — [-1,1],
flz)=+ (23:2 - 1) fiiggvényt kapjuk.

12. Bizonyitsd be, hogy az f : R — R,

1 2 —
f(z) =[z]+ a:—i———i—x—f———i—...—i—[x—i—n — [nx]
n n n
fiiggveény periodikus, majd igazold, hogy
1 _
]+ |z +—|+|z+—=|+...+ o4+ =[nz], VzeR.
n n n
. . 1 . .
Megoldas. Igazoljuk, hogy T' = — periodusa f -nek. Valoban,
n
1 1 2 n n
flt+—|=lz+t—|tjz+—-|+..+|z+—|—|nz+—|=
n n n n n
1 2
=lz+—|+|z+—|+...F2]+1-[nz]—1= f(z)
n n

(felhasznaltuk, hogy [m+al=m+lal, VmeZ,acR ). Az azonossag
igazolasahoz felhasznaljuk az el6bbi fiiggvényt: bebizonyitjuk, hogy f(z) = 0. Mivel

f periodikus, elégségez igazolni, hogy f(z)=0, Vz €

1
0, —J . Tetszéleges
n
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T E 0,—]-re 0§x+—<£, Vk €{0,1,....n—1}, 0<nz <1, tehat [t +—|=0
n non n
és [nx] = 0, innen pedig f(z)=10.
29 —
13. Bizonyitsd be, hogy ha p primszam és q :l P , valamint
1 1 1 1 .
1——+———+...—l—(—l)q_l—:g,akkor a:p.
2 3 4 g b
Megoldas. A X.2. fejezet 44. feladata alapjan
1 1 1 1 1 1 1
l-+=—=+..+ ——= ot —.
2 3 4 2n—-1 2n n+41 2n
Mivel p > 5 primszam, két esetet kiilonboztetiink meg aszerint, hogy p = 6k + 1
vagy p =6k —1.Ha p =6k +1, akkor ¢ = 4k ésigy
LI S R
b 2k+1 2k+2 4k
_[ 1 +L]+[ 11 ]+ +[L+ 1 ]_(6k+l)M
2k+1 4k) 2k+2 4k—1) 3k 3k+1 N
Mivel N primtényez6i (6% + 1) -nél kisebbek és 6k + 1 primszam, kovetkezik, hogy
a:p.Ha p=6k—1,akkor ¢ =4k —1 ésgzi—i-—1 + ..+ ! =
b 2k 2k+1 4k —1
[L+ 1 ] [ 1 . 1 ] [ 1 1) _(6k-1)M
2k 4k—1) \2k+1 4k—2 3k—1 3k N

ahol N primtényez6i p - nél kisebbek. Igy a:p ebben az esetben is.

14. Bizonyitsd be, hogy barmely n € N esetén létezik n egymdsutani Osszetett szam.
Megoldas. Az 1-2---n-(n+1)+k, k=2 n +1 szimok egymasutdniak és mind
Osszetettek.

15. Hatdirozd meg a 4- 3" +5-4% szdam utolsé harom szamjegyét.

Megoldas. Mivel 3" = 59049 és 2" =1024 , a vizsgalt szdm utols6 harom
szamjegye megegyezik a 4-49° 4+ 5-24° szam utolsd hiarom szamjegyével. Ennek
meghatarozasanal nyilvanvaloan elégséges mindig csak utolsé harom szamjegyet
vizsgalni. 49 =2401 , 24> =576 , 401’ =160801,576" = 331776
4-801-4945-776-576 utols6 harom szamjegye 876, tehat ezek a keresett
szamjegyek.

16. Bizonyitsd be, hogy ha a, b€ N, akkor (a, b)[a, b]=a-b. Altalanositas!

Q M gy 2

MegOIdéS. Ha a = pl pg’z e p;:kqldlqsl qlﬁl és b — p1 p2 . .p]:/,.,ﬁ(\\l 71252 L 7}(\1 i akkor
((l, b) — p;nin{mvﬁl}p;nin{agﬂ’z} . pllgnin{ukm} .

A Y, k VY ax LY 3 6 b 6 : M
[a,b] = pytondpypedennt . predacadgh L ghph .r® | innen pedig (a,b)[a,b] =
= ppinlebmaston ) pin{os bmston ) pin(on i smxlond g gt gt
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:pl

a+%,

o

e B G .6 g
]?“+"q‘ll...q[‘377ﬂll...7}’ a.b.
abe - (a,b,c)

(a,0)(b,c)(c,a)

17. Az o € R szdm pontosan akkor irracionalis, ha végtelen sok olyan P racionatis
q

...p

Harom szam esetén a kovetkez6 sszefiiggés irhato fel [a,b, c] =

1
a—2 < — - (Dirichlet tétele)
q q

Megoldas. Ha n egy rogzitett szam és tekingjik a {a},{2a},....{(n+1)a}

szam letezik, amelyre

szdmokat ({.} a tortrészt jeldli), akkor a skatulya-elv alapjan létezik ezek kozott kettd

kiilonb6z6, amelyek kiilonbsége kisebb, mint l Legyenek ezek {kloz} és {kZa}.
n

Tehat 0 < |k1a —[ka] = ka + [/@a” < l, ahonnana k, —k, = ¢ és [k —kal=p
n

e 11 . . : o
jelolésekkel a 0 < |« P — egyenlbtlenséghez jutunk. Ha P rogzitett
q nqg g q
szam, akkor létezik olyan n,, amelyre iz <la-2 , tehat n, -re megismételve a
n q
. . 1 .
gondolatmenetet mas P tortet is szerkeszthetiink, amelyre 0 < |ov — b — . Tehat
a4, 4 4
L . Do p|_ 1
ha « irraciondlis, akkor végtelen sok — létezik, amelyre |« _T‘ <— . Ha «
q q
o —b
racinalis, « . , akkor a—£ :le , tehat ha iz> a—£ , akkor
b q bq bq q q
b > q ésigy nem létezik végtelen sok kiillonbozé tort a kért tulajdonsaggal.
1
18. Szamitsd ki az —————— szam elsd 200 tizedesjegyét.
1,000...01
99
Megoldas. Ha a = 0,00...01, akkor
99
. 2 2 2
1 _ 1 :1+a ¢ _,__a :1_a+a a:l—a—i—a _
1,00;).9.01 1+a 1+a 14+a 1+4+a 1+a
3
=1-a+ad— =0,99...900..01 — -2
1+a 100 99 1+a

3 ) 1 1
<a’ =—— ésigy —— =0,99...900...0... .

+a B 10* 14+a 100 100

19. Bizonyitsd be, hogy

Masrészt 0 <
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p—l—lz\/l—l—p\/l—l-(p—l-l)\/l—l- o)L+ (p+r+1)(p+r+3).

Megoldas. Az 1+ 2 (z +2) = (z +1)* azonossag alapjan bentrdl kifele haladva
irhatjuk, hogy

S:\/1+p\/1+(p+1)\/1+...+(p+r)\/1+(p+7’+l)(p+7’+3) =

:\/14—p\/1+(p+1)\/1+...+(p—i—r—l)\/l—i-(p—i-r)(p+7’+2) =

=.=Jl+pp+2) =p+1.

[m—i—y:a

20. Oldd meg az

wy—2° =a’

egyenletrendszert a valos szamok halmazaban, ha a € R.
Megoldas. A rendszer alapjan z +y =a és zy=a"+2°, tehit z és y az
uw’ —au+a® +2° =0 egyenlet valos gyokei. Az egyenlet diszkriminansa viszont
A=a— 4(0,2 + 22) = —3a” — 42" <0, tehat csak a = z = 0 esetén van megoldas,
ésekkor z =y =0.
21. Oldd meg az

axr +by+cz+dt =0

br —ay+dz—ct =0

ct—dy—az+bt=0

dr +cy—bz—at =0
egyenletrendszert a valos szamok halmazaban, ha a,b,c,d € R és nem mind nullak
(azaz a® +b> +c +d* = 0).

Megoldas. Ha az egyenletrendszert alkotd egyenletek mindkét oldalat rendre a -val,
b -vel, c-vel, illetve d -vel szorozzuk, majd az igy kapott egyenléségek mindkét

oldalait Osszeadjuk, az (a,2 +b +c+ d2>:z: = (0 egyenlethez jutunk, ahonnan
x = 0. Hasonl6an igazoljuk, hogy y =2 =1t =0.

22. Bizonyitsd be, hogy ha ABC egyenld oldalu és P egy pont a sikjaban, akkor
ervenyesek a kovetkezo tulajdonsagok:

a) PA+ PB> PC, PB+ PC > PA ¢s PA+ PC > PB; (Pompeiu)
b) az eldbbi egyenlitlenségek kiziil egyszerre egyben lehet egyenldség és ebben az
esetben P az ABC koré irt korén van; (Van Shoeten)

c) ha F, P, és P, a P vetiiletei a BC, CA és AB oldalakra, akkor a P,F,P,
haromszog hasonlé az AP, BP és CP szakaszokkal szerkesztheté hdaromszoghoz.
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(Sajatosan P,, P, és P, pontosan akkor kollinearisak, ha P az ABC hdromszog

koré irt koron van (Simson tétele).)
Megoldés. a)
Forgassuk el az ABC haromszoget a P ponttal egyiitt 60 4. A

fokkal. Ekkor a C' pont az A pontba transzformalodik és ‘

igy CP=AP', AP=A'P', BP=B'P'. Ez utdbbi
egyenlOség alapjan, mivel m(P/B-? ') = 60", kovetkezik,

hogy a BPP' haromszog egyenld oldalu, ahonnan \

BP = PP'. Az APP"' haromszogben AP'+ P'P > AP, P

vagyis CP + BP > AP . Hasonl6an igazolhat6 a tobbi egyenldtlenség is.

b) Tételezziik fel, hogy PA+ PB = PC ¢és PB+ PC = PA, Osszeadva e két

egyenldséget kapjuk, hogy PB =0, vagyis P = B . Tehat akkor all fenn két

egyenléség, ha P az ABC haromszog valamely csucsaval egybeesik.

Tegyiik fel, hogy B € {A,B,C} és PB+ PC = PA. Ekkor az el6z6 pont alapjan

P — P'— A kollinearisak, tehat AP atlo az ABPC négyszogben. Az ABP' és

CBP haromszogek kongruensek, innen pedig m (B/P?’ ) =m (E—D'\A) =120°. Tehat

m(m) + m(@) = 180" , vagyis az ABPC
A

négyszdg korbeirhato.

c) Mivel m(@) = m(;ﬂ%\ﬂ) =90, az APP,

haromszog koré irhatdé korben AP atmérd, tehat a

szinusz-  tétel  alapjan APsinA=FPFP,

BPsinB=PP, , CPsinC=PP, . Ebbdl 3

kovetkezik, hogy AP = BP = cp , tehat az % ¢
BP, PP, BB
AP, BP, CP szakaszokkal szerkesztheté haromszog

és ez hasonl6 a P, P, P, haromszoghoz.

Maésrészt m(EPl\B):m(BﬁJBE) , m(EPTO)zm(]?P\C) , tehat P, — P — P,

pontosan akkor egyenes, ha m(@):m(EP\C) . De ez ckvivalens a

m(P/B?3 ) = m(]TC'\P2 ) egyenlOséggel és ez annak sziikséges €s elégséges feltétele,

hogy az ABPC négyszog korbeirhato legyen.
23. Ha P egy pontaz ABC\ sikjaban és P,, P, és P, a P vetiileteia BC', CA

T[PRP] 0P — K|
T[ABC]  4R*
Megoldas. A m(PPP,) = m(@) = m(PBC,), és

illetve AB oldalakra, akkor

Tartalomjegyzék
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m(@) = m(P/AT?) = m(PBlAl)
Osszefiiggések alapjan
(PR = m (A7),
Hasonléan igazoljuk, hogy
m(@): m(B/IC—'E), tehat a FEP, ¢és
A B,C, haromszdgek hasonlok.
TIRBP] _ TIREE] TIABC]

T[ABC,] T[ABC]

T[ABC]

Az R = % Osszefliggés alapjan

T[ABC] _AB -BC,-CA _PB PC, PA _

T[ABC] AB-BC-CA ~ PA PB PC
_ (PB-PB)-(PC-PG,)-(PA-P4) (R —0P*) 0
a (PA-PB-PCY ~ (PA-PB-PCY
2 2
Masrészt K = Ullititil = Ak = PC-AB , tehat
T[ABC] | AB, AB, -2R
PA*.PB*.PC* (PA-PB-PCY | PA-PB-PCY
K = — :( - 26) 6331gyK:<2 - 22. ()
(8R%) (R* —0P?) AR*-(R* — OP?)
QAN i

Az (1) és (2) 6sszefligeések alapjan =
(1) és (2) gg pj TIABC]

4R?

24. Bizonyitsd be, hogy ha P egy
tetszoleges pont az ABCD négyszég
koré irt koron, akkor az AB és CD
oldalaktol mért tavolsagainak szorzata
egyenld a BC és AD oldalaktol mert
tavolsagainak szorzataval.

Megoldas. Az abra jel6lései alapjan
pp,  sin Fﬁﬁ) sin(m)

(A = ——~ és
PP, sin (PP ) sin PAP:;)
(

2 —
PP, sin (@) sin ITC’\F;)
(felhasznaltuk, hogy a PPAP,

P, (
pp. sin m) sin(m)
(

és

Tartalomjegyzék
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PPCP, négyszdogek korbeirhatoak). Masrészt sin(PAP,) = sin (POP2> és
sin(PAP,) = sin (PCF, ), ahonnan Ph _PL . pp.pp —pp,. PP,
PP, PP,

25. Az ABC haromszég BC oldalan felvettiink egy olyan M pontot, amelyre az
AMB és AMC hdaromszégekbe irt kérék sugara kongruens. Bizonyitsd be, hogy

AM = p(p —a).
Megoldas. Jeldlje p, és p, az ABM , illetve AMC haromszog félkeriiletét, 7, a
korok sugarat. Ekkor 4

TIABM] = pr,, TI[AMC| = p,7, ,
ahonnan T[ABC]= (pl + p2)r0 =
=(p+AD)r, = pr.

LL|BC =1 T 7%
BC

,
De ILI,=T1, =xz+y , ahol

T=p —c & y=p,—b . igy -
r+y=p+AM —b—c , tehat B LA M ) C
p+AM—b—c r—r p—AM _ %
a r a
prAM v alapjan p* — AM® = a- p, ahonnan AM = \/p(p—a).
p To
26. (Erdos-Mordell egyenlétlenség) Bizonyitsd be, hogy ha az ABC hdaromszég
belsé pontjanak az oldalaktol mért tavolsdagai
d,, d,, d és a csucsoktol valo tavolsagai R,,
R, R, akkor
Ru + Rb + R(: Z Q(da + db + dc) . A
Megoldas. EIG6bb egy segédtételt igazolunk. X v
Ha ABB,A ¢é ACC/A, tetszdleges

paralelogrammak és a BCC, B, paralelogramma

Ebbol  kovetkezik, hogy és

r

M

A

CC, oldala egyenld AM - mel és parhuzamos is

vele, akkor
T[ABB,A |+ T[ACC A =T[BCC,B,].
Valdban,
TIABB,A | =T[ABXM|=T[BXZT],
TIACCA=TIACYM]=T[ZTCY] és
TIXBTZ|+ T|YCTZ] = T|XBCY]= T[BCC,B,]. A segédtétel alapjan
c-d, +b-d =aR sina<aR,.

B C2
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Ha M -et tiikrozziik az A szog szogfelezdjére a d, Tartalomjegyzck

és d, szerepe megcserélodik, tehat
c-d,+b-d <aR, . Hasonld gondolatmenet
alapjan c-d, +a-d, <bR, és a-d, +b-d, <cR,.
Tehat R, + R, + R, >

2F+%¢+[

b ¢

>2(d, +d, +4d,).
27. a) Az ABC hdromszéghen m(BAC)=20°, AB=AC , M€ (AB),
N € AC gy, hogy m(MCA) = m(NBC)30° és C € (AN). Szamitsd ki a BNM
sz0g meérteket.
b) Az ABC hdromszogben AB=AC , O € Int(ABC) , m(OBC) = 10°

m(O/CTél) =20° és m(@) = 70°. Bizonyitsd be, hogy m(B/A\C') =80°.

+3]d,, +[2+9]dc >
c a a b

a

Megoldas
4 a) Felveszik a P € (AC) pontot ugy, hogy m(m) =60". A
BPC' haromszdogben m(@) = 80" és m(P/B\C) =20°, tehat
BP = BC . Ugyanakkor m(m) =80° és m(m) = 50°
alapjan m(BMC)=50" , tehat BM = MC . lgy a BMP
M haromszog egyenld oldald. Masrészt a PBN haromszogben
,  m(PBN|=50" és m(BNC|=50", tehit BP = PN és igy az

c MPN haromszog is egyenld szaru. Mivel
m(ﬁp\o) = 60° + 80° = 140°, kdvetkezik, hogy m(m) = 20°,
tehat m (BNM ) = 30°.

b) EI6bb oldjuk meg a forditott feladatot. Az

4 ABC egyenld szaru haromszdgben
70 m(m\C) = 80° ¢és felvessziik az O € int(ABC)
pontot ugy, hogy m(O/—B?J) = m(O/ATJ) =10" .
Szémitsuk ki az OCA szdg mértékét!
B 10 o Ceva tételének trigonometrikus alakja szerint

sin 70° sin z sin10°
sin10” sin(50° — ) sin 40’

b
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sin z _ sin40°
sin (500 — z) sin 70°
sinz —sin (50" —z)  sin40° — sin 70°

sinz 4 sin (50° —z)  sin40° + sin 70°

tehat . Szarmaztatassal a

tg(x —25° ¢ in 20° in 40°
egyenldséget kapjuk, ahonnan g(z ) =— tg150 . Mésrészt S_m 20 = STn 40
tg25° tg 55 sin30°  sin70°
1 [ . 2 [ .
es igy % = tg5h’, tehat tg (x - 250) = tg(—5"), ahonnan kovetkezik,
g
hogy x = 20°.

Az eredeti feladat megoldasa. Az OBA és OBC haromszogekben felirva a
szinusz-tételt:

OB l
sin70°  sin(120° —z) _, sin (z—20°) | sin(z—10°)
OB BC sin70°  BC sin (120° — z)

sin(z —20°)  sin (190° — 1)
Az OCA és OBC haromszogekbdl:

OB l
sin70°  sin (120° — z) _ sin(z=20°) 1 sin(z—10°)
0B _ BC sin 70° BC sin (120° — z)
sin(z —20°)  sin(190° — z)
! B ocC
sin (50° +2z)  sin (110° — 2z) ___sinl° _BC sin (50° + 2z)
BC e sin(110°—2z) [ sin(z —10°)

sin (190° —z)  sin10°
Az OCA és OBA haromszogekbol:

{ _ OA
sin (50° +2z)  sin20° _ sin (120°—z)  sin(z—10°)
l OA sin (50° + 23:) ~ sin20°

sin(120°— z) _ sin (z — 10°)
ahonnan kapjuk, hogy sin(z —10°)sin(50° 4 2z) = sin 20°sin (120° — ) . Mivel

20° < z < 55°, a bal oldali kifejezés szigortian ndvekvé, mig a jobb oldali kifejezés
szigoruan csokkend, az egyenletnek tehat egyetlen megoldasa van, ez az z = 50 (a

forditott tulajdonsag alapjan). Innen kapjuk, hogy m (ER) =180°—2-50° = 80°.

Tartalomjegyzék
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28. Bizonyitsd be, hogy az Tartalomjegyzék

a,z’ +2a,x +a; =0

a7’ +2a,x +a, =0

a,x’ +2a,x+a; =0

a, 7° +2a,7+a, =0

a,v’ +2a,1+a, =0
egyenletek koziil legalabb az egyiknek van valos gydke, ha a, € R, barmely k = Ln
esetén! Adjal példat olyan a,,q,,..., a, szamokra, amelyekre az el6bbi egyenletek

koziil pontosan egynek van valos gyoke!
Megoldas. Feltételezziik, hogy egyik egyenletnek sincs valos gyoke. Kovetkezik,

n+1 = al €S

A
hogy Tk =a;,, —aa,,, <0, barmely k €{1,2,....,n} esetén, ahol a

a’71+2 - a’Q N
Osszeadjuk a diszkriminansokra kapott egyenldtlenségeket:

2 2 2
a, +a, +...+a, —aa, —aa, —...—a, ,a, —a, a —a,a <0 /2

)
(af —2a,a, + a§> + (a22 —2a,a, + ai) +.+ (ai —2a,a, + af) <0
)
2 2 2 2
(a, —a,) +(a,—a,) +...4+(a,, —a,) +(a, —a,) <O.

Az utdbbi egyenl6tlenség ellentmondas, tehat van olyan egyenlet amelynek a
diszkriminédnsa pozitiv, és igy ennek az egyenletnek van valds gyoke. A tovabbiakban
megadunk egy szerkesztést, amellyel elérhetd, hogy pontosan egy egyenletnek legyen
valos gyoke. Legyen a, = a, =1 és a, = 2. Belathato, hogy igy az els6 egyenletnek

2

nincs valds gyoke. A masodik egyenletben legyen a, € N, és a, > L Ezzel a
a2

n

valasztassal a masodik egyenletnek sincs valés gyoke. Altalaban a, -t Gigy valasztjuk

2
Ay

meg, hogy teljesiiljon az a, > egyenlétlenség, ha k=3n . Igy

Gy
a, >a, >..>a,>a,=a =1, é csak az a, ,2° +2a,x+a, =0 egyenlet
diszkriminansa lesz pozitiv, tehat az n — 1 -edik egyenletnek van valds gyoke. Az
utols6 egyenlet diszkrimindnsa negativ, mert a; —a,a, =1—a, <0.
Tehat csak az n — 1-edik egyenletnek van valos gyoke.
29. Bizonyitsd be, hogy n darab n-nel nem oszthato természetes szam koziil

kivalaszthato néhany, amelyek osszege oszthato n-nel!
Megoldas. Legyenek a szamok a,, a,, ..., a, . Képezzik az

s =4a,
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s —a+a, Tartalomjegyzék

83 = ay + a, +ag,

osszegeket. Ha az s,, i = 1,n Osszegek koziil az egyik oszthaté n-nel, akkor készen
vagyunk. Ellenkez$ esetben az n-nel vald osztasi maradékaik az {1,2,...,n —1}
halmazban kell legyenek. Mivel pontosan n &sszeg van, €s a halmazban n — 1 elem
van, kovetkezik, hogy az 6sszegek kozott szerepel kettd, s, és s, k <[, amelyeknek
az n-nel valo osztasi maradéka megegyezik. Innen kovetkezik, hogy s, — s, oszthato
n-nel. s, —s, = a,,, +a,_,+..+a, és a feltételek alapjan [ — % > 2, tehat az q,_,

.o, --» @ SzZAMok Osszege oszthatd n-nel.

n N
30. Az ABC hdromszég koré irt kéron felvessziik az A' € (BC), B' € (AC) és

[l
C’' € (BA) pontokat ugy, hogy az ABC és A'B'C’ hdaromszégek kongruensek

legyenek. Bizonyitsd be, hogy az A', B' és C' pontokon dt BC-vel, CA-val illetve
AB-vel huzott parhuzamosoknak ugyanezen pontokon at egy tetszéleges d egyenessel
huzott parhuzamosokra vonatkozo szimmetrikusai Osszefuto egyenesek és az
osszefutasi pont a haromszog koéré irt korén van.

Megoldas. Legyen M az A’ és C’ pontokbél indulé egyenesek metszéspontja. A M
akkor és csak akkor van rajta a kordn, ha az MA'C'B’ négyszog korbeirhatod. Ez

pontosan akkor teljesiil, ha m(MA/B/) = m(Mé"B’).
m(M/Al/B') = m(B'A/Al) —m (MA’Al) =m (B’A/Al) —m (AIA/G) =

= m(BBA)—m(44 G)=(m(C'BA)—m(B, B/c’)) —m(44'G)=

= (m(C'BA)=m(B'C'C,)) - m(44'G

:( (C'B'A')—m (44" G )) m(B 0'0
Felhasznaljuk, hogy m(A'B'C")=m(ABC)= m(EFG) (parhuzamos  szar(i
szogek), és m (BC'C, )+ m (AlA G) = m(EFG). Az eddigi dsszefiiggések alapjan

m(EC'C,) = m(BFG)—m(AA'G)=m(C'B'A')—m(AAG).
Tehat
m(MA'B') = m(EC'C,)~ m(B'C'C,) = m(C.C'M) — m(B'C'C,) = m(MC'B').

Kovetkezik, hogy M a kordn van. Hasonloképpen, ha N a B’ és C’ pontokbol
induld egyenesek metszéspontja, igazolhaté, hogy N rajta van a koriilirt kordn.
Viszont a B’ -bél indulé egyenes az M , N, B’ pontokban metszené a kort, és
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/ - / . . . . . Tartalomjegyzék
M = B’, valamint N = B’, tehat csak az M = N eset lehetséges, ami azt jelenti,

hogy a harom egyenes Osszefut és a metszéspont a koriilirt koron van.

31. 4 C(OI,R) és C’(OQ,R) korok kozos bels érintdi merdlegesek és az
O € (0,0,) pontban metszik egymdst. Hatdrozd meg az OM, + OM, kététt vektor
végpontjanak a mértani helyét, ha M, € C (OI,R) és M, e C (OQ,R) valtozo pontok.

Megoldas. Legyen OM = OM, + OM, . OM = 00, + O, M, + 00, + O,M, =
= (00, + 00;)+ OM; + O,M, = O,M; + O,M, =

= ‘OMi:

OlMl + 02M2

<

O, +

O, M,

=2R,
tehat az M pont a C(O, 2R) korlapon helyezkedik el. Igazoljuk, hogy a keresett

mértani hely a C (O, 2R) korlap. Legyen M egy tetszoleges pont a korlaprol. Mivel
OM < 2R, létezik egy 4 pont tgy, hogy OA = AM = R. Szerkessziik meg az
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OO,M,A ésa MAO,M, paralelogrammakat! Ekkor O,M, = OA,

\
N\
\/

O,M,| =R :»MM EC(OZ,R) ¢s AM = O, , M, eC(O,R).

OM = OA+ AM = O,M, + OM, = OM, + OM, , tehat létezik M, és M, ugy,
hogy OM = OM, + OM, . Ezzel igazoltuk, hogy minden ilyen M pont a korlapon
van (beleértve a hatarat is), és minden pont a korlaprol a mértani helyhez tartozik.

32. Legalabb hany lépés sziikséges ahhoz, hogy egy 10x10 -es tabla bal also

sarkabol a jobb felsé sarkaba jussunk lolépésben?
Megoldas. Megvizsgaljuk, hogy melyik mez6kre juthatunk el 1, 2, ... Iépésben.

S(WIN[WIN|W| KWW
WA= W|R|W|EA|lO D
N (=R [WIN|W| RO W
WIN [ W [W|RA|W|RA|lW D
NWIN (WA |W|R|O| AW
W kWA lW|AlOEAlODN
WAL OO
(O NN RO, N R, R N RV, o) Y O, B Re)
EEN AV RSN RV, R S RV R He S RV, R o) SIEN|
NN N[NNI D

Tartalomjegyzék
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33. Bizonyitsd be, hogy 4sin?20° - cos> 10° = /3 sin 50°.
. , 9 14cos2z , . .
Megoldas. Felhaszndlva a cos” z = —, & sinz= cos(n —z) valamint

cos(z +y) =coszcosy —sinzsiny Vz,y € R azonossagokat kovetkezik, hogy:
45in20° - cos’ 10° =+/3sin50° << 2sin20°(1 +c0s20°) = /3 cos40° <

25in 20° + 2sin 20° cos20° = /3 cos40° < sin20° = g cos 40° — % sin40° <

sin 20° = cos 30° cos 40° — sin 30° sin 40° < sin 20° = cos 70°.
Ez utobbi egyenléség pedig nyilvanvald, mert 20°+70 =90,
34. 0ldd meg és targyald a o +o4+1—J? —z+1=m, (z € R) egyenletet

az m valos paraméter fliggvényében.
Megoldas. A gyok alatti kifejezések szigoruan pozitivak minden valds x-re, mert

2
o . 1y
diszkrimindnsuk negativ. Eszrevehet, hogy 2’ +z+1 = \/[l‘ﬂ:—] -I—[ﬁ] ,

2 2
ﬁ és B(—l,O] illetve
2 2

tehata d,,(z) = V2’ + 2 + 1 pozitiv valés szamok az A [m,

az A[m, ?] és C[%,OJ pontok tavolsaga.

A Az ABC haromszogben felirva a haromszog
egyenldtlenségeket, kapjuk: —1<d (z)—d,(z) <1
(Az egyenlétlenségek szigoruak, mert a haromszdg nem

A elfajult). Tehat m-nek teljesiteni kell az m € (-1, 1)
______ T 777 feltételt. Eszrevehet6 az is, hogy az m és az x elbjele
. ! » megegyezo kell legyen. (1)

Ha a Jol+z+1=&* —z+1+m egyenletet
négyzetre emeljiilk (megtehetjilk, mert mindkét oldal
pozitiv) és rendezziik a 22 —m’ = 2m+/z° — z + 1 (2) egyenlethez jutunk. Ez utobbi
egyenldség teljesiiléséhez a 2z —m” és az m eléjele azonos kell legyen, azaz kell
teljestiljon a (21’ — mQ) m > 0 egyenlbtlenség.

2

2

Tehétham<0:>x§m7ésham>0:>x2m7.
. m* (4 —m?) .
A (2) egyenletet négyzetre emelve és rendezve, kapjuk: z° = W, ez utdbbi

—m

m4 4
pedig nyilvanvaléan nagyobb, mint — |z° > — 5
4 4 1-m

> 1|, ez utdbbi pedig

Tartalomjegyzék



(")sszefoglalé gyakorlatok és feladatok 391

Tartalomjegyzék
igaz, mert m € ( . Tehat az (1) megjegyzést figyelembe véve, ha m < 0, akkor Jegy

/ 14 m’ m1{411 m2 ésha m > 0, akkor

. (4 — m)_m\/él—m2
4(l—m2) 2\N1—-m* "’

m 4 —m?

2 \N1—m?

35. Az ABC haromszég BC, CA és AB oldalain felvessziik az M, N és P pontokat ugy,
hogy BM CN AP

M C NA PB
Bizonyitsd be, hogy az AM, BN és CP szakaszokkal szerkesztheté egy H haromszog.
Szamitsd ki a H és az ABC haromszégek teriiletének aranyat k fiiggvényében!

Megoldas. Mivel ABC egy haromszog, kovetkezik, hogy E—i— ?C—i— CA =0 és
ﬂ—i— @4— R; = 0. Igazolni fogjuk, hogy az [AM], [BN] és [CN] szakaszokkal

Kovetkezésképpen Vm € (—1, 1), z =

iranyuk megorzésével szerkeszthetd haromszog. Azaz, hogy AM + ﬁ—l— CP =0.
Ehhez kiszamoljuk az M, N és P pontok helyzetvektorait az 4, B és C pontok
BM CN AP

helyzetvektorainak fiiggvényében. Tudjuk, ho = = = k, tehat
y ggveny J gy e NA _ PB
b+ ke c+ka a+ kb
= » = ,€8 p= =
1+ 1+ k& 1+k
AN — b—i—kc_a: b+ kc—a—ka _ AB+EkAC .
1+ k 1+k 1+ k&
Hasonléan BN = w és OP = M . Tehat m+ ﬁ\f)—‘— CP =
1+k 1+k
AB+ BC+ CA+k(AC+ BA+ CB) _
1+k
Szintetikus megoldas
Az [PC] szakaszt parhuzamosan eltoljuk p
ugy, hogy a P pont az A-ba keriiljon. N F
Ekkor a C pont egy F pontba keriil.
Igazolni fogjuk, hogy az AMF, pontosan p D
az a keresett H haromszdg. Ehhez M C

igazolni kell, hogy [FM] = [BN] (s6t
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parhuzamos is). Legyen az AF és BC egyenesek metszéspontja D. Mivel PC = AF és L T e

PC || AF, kovetkezik, hogy APCF paralelogramma. Tehat FC || AP és FC = AP. Az

ABD, -ben Thalész tételét alkalmazva, kapjuk Fe = DF = ¢D ,de FC=AP =

AB  AD DB
FC DF CD AP 'k
AB AD DB AB k41’
DF CN k

Eszrevehetd hogy az ACD, -ben = = = NF|| cD (1) =
AD AC k+1
NF:AN: L . Tudjuk, hogy CD: b :>OD:k::>
CcD AC k+1 BD k+1 BC

NF _NF CD 1 b= k- BM
BC CD BC k+1 k+1 BC
(1), (2) = BMFN paralelogramma = MF || BN és MF = BN.
Jeloljiik 7, illetve T'—vel a H illetve ABC haromszogek teriiletét.
T AF AN 1 T,y, MD BD—-BM BD k

o]

— NF = MB (2).

Tn», AD AC k+1° T  BC  BC  BC k+1
2
_AD ko K Kak+l
AF  k+1 E+1  k+1
LT T Tim, 1 E4+k+1 K +k+1
Tehat = = . = =

Tow, T k+1 k+1 K 4+2k+1
36. Bizonyitsd be, hogy haa, b> 0¢és a +b =1, akkor

11
Vi +b+—+—=>32.
@ +b+ =+ 2 V2

Megoldas. A feladatbeli egyenlételenség bal oldala felirhat6 az alabbi modon:

1 1 1
Va b+ =+ —f+f+ VARV
NN YD

2Jb
(I+F] [IUI] [2ja+2%]'(1)

A szamtani €s mértani kdozéparanyosok koztl egyenldtlenséget hasznalva, kapjuk:

Vit ——>2lva. @f+—>f .
2Ja

2/a 2\/
1
Hasonloan b + ——= > /2 (3).
N 3
A tovabbiakban igazoljuk, ho L > o = l i =
g JUK, gy N \/’ = \/a_b
a+b 2

1 2
—t =28 & — 4+ —=
ab Jab ~ ab  ~Jab

>8 (merta+b=1).
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) Tartalomjegyzék
Nyilvanvals, hogy (Va—+b) >0 < a+b-2Jab>0 < 1>2Jab <

1 1 1 2 1 1
—>2=—>4.Tehat —+——=>8 = — +——=>2 (4.

Jab ~ ab ~ ab  ~Jab ~ 2va  2b T @)

Az (1), (2), @B) ¢é (4  oOsszefiiggésekbol  kovetkezik,  hogy

11
Vi +b+—+—=>32.
@ +~b+ =+ 2 V2

37. Oldjatok meg az x° +y* = xy + 2000 egyenletet az egész szamok halmazdban!
Megoldas. Ha z és y paratlan lenne, akkor az egyenlet bal oldala paros, jobb

oldala pedig paratlan lenne. Tehat nem lehet mindkét ismeretlen paratlan. Ha z paros,
akkor y is paros. Hasonl6 gondolatmenet alapjan létezik =, € N és y, € N gy, hogy

z =4z, és y=4dy, . lgy az 2 —zy +y —125=0 egyenlethez jutunk,
melynek diszkrimindnsa A = 500 — 3y, . Ahhoz, hogy z,,y, egész szamok legyenek,

sziikséges, hogy A teljes négyzet legyen, vagyis A =u°, u € Z . Innen kapjuk,

hogy 500 = u” + 3y’ . Tudjuk, hogy egy teljes négyzet 3-mal vald osztasi maradéka 0

vagy 1 lehet, tehat a jobb oldal 3-mal val6 osztasi maradéka O vagy 1 lehet, azonban
500-nak 3-mal osztva kettot ad maradékul. Tehat ellentmondashoz jutottunk, vagyis az
egyenletnek nincs egész megoldasa.
38. Az a, b és ¢, nullatd! kiilonbozo valos szamok osszege nulla. Bizonyitsatok be,
hogy:

a’ + b’ n c’ 3
> —b—c bV -c—da —-ad-b 2
Megoldas. Az a=—(b+c) egyenldség alapjan o’ =b” +c’ +2bc . Innen

2 2
a

a2—b2—c2:%
_e P d _a+b+e
2bc  2ac  2ab 2abc '

3
Masrészt a + b+ ¢ = 0 esetén a® +b° + ¢* = 3abe, tehat S = 5

, 1gy az -egyenldség bal oldalan all6 S  Osszegre

2

39. Az ABC haromszéglapot az dabran lathato hdarom

osszefuto egyenes hat kisebb hdaromszogre bontja. Koziiliik 4
négy haromszog teriiletének meérdszamat az abran feltiintettiik.

Hatarozzatok meg az ABC haromszog teriiletét!

BM  T[BOM| T[AOB]|
MC T[MOC] T[AOC]

40847 hol & = TIPOB] és y = TIAON]. Ebbél az 4
30 35+y 5 C

cayenletbd] dy — 3z = 112 . Masrészt AL =34 _y+35
PB T 70

84

Megoldas. , tehat P

b
A



394 Osszefoglalé gyakorlatok és feladatok

A két egyenlet alapjan z = 56 és y = 70, tehat T[ABC] = 315.
40. Az ABCD négyzet oldalain mozog az M és a P pont. Ha O a négyzet kozéppontja,

hatarozzatok meg az OM + OP osszegvektor végpontjanak mértani helyét, az alabbi
esetekben:

a) az M pont az [AB], a P pont pedig a [CD] szakaszon mozog, egymastol
fliggetleniil;

b) a két pont a négyzet oldalain mozog, tetszélegesen, egymdstol fiiggetleniil

(egymasra is keriilhetnek).
B M A

Megoldas. a) OM + OP =
— OB +0C + \BA+)\CD =

N N Y —OB+0C+(\+A)BA, ahol A\ + €[0,2].
Tehat az Osszegvektor végpontjainak mértani helye

C P D az N szakasz, ahol N és () az O szimmetrikusai
a BC és DA oldalakra nézve.
b) Ha m c[AB] és P c[AD] akkor OM + OP =
— OB+ \BA+O0D + \DA=XBA+)\DA . Ebben
az esetben a mértani hely az A kozépponti négyzet

belseje, amelynek O az egyik csucsa. Mivel M és N
tetszOlegesen mozoghat a mértani hely az A B,C\D,

négyzet és belseje, ahol A,B,C,,D, az O pont

0

szimmetrikusai az A, B,C, D pontokra nézve.

C D

41. Lehet-e a &—I—&%—&—F---—I—& Osszeg egész szam, ha p,,p,,..., D,
P, Pz Dy DPry1

paronkeént kiilonbozo primszamok. (SZAT" miniverseny 5 perc, Szildgyi Zsolt)
Megoldas. Ha k6z6s nevezore hozunk a szamlaloban egy tag kivételével mindegyik
oszthatd lesz p, -vel. Ugyanakkor a nevezé p,p,---p, ,, tehat a tortet p, -vel nem

lehet egyszerisiteni és igy az Osszeg nem lehet egész szam.

1 1 1 1

42. Bizonyitsd be, hogy ha —+—+—+ -+ —= g, (a, beN) akkor a
30 31 32 43 b

oszthato 73-mal. (SZAT miniverseny 5 perc)

Megoldas. Az osszeg felirhato [i + i] + [L + i] +...+ [L + i) alakban,
30 43 31 42 36 37

tehat

a 1 1 1
e
b 30-43 31-42 3637

’ Székelyudvarhelyi Matematikai Alkototabor 2001.

Tartalomjegyzék



Osszefoglalé gyakorlatok és feladatok 395

Mivel a nevezékben nem szerepel a 73 és 73 primszam, kovetkezik, hogy a oszthatd
73-mal.
43. Harom iires csupor van az asztalon. Micimacko, Nyuszi és Bagoly felvaltva
tesznek egy-egy mogyorot a csuprokba. A kezdot pénzfeldobassal sorsoljak ki.
Micimacko csak az elsé két csuporba tehet, Nyuszi a masodikba és a harmadikba,
Bagoly az elsobe vagy a harmadikba. Aki valamelyik csuporba a 2001-edik mogyorot
teszi, az veszit. Bizonyitsd be, hogy Micimacko és Bagoly osszefoghat Nyuszi ellen.
(SZAT miniverseny 5 perc)
Megoldas. Micimacké addig tesz a masodik csuporba, amig abban kevesebb, mint
2000 mogyor6 van. Bagoly addig tesz a harmadik csuporba, amig abban kevesebb,
mint 2000 mogyor6 van. igy leghamarabb a méasodik vagy a harmadik csuporba keriil
2000 mogyoro és az elsé csuporba addig egy mogyord sem keriil. A tovabbiakban
Nyuszi csak egy csuporba tehet (ha nem akar gyorsan vesziteni), mig az egyik
ellenfele tehet ugyanabba a csuporba, mint Nyuszi, €¢s a masik ellenfél kezdi feltolteni
az elsé csuprot. Ezutan legfeljebb 1000 mogyoré bedobasa utan elérik, hogy a
masodik és a harmadik csuporban 2000 mogyord legyen és az els6ben legfeljebb
1000 . igy Nyuszi kénytelen valamelyik csuporba betenni a 2001 -edik mogyorét és
ezzel veszit.
44. Legfeljebb hany huszar helyezheto el egy 4 x 4 -es sakktablan ugy, hogy ne
legyen koztiik kett, amely iitné egymast. Altalanositds. (SZAT miniverseny 5 perc)
Megoldas. Az azonos szinii mez6kon levé huszarok nem iitik egymast. gy 8 huszér
elhelyezhetd a tablan. Masrészt, ha 9 huszar van a tablan, akkor legalabb egy sorban
talalhatd legalabb harom. Ezek koziil ketté biztosan egymas mellett helyezkedik el,
ezek iitik egymast. Tehat legtobb 8 huszar helyezhetd el. Altalanosan, egy 4k x 4k
méretii tiblara 8%&° huszar helyezhetd el.
45. Legalabb hdny egymast nem iité6 huszart kell elhelyezniink egy 4 x4 -es
sakktablan ahhoz, hogy a tabla minden iires mezejét iissék. (SZAT miniverseny 5 perc)

Megoldas. Egy huszar a 4 x 4 -es tablan legfeljebb 4 mezdt iit, ezért

harom huszar legfeljebb 3 x4 =12 mez6t iithet. Ebbdl kovetkezik,

hogy legalabb négy huszarra sziikség van. A mellékelt abran lathato,
hogy négy huszar mar eléégséges is.

46. Szamitsd ki az [ﬁ] + [\/5] + [\/g] 4+ [\/nQ — 1} osszeget.
Megoldas. Ha k" <m<(k+1)7° -1, akkor [Vm]=k és ez az érték
(k+1)° —k* = 2k 4 1- szer fog szerepelni az 5sszegben. Mivel [\/n2 - 1} =n-—1,

az 0sszeg igy irhato:
n -1
dYolvm)=3-145-2+..+2n—-1)(n—1) =

m=1

n—1 n—1 n—1 _
B S IC I P I 1)6(4"“) .
k=1 k=1 k=1

Tartalomjegyzék
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47. Az (a”,)n
ahol a, = 3. Szamitsd ki az a,,, tag értékét. (SZAT miniverseny 10 perc)

., lermészetes szamsorozat teljesiti az a, = 3a, —2n Osszefiiggest,

Megoldas. A megadott sszefiiggések alapjan kiszamoljuk néhany tag értékét:
n =0 esetén a, =3-a,—2-0, vagyis a; =9

n =3 esetén a, = 3-a; —2-3, vagyis a, = 21
Folytatva a gondolatmenetet, rendre a kovetkezdket kapjuk: a,, = 45, a,; = 93,

ay, =189, a,iy = 381, ay, = 765, a,,; = 1533, a5, = 3069 és végil a,,,, = 6141.

48. a) Mutassuk meg, hogy ha két természetes szam o’ + 3b° alakii(a,b € N ), akkor

a szorzatuk is ugyanilyen alaku.
b) Bizonyitsd be, hogy ha valamilyen n természetes szamra a Tn szam

a® + 3b* alakii (a,b € N), akkor nis a* + 3b* alaki. (SZAT miniverseny 15 perc)
Megoldas. a) (o’ +3b°) (2 + 3y°) = o’z 4 3a’y* + 3b"2" + 9" =

= a’z” + 6axby + 9b°y’ + 3 (a2y2 + b’ — anby) = (az + 3aby)’ + 3(ay — bz)’.
b) (a* +3b”)(2” + 3y°) = (az — 3by)" + 3(ay + bz’
Igazolni kell, hogy ha 7n = a” 4 3b”, akkor léteznek az z,y € N szamok tgy, hogy
n = a2+ 3y . Ekkor az egyenl8ség igy irhato: (2° +3-1°)(2” + 3y’ ) = a® + 3b°,
ahonnan (2z 4 3y)° +(2y —z)’ = a® +3b* = (22— 3y)’ +(2y + z)°.

2e+ 3y =a 2r—3y =a

Tehat elégséges kimutatni, hogy a 9 —x b és a %+ a—b
egyenletrendszerek valamelyikének létezik egész megoldasa. Az elsé rendszerbol

= a+2b,amé1sodikb(')l Yy = 2b—a'

De 4b° —a® = Tb" — (3()2 + a2> = T7b° —Tni7, tehat valamelyik egyenletrendszernek

van megoldasa az egész szdmok halmazan.
49. Egy szavahihetd ember a kovetkezo torténetet mondta el: Egyszer egy tekndc hat
percen Gt ment egyenesen elére. Utjat tobben figyelték a kovetkezd feltételek szerint:
a) a hat perc alatt mindig figyelte valaki,
b) mindenki egy percig figyelte,
c) mindenki ugy talalta, hogy amig figyelte, addig a tekndc egy métert haladt
elore.
Ennek ellenére a teknéc a hat perc alatt 10 métert ment elére. Hogyan volt ez
lehetséges? (TOK * Matematikaverseny 2000.)
Megoldas. Egy lehetséges megoldas a kovetkezd. Az elsé 1/5 perc alatt megtesz 1
métert, majd 4/5 percig pihen és a kovetkezd 1/5 perc alatt ismét megtesz 1 métert. [gy

" Teleki Oktatési Kozpont Versenye
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ha a [0,1] és az [1/5, 6/5] idéintervallumokban két megfigyeld figyelte, akkor mindket | | Analomjegyzek

megfigyelore teljesiilnek a feltételek. Ha ezt a beosztast még négyszer megismételjik,
akkor hat perc alatt 5-2 méter tdvolsagot tesz meg ugy, hogy a feltételek teljestilnek.
50. Melyik az a legnagyobb pdros szam, amely nem irhato fel két paratlan dsszetett
szam osszegeként? (TOK Matematikaverseny 2000.)
Megoldas. A lehetséges felbontasok koziil néhany:
n=Mm-94+9=(m—-15)+15=(n—-21)+21 =
(n—25)+25=(n—27)+27=(n—35)+35

Ha n > 41, akkor ezekben a felbontdsokban minden tag legalabb 6. Mdsrészt az
n—9 n—25 n—35 szamok koziil pontosan az egyik oszthaté 3-mal. Igy az

n=(mn-9)4+9=(n—25)+25=(n—35)+ 35 felbontasok koziill az egyik két
Osszetett paratlan szamot tartalmaz. Ugyanakkor 40=15425 és n=38 esetén minden
lehetséges felbontasban van legalabb egy primszam. Tehat 38 a legnagyobb paros
szdm, amely nem bonthato fel két paratlan 0sszetett szam Osszegére.

51. Egy pingpongbajnoksdagon az n résztvevd koziil mindenki egyszer jatszott minden
mds résztvevovel. Az egyes versenyzok gyozelmeinek és vereségeinek szamat jeloljiik
rendre T ,T,,...t, illetve y ,y,,...y, -nel. Bizonyitsd be, hogy

A w e =y Y eyl
Megoldas. Mivel minden jatékos n —1 mérkozést jatszott, =, +y, =n—1 .

n

n
Minden mérkézésnek van egy gylOztese és egy vesztese, ezért Z T, = Z Y, . Az els6

1=l i=1

egyenletet z, , illetve y, -vel beszorozva kapjuk, hogy 2’ = (n—1)z, — 2y, és

y1'2 :<n_1)y7: —T;Y;-

T

Ezek alapjan 32> =3 [(n— 1)z, —zy] = (n =13y > ay, = > 7.
i=1 i=1 i=1 i=1

i=1
52. Oldd meg és targyald az
v —rz=alr+y+z)
2 —ay=0bx+y+z)
' —yz=clz+y+2)
egyenletrendszert ha a,b,c € R. (TOK Matematikaverseny 2000.)
Megoldas. Az x (gf — xz) +y (z2 — xy) +z (:E2 — yz) =0 azonossag
felhasznalasaval az egyenletrendszerbol kapjuk, hogy
(z+y+2)7(az+by+cz)=0.
Hasonlé modon, az z (y2 — xz) +x (z2 — xy) +y <x2 — yz) = 0 azonossag alapjan
(z4+y+2) (az+bx+cy)=0.
Haz+4+y+2=0,akkor z =y=2=3fzyz ,tehat t =y =2=0.



398 Osszefoglalé gyakorlatok és feladatok

Ha 24+ y+ 2= 0, akkor ar +by +cz2 =0 és az+bxr +cy =0.
y-(b2 —ac) y-(02 —ab) )
Ha a = 0, akkor 2 = —;———= és v = —;————=. Ezt visszahelyettesitve
a” —bc a” —bc

elvégezhetd a targyalas.

53. Egy zdr, amelyen harom nyomogomb van, akkor nyilik ki, ha a gombokat egy
eléirt sorrendben nyomjuk meg, kozvetleniil egymds utin. Legkevesebb hany
gombnyomas sziikséges ahhoz, hogy biztosan kinyiljek a zar? (a megfeleld hdarom
gombnyomdst esetleg megelozo gombnyomasok nem befolydsoljik a zdr szerkezetét).
Mi a valasz a feltett kérdeésre ha a zaron négy gomb taldalhato?

Megoldas. Jeldljikk a gombokat a, b, c- vel. Olyan minimalis karaktersorozatot kell
szerkeszteniink, amelybdl kivaghat6 az a, b, ¢ tetsz6leges sorrendje. E permutacidk a
kovetkezok: abe, ach, bac, bca, cab, cba. Ahhoz, hogy a sorozat a lehetd legrovidebb
legyen, nyilvanvalo, hogy az nem fordulhat elé egymadasutan kétszer ugyanaz a
karakter. Az abcab mar lefed harmat. Ha a kovetkez6 karakter ¢, akkor ismét az abc
részsorozathoz jutunk. Ha viszont a kovetkezo karakternek az a-t valasztjuk, akkor,
folytatva a gondolatmenetet, végil az abcabacba karaktersorozathoz jutunk és
valoban, ez tartalmazza az 0sszes sorrendet. Tehat kilenc gombnyomas utan biztosan
kinyilik az ajt6. Négy gomb esetén hasonld elgondolds alapjan 33 gombot kell
megnyomni.

54. Egymads utan elhelyeziink nyolc korongot és megszamozzuk Sket 1-t61 8-ig. Lépés
alatt azt ertjiik, hogy két szomszédos korongot felcseréliink. llyen lépések ismétlésével
elérhetjiik-e, hogy a korongok forditott sorrendben legyenek? Hat akkor, ha egy lépés
alatt azt ertjiik, hogy hdarom szomszédos korongot cseréliink fel az alabbi abranak

egfllson o o

Mi a valasz az elobbi kérdésekre ha eredetileg kilenc korongunk van?
(TOK Matematikaverseny 2000.)

Megoldas. 7 cserével az 1-es a sor végére vihetd. Tovabbi hat csere utan elérhetd,
hogy a 2-es az 1-es elé keriiljon. Folytatva az eljarast, 28 csere utan elérhet6 a forditott
sorrend. Ez kilenc korong esetén is hasonl6an érheto6 el.
Ha harom szomszédos korongot cseréliink fel, akkor a paros szdmot viseld korongok
jobbrdl szamolva paros helyeken maradnak, tehat 8 korong esetén nem lehetséges a
sorrend megforditasa. Kilenc korong esetén az 1, 3, 5, 7, 9 és 2, 4, 6, 8 korongokat
kiilon forditjuk meg. igy a teljes sorrend megfordul.
55. a) Egy jatékgyar olyan naptdrat szeretne késziteni, amelyen a datumot (a
napokat) két kockaval jelzik. Mindkét kockanak minden oldalara egy-egy szamjegyet
irnak és a két kocka megfelelo oldalainak egymas mellé helyezése jelzi a megfelelo
datumot. Példaul augusztus 9.-ét az Augusztus feliratu tabldacska és a 0 illetve 9-es
szamjegyek jelzik. Milyen szamokat kell az egyes kockdakra rafesteni, ha a 9-es 6-osnak
is olvashato és forditva?

b) Hatdrozd meg a legnagyobb olyan n természetes szamot, amelyre 1-t6l n-ig
minden szam kirakhato az elobbi modon harom kocka segitségével!
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Megoldas. a) A 11 és 22 csak akkor rakhato ki, ha mindkét kockan szerepel az 1-es
¢és 2-es. A 30-as datum kiirasahoz az egyik kockan meg kell jelenjen a 0 és a masikon
a 3. Ugyanakkor a 01, 02, 03, 04, 05, 06, 07, 08, 09 kiirasa csak ugy lehetséges, ha a 0
mindkét kockan szerepel (ellenkezd esetben a masik kockdn az 0Osszes tobbi
szamjegynek szerepelnie kellene). Tehat az egyik kockéan kotelezé a 0, 1, 2, 3, a
masikon a 0, 1, 2. A 4, 5, 6, 7, 8 szamjegyeket tetszélegesen eloszthatjuk (az elsd
kockara kettd, a masodikra harom darab keriil).
b) Ha 088- ig szeretnénk mindent kirakni, akkor mindharom kockan szerepelnie kell
egy nullasnak és legalabb két kockan 1-esnek. A 022, 033, 044, 055, 066, 077, 088
szamok nem rakhatok ki mert ehhez legalabb 7-2 + 5 =19 oldala kellene legyen a
harom kockanak. Ha a kockakra festett szamok a kovetkezok:

A:0,1,2,4,5,7

B:0,1,3,4,6,7

C:0,2,3,5,6,8,
akkor 000-t6l 087- ig minden szam kirakhatd. Tehat a legnagyobb ilyen szam az
n = 87.
56. Egy 8x8-as sakktablan 42 figura all. Bizonyitsd be, hogy 1étezik a tablanak
legalabb egy 4x4-es kis résztablaja, amelynek atlos mezdin legalabb négy figura all!
Megoldas

I Ha a kovetkeztetés nem igaz, akkor a sziirke

I mezOkon legfeljebb 12 figura allhat (ellenkez6
esetben a négy "sarki" résztabla valamelyikének atlos

mez6in legalabb 4 babu allna). igy a maradék 32

mezOn legalabb 30 figura all. Tehat a hullamos

vonallal keretezett résztablak 16 atlos mezejére

legalabb 14 figura jut, tehat valamelyikiik atl6in van

legalabb 7 figura, igy ellentmondéashoz jutottunk.

I Kovetkezik, hogy az eredeti allitas igaz.

57. Két gyerek meg kell tegyen egy 50 km hosszii utat és rendelkezésiikre dall egy
bicikli. Ha a biciklin egyszerre csak egyikiik lehet, gyalog a sebességiik 5 km/h és
biciklivel 15 km/h legalabb mennyi idore van sziikségiik a tavolsag megtételéhez? Hat
akkor, ha harman vannak és két bicikli all rendelkezésiikre?

Megoldas. Ha x tavolsagot gyalog és d — x tavolsagot biciklivel tesz meg egy
d—z d—z

1d6 alatt ér

gyerek, akkor — + id6 alatt ér célba. A masik viszont — +
v U, Uy v

be. A két id6 Osszege d[l +i , figgetlen az z - t6l, tehat a két idé nagyobbika

U Y

akkor a legkisebb, ha a két id6 egyforma, vagyis z + d—w S + d—w , ahonnan
v v v, v,
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T = g . Tehat az egyik gyerek elindul biciklin és félutnal leteszi a kerékpart. Amikor

a masodik gyerek eléri biciklit, feliil ra és tovabbmegy. igy mindketten 6 6ra 40 perc
alatt érnek célba.

Ha harman vannak két biciklivel, akkor két esetet kiilonboztetiink meg.

1. eset: a biciklivel nem lehet visszafele haladni. igy 6sszesen 3d utat kell megtenni,

¢s ebbdl 2d tavolsagot biciklivel, tehat legalabb 2d + 4 a harmuk 6sszideje. Akkor
Uy Y

%—ki] idét mennek. Ez azt jelenti,

Uy Uy

érnek a leghamarabb be, ha mindharman 1

d . . 2d e
hogy 3 tavolsagot megy mindenki gyalog és 3 -at biciklivel.

2. eset: el6fordulhat, hogy az egyik gyerek biciklin megy és visszaviszi a harmadiknak

d(3v,4+v,) 50

az "iires" kerékpart. Igy ¢ = = —, vagyis 5 6ra 33 perc 20 mésodperc
Uy (1}2 + 31}1)

alatt is beérhetnek.
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