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VIII. FEJEZET

OSSZEFOGLALO FELADATOK
VIIL.1. Versenyre elékészit6 feladatok (337. oldal)

1. Két sakkmintas, 60x60 illetve 80x80-cm nagysagu szonyegdarab (minden mezd
10x10 cm nagysagu) segitsegével le kell fedni egy 100x100 cm nagysagu négyzetet
ugy, hogy a lefédés is sakktablamintas legyen, tovabba egyik szonyeget se vagjuk
kettonél tobb darabra és egyetlen mezot se vagjunk ketté. Tervezz ilyen szétvagasokat!
Megoldas. A mellékelt abran ilyen szétvagasok lathatok.

2. Egy labirintus folyosoi egy n oldalu konvex sokszog oldalai és atloi. Legalabb hany
mécsest kell elhelyezniink ahhoz, hogy minden folyoson legyen legalabb egy lampa?

Megoldas. Nyilvanvalo, hogy egy lampa akkor vilagit be a legtobb folyosot, ha a
konvex sokszog valamely cstcsaban van (itt n —1 folyosé talalkozik, mashol

legfeljebb g folyoso talalkozhat).
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Igazolni fogjuk, hogy n —1 lampa sziikséges is és elégséges is minden folyoso
bevilagitasahoz. Ha egy csucs kivételével minden csticsba helyeziink lampat, akkor a
konvex sokszog minden atldjanak illetve oldaldnak legalabb egyik végpontjaban van
lampa, tehat minden folyos6 meg van vilagitva. Igy n — 1 lampa elégséges. Ha n — 2
lampat helyeziink el, akkor a konvex sokszog két csucsaban nincs lampa. Az egyik
ilyen csucsbol kiinduld n —1 diszjunkt folyos6t nem lehet megvilagitani n — 2
lampaval, tehat n — 2 lampa nem elégséges a folyosok megvilagitasahoz.
3. a) Egy 12x56-o0s téglalap alaki négyzetracs atloja hany egységnégyzetet érint?

b) Egy mxn-es téglalap alaku négyzetrdacs atloja legfeljebb hany egységnégyzetet

érinthet? Fogalmazz meg egy térbeli analog feladatot majd oldd is meg!
Megoldas. a) El6szor vizsgaljuk meg, hogy az OC 4tlo hany racsponton megy at és
melyek ezek. Tekintsiink egy derékszogii koordinata rendszert, és legyenek O (0,0),
A(56,0), B(0,12) illetve C'(56,12) a téglalap csucspontjai. Meg akarjuk hatarozni,
hogy az [OC] szakasz hany egész koordinataji ponton halad at. Az OC egyenes

egyenlete: Y= %x , azaz l4y=3x. Meg kell hataroznunk az

(z,y) €[0,56]%x[0,12] N (Z x Z) parokat, melyek teljesitik a fenti egyenletet. Vilagos,
hogy 3|y és 14|z, mert (3,14) =1. Tehat y = 3d, és = = d, . Ebbdl kovetkezik,
hogy 42d, = 42d, = d, = d,. Tovabba 3d, € [0,12]NZ = d, € {0,1,2,3,4} . Tehat
(z,y) €{(0,0), (14,3),(28,6),(42,9),(56,12)} , vagyis &t racsponton megy 4t az
[OC| szakasz. Vilagos, hogy ez a szakasz négy 3 x 14 -es téglalapon halad at. Tehat
elégséges meghatarozni, hogy egy ilyen téglalapban hany egységnégyzetet érint. Az
elébbiek alapjan, ezekben a téglalapokban egyetlen belsdé racsponton sem halad at az
[OC] atlo. Tekintsiink egy bogarat, amely elindul a 3x14 -es téglalap bal alsd

sarkabol és eljut a jobb felsé sarkaba tigy, hogy csak azokon az egységnégyzeteken
halad at, amelyeken a téglalap atloja. Mivel ez az atlé nem halad at racspontokon, a
bogar kényelmesen atmehet ezeken a négyzeteken. So6t, az is vilagos, hogy csak jobbra
¢és felfele 1éphet. Ahhoz, hogy felérjen a jobb fels6 sarokba, 14 —1-et kell Iépjen
jobbra és 3 —1-et felfele. Tehat Osszesen 13 +2 = 15 1épést tesz meg. A 15 1épés

alatt 16 egységnégyzetet érint, tehat az [OC| 4tlo 4 x 16 = 64 egységnégyzetet érint.

b) Hasonldo gondolatmenet alapjan meg kell hataroznunk, hogy a derékszogi
koordinata rendszer O(0,0) és M (m,n) pontjait Gsszekotd szakasz hany egész

koordinataju pontot tartalmaz. Az OM egyenes egyenlete y = L , tehat meg kell
m

hatarozzuk azon (z,y) € {0,1,2,...,m} x{0,1,2,..,n} parokat, amelyekre my = nz .
Legyen d = (m,n) = m=md é n=nd ugy, hogy (m,n )=1. Tehat
my =mnz és (m,n)=1, kovetkezik ,hogy m, |z és n, |y, s6t y=nk és
r=mk, ke€{0,1,2,...,d}. Eszerint d +1 racsponton megy at az [OM| szakasz
(beleértve az O és M pontokat is), azaz d darab m, x n, -es téglalapon halad at. Egy-
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egy ilyen téglalap belsejében m, +n, —1 egységnégyzetet érint, tehat az atlo
dsszesen d(m, +n, —1) = m+n — (m,n) egységnégyzetet érint.
4. Hatarozd meg a legnagyobb paros szamot, amely nem irhato fel ket paratlan

osszetett szam Osszegeként!
Megoldas. Egy paros természetes szam hattal vald osztasi maradéka 0, 2 vagy 4,

tehat a szam 6k, 6k 4 2, vagy 6k + 4 alakban irhato fel.

I. Ha k>2, akkor 6k =6k—9+9=3(2k—-3)+3-3. 2k—3>1, tehat 6k
felirhatd két paratlan Osszetett szam Osszegeként k& > 2 esetben. Ha k = 2, akkor
6-2 = 12 nem irhato fel két paratlan Osszetett szam Osszegeként.

II. Ha k> 6, akkor 6k+2=6k—33+35=3(2k—11)+5-7 ¢és 2k—11>1,
tehat 6k + 2 felirhatdé két paratlan Osszetett szam Osszegeként k > 6 esetben. Ha
k = 6, akkor 6k + 2 = 38 nem irhato fel két paratlan Osszetett szam Osszegeként.

II. Ha k>4, akkor 6k+4=6k—21+25=3(2k—7)+5-5 é 2k—T7>1.
Tehat 6k + 4 felirhato két paratlan 6sszetett szam Osszegeként, ha £ > 4. Ha k=4,
akkor 6k 4+ 4 = 28 nem irhato fel két paratlan Osszetett szam Osszegeként.

A fentiek alapjan 38 a legnagyobb paros szam, amely nem irhato fel két paratlan
Osszetett szam Gsszegeként.

5. Hany olyan n-nél nem nagyobb pozitiv egész szam van, amelynek minden
primosztoja legalabb kétjegyii? Vizsgald meg az n = 10000 sajdtos esetet is!
Megoldas. Tulajdonképpen azokat az n -nél kisebb vagy n -nel egyenld természetes
szamokat keressiik, amelyek nem oszthatoak 2-vel, 3-mal, 5-tel illetve 7-tel. Keressiik
meg azokat, amelyek oszthatdak ezek valamelyikével. Az

M) = {k € N*‘ kipésk < n} jeloléssel az  M; UM UM UM, halmaz
szamossagat kell meghataroznunk.
N =|M; UM} UM} UM |=|My|+|M;|+|M]|+|M7] -
= M5 M| =0 0 M= |y | = M M| =M 0 Mg [ 0+
+|M2” NM; NM |+ My NM; NM|+ |M2” NM; N M +|M7" NM; NM;
—|My N My MM
Tudjuk, hogy ha m,, m,, ..., m, paronként relativ primek, akkor

M, NM, N..0M, =M

My My oMMy,

, ez pedig magaval vonja az n-nél kisebb

tobbszorosok esetében is a tulajdonsagot. Mivel 2, 3, 5, és 7 primszamok, paronként
relativ primek is, tehat

N = |My|+ |My|+|M; | +| My | — | M| - My,

=M = | M| M|+ [ M| + | M|+ M,

n n
—| M| - | M
—| M3,

210
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Masrészt az n-nél kisebb vagy vele egyenld, k-val oszthaté pozitiv egészek
k, 2k 3k ., [% -k, tehat % darab ilyen szdm van. Ebbél kovetkezik, hogy
|y ——[zzr’Tehét
k
n n n n n n n n n n
N ==+ =+ |-+ = - = - = - == |=| - |—=| - —|+
2 3 ) 7 6 10 14 15 21 35
N L DL O TR PR RN D L
30 42 70 105 210

az n-nél kisebb vagy vele egyenld, a 2, 3, 5, 7 primek valamelyikével oszthatd pozitiv
egészek szama. Kovetkezésképpen az n-nél nem nagyobb olyan pozitiv egészek
szama, amelyeknek minden primosztoja legalabb kétjegyli n — N .
Az n =10000 esetben ez a szam 10000 — 5000 — 3333 — 2000 — 1428 +

+1666 + 1000 + 714 + 666 + 476 + 285 — 333 — 238 — 142 — 95 + 47 = 2285.
6. Egy 3 x5-0s téglalap alaku négyzetracson taldlomra kivalasztunk harom pontot.
Mi a valosziniisége annak, hogy a kivalasztott pontok dltal meghatarozott haromszog
belsejében vagy az oldalain van legaldbb egy tovabbi racspont?
Megoldas. A 3 x5-0s téglalap 4 x 6 = 24 racspontot tartalmaz. Tehat a lehetséges
esetek szdma Cj, = 2024 . Szamoljuk meg azokat az eseteket, amikor a haromszog
belsejében, vagy oldalain nincs tovabbi racspont. Egy ilyen haromszog oldalai egy-
egy téglalap atloi (esetleg elfajult téglalap). A 3. feladat alapjan ahhoz, hogy ezen
atlon ne legyen tovabbi racspont, az oldalhosszainak legnagyobb kdzos osztoja 1 kell
legyen. Ilyen (m,n) € {0,1,2,3} x{0,1,2,3,4,5} parok az

A= {(0’1)7(170)7(171)7(172)7(173)7(174)’(175)7(2’1)7(273)7

(2.5),(3,1),(3,2),(3,4),(3.5)}
halmazban vannak. Vizsgaljuk azokat az eseteket, amikor a haromszdg leghosszabb
oldala m x n -es téglalap atloja, ahol (m,n) € A. (az (m,n) és (n,m) eseteket nem
kell kiilon vizsgalni).

1. (m,n)=(0,1). Ebben az esetben nincs olyan haromszog, amelynek ez legyen a
leghosszabb oldala.

2. (myn)=(11). Egy 1x1-es téglalapban 4 ilyen haromszog létezik. A 3 x 5-0s
téglalap 3-5=15 1x1-es téglalapot tartalmaz, tehat 4-15=60 ilyen
haromszdg van a téglalapban.

3. (myn)=(1,2). Egy 1x2-es téglalapban 4 ilyen haromszog létezik. A 3 x 5-0s
téglalap pedig 3-4+5-2=22 darab 1x2-es vagy 2x1l-es téglalapot
tartalmaz. Tehat 4 - 22 = 88 ilyen haromszog van a téglalapban.

4. (m,n)=(1,3). Egy 1x3-mas téglalapban 4 ilyen haromszog van. A 3 X 5-0s
téglalap tehat 3x3+5x1=14 darab 1x3-mas vagy 3x1-es téglalapot
tartalmaz, vagyis 4 -14 = 56 ilyen haromszog van a téglalapban.
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5. (myn)=(1L,4). Ismét 4 ilyen haromszog talalhatd egy 1x4 -es téglalapban, a
3 x 5-0s téglalap pedig 6 darab 1x 4 -es téglalapot tartalmaz, tehat 4 x 6 = 24
ilyen haromszog van a téglalapban.

6. (m,n)=(15). Egy 1x5-0s téglalap 4 ilyen haromszoget tartalmaz, miga 3 x 5-
O0s téglalap 3 darab 1x5-0s téglalapot tartalmaz, tehat 4-3 =12 ilyen
haromszoget tartalmaz.

7. (m,n)=(2,3). Egy 2x 3-mas téglalap 4 ilyen haromszoget tartalmaz. Ebben az
esetben a 3 x 5-0s téglalapban 40 ilyen haromszog talalhato.

8. (m,n)=(2,5). A 3x5-0s téglalap 8 ilyen haromszoget tartalmaz.

(m,n) =(3,4). A 3x5-0s téglalap 8 ilyen haromszoget tartalmaz.

10. (m,n) = (3,5). A téglalap 4 ilyen haromszoget tartalmaz.

Tehat oOsszesen 60+88+56+24+412440+8+8+4+4 =300 esetben a

haromszég oldalain és  belsejében nincs racspont.  Kovetkezésképpen

2024 — 300 = 1724 esetben van tovabbi racspont a haromszdg oldalain vagy

1724 431

belsejében. Tehat a keresett valosziniiség P = = .
2024 506

7.0ldd meg a 2" =7 egyenletet (n € N')!

Megoldas. Szorozzuk az egyenlet mindkét oldalat z-vel. z-z =|z/*, tehat az
egyenlet a 2" =|z/> alakban irhato. Ha kiszamitjuk mindkét oldal modulusat a
|zI" = 121* egyenl6séghez jutunk. Ha n = 1, akkor az egyetlen megoldas a z = 1. Ha
n = 2, akkor minden valds szam megoldasa az egyenletnek, tehat feltételezhetjiik,
hogy n >3. Ebben az esetben a |z|" =|zI*> egyenlGségbdl kovetkezik, hogy
lzl"2 =1, tehat |z21=1 és gy 2" =1. Tehat a megoldashalmaz

M:{cos%—ﬂ-—i—isin%—7T ‘ k=0, n—l}.
n n

8. Hatarozd meg |z| legkisebb és legnagyobb lehetséges értéket ha =a ésa

1
z+—=
z

egy szigoruan pozitiv valos szam.
Megoldas. A  modulusfiiggvény  tulajdonsagaibol  kovetkezik,  hogy

1
Izl—ﬁg z—i—l. Tehat, ha |z2|l=71, akkor r—=<a < P —ar—1<0 =
z z r
_ 2 4 2 4 _ 2 4 2 4
pe|dNe R aTNG TR g TNE TE g pefo, LEVE T
2 2 2 2
2
4 . .
Tehat a |z| lehetséges legnagyobb értéke %, ¢és ezt fel is veszi, mert a

2
4 . o .
z = Mz’ szamra igaz a feladatbeli Osszefiiggés.
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. 1
Mivel z-ben és —-ben a

2z +—| =a Osszefiiggés szimmetrikus, és |z| akkor a
z z

legkisebb, ha ﬁ a legnagyobb, kovetkezik, hogy a |z| legkisebb lehetséges értékét
z

2 2
akkor veszi fel, ha izw, azaz |z] = 2 _—atva +4
121 2 a++a® +4 2
2
_ 4 )
Ezt az értéket 2z = _fatve 4 2@ * 1 esetén veszi fel.

9. Oldd meg a természetes szamok halmazdban a 2" — n* = log, sin nr egyenletet!
- . . nTw . nw . .
Megoldas. Mivel sm? <1, Vne N = log, sm? < 0, amikor a logaritmus

értelmezett (azaz sin% > 0). Indukciéval igazolhato, hogy 2" —n® >0, Vn >5

esetén, tehat n csak a {0,1,2,3,4} halmazbol veheti fel értékeit. Ezek koziil csak az
n = 4 megoldas.

1
10. Oldd meg az x-2* + L 2" = 4 egyenletet a valos szamok halmazaban!
x

Megoldas. Az egyenletnek nem lehet negativ megoldasa, mert = < 0 esetén az
egyenlet bal oldalan allo kifejezés negativ. Ha x>0 a szamtani és a mértani

1 1
kozéparanyosok kozotti egyenltlenség alapjan  z-2° +l‘2“’ >2- \l2”+1 . De
x
1

w+l22, Vo >0 esetén, tehat x-2;+l‘2”’22\/124. Az
x x

egyenldtlenségekben akkor és csak akkor all fenn egyenldség, ha © = 1. Tehat ez az
egyenlet egyetlen megoldasa.

4, -
11. Oldd meg az ({/§)l+3 + (\5/§)3”+4 =11 egyenletet a valos szamok halmazaban!
3z+4 3r+4

Megoldas. A feladatbeli egyenlet a 2 ° +3 ° =11 alakban is irhato.

, 1 D .
Eszrevessziik, hogy z, = 3 és =, =2 megoldasok, majd bizonyitjuk, hogy tobb

megoldasa nincs az egyenletnek. Belathatd, hogy x > 0, mert ha z <0, akkor
3x+4 3z+4 3 4

25 435 <2043 <24+3=5.Azf, ¢, ¢:(0,+00) =R, f@)=2",

4 : 4
g, () = g + T’ L@ =3" ¢é g,(x)= 37 + figgvények konvexek, tehat az
x

fiog, és f, og, fiiggvények is konvex fiiggvények. A feladatbeli egyenletiink pedig
(fog)@+(f0g)@ =11.
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Mivel f og, és f, og, konvex fiiggvények, f og + f, og, is konvex fiiggvény,
tehat az egyenletnek legtobb két megoldasa lehet. A gyokok tehat x, = % és z, =2.

12. Oldd megaz (1+3-2")" +(1+3-27")" = 32 egyenletet! (1 €R és n € N)
Megoldas. Ha z >0, akkor (1+3-2")" +(1+3-27")" > (1+3-27)" > 4" ¢,
ha 2<0, akkor (143-2")"+(14+3-27")">(1+3-27")" >4", tehat az
egyenletnek csak akkor lehet megoldasa, ha 32 > 4" . Eszerint n € {0,1,2}.

I. eset. Ha n = 0, akkor 141 = 32 ¢és nincs megoldas.

Il eset. Ha n =1, akkor (1+3-2")+(14+3-277)=32 < 3:2"+3-27"-30=0
& (27 -10-2 +1=0 = 1, = log, (5+26) & z, = log, (5 — 26).

I eset. Ha n=2, akkor (14+3-2)" +(1+3-27) =32 & 2(2"4+27")+
+3(22’ + 2’2’) =10. Az y =2" +27" jeldléssel 3y° +2y —16 = 0. Ebbdl 3y, = 2

8 , : i
és y, = —3 tehat csak 2° + 27" = 2 teljesiilhet, ahonnan z, = 0.

13. Hatdrozd meg az a" + b" = 2¢” egyenlet valos megoldasait ha a, b és ¢ pozitiv
valés szamok és a +b = 2c.

Megoldas. Az f: R — R, f(z)= [%] + [g] fliggvény szigoruan konvex, tehat
az eredeti egyenletnek ketténél tobb megolddsa nem lehet. Masrészt az z, =0 és
z, = 1 szamok megoldasai az egyenletnek, tehat M = {0,1}.

Megjegyzés. Igazolhato, hogy a +b=c+d (a, b, ¢ és d paronként kiilonb6z6 )
esetén az a’ +b" =c" +d" egyenletnek is csak az z, =0 és =z, =1 szdmok a
megoldasai.

14. A természetes szamok halmazaban oldd meg a 3" + 4" = 5" egyenletet!
Megoldas. 3" +4'=5 << 3 +3+1)'=(6-1)7. 3+1)=3M+1,
MeN. (6-1)7 =6P+(—1)", PeN. Tehat 3" +3M +1=6P +(—1)" (1). Ha
z =0, akkor 3M +2 =6P +(—1)° = 2z paratlan. Ebben az esetben 1+ 4’ = 5°
<1+(35-1"=5—-(5-1) =5K +(—1)’, K € N.Tehat 1 +5M + (—1)’ =5".
Ebbdl  kovetkezik, hogy y paratlan (mert 2z >0, paratlan). Masrészt
4" =5 —-1=(5-1) (5271 +..+ 1) és 5! +...+1 paratlan, mert paratlan szamu
paratlan szam Osszege, tehat z =1 ¢és y =1 kell legyen ebben az esetben.
Kovetkezésképpen egy megoldas ¢ =0, y=1¢s z =1.

Ha z =0, akkor (1) alapjan z paros. Tehat z =2z ¢és 2z € N. Masrészt
(4—1)"+4"=(4+1), innen 4L + (—1)" +4" =4P +1, ahol L, P € N. Tehat

x is paros = = = 2z, ¢és z, € N. Az egyenletiink a kovetkezdképpen alakul
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3427 =5 o 3 = (5" —2")(5" +2') =
57 —2' =3

2
@ 57 +2' =3

a,b € N, ahol a <b é a+b=2x. A fenti két egyenletet
osszeadva, kapjuk, hogy 2-5" =3"+3" < 2.57 =3° (1 + 31””). De 2-5% nem
oszthaté 3-mal, igy a =0 és b =2z, tehat 2.5 =1+9". Ha 2z =0, akkor
r, =0 = 5" +2' =3", ami lehetetlen. Kovetkezésképpen 2, nem lehet 0, tehat
z, =0 és 2-5 oszthato 10-zel, tehat (1+97):10 = z, paratlan. Ha a (2) két
egyenletét kivonjuk egymasbol, kapjuk, hogy:2'"' =3"' —3" < 2" =97 —1 =
27 =(9-1)(9" +...4+1).  Mivel T, paratlan,  kovetkezik,  hogy
9" +9%7% 4 .. +1 is paratlan, tehdt z, =1 é y+1=3 kell legyen, vagyis
r=2¢ y=2 = z=2.Tehat a masodik megoldds x =2, y =2¢és 2 =2.

15. Hatdrozd meg azt az (a,) természetes szamsorozatot, amelyre a, =0,

neN”
n 2 n

Vn eN és [Z%"] :Zk-ak, Vv neN.
k=1 k=1

Megoldas. n = 1 esetén a; = a,, tehat a, = 1.

2
n =2 esetén az [1 —1—%) =1-1+2-a, egyenlethez jutunk, tehat a, = 4a, és igy

2
a, =4. n=23 esetén az [1+2+a—3J =1-14+2-4+3-a, egyenlethez jutunk,
3 :

tehat a; = 9a, és igy a, = 9. A matematikai indukcié modszerével igazoljuk, hogy
a, = k>, Yk € N'. Tekintjiik a kovetkezd allitast: P(n): a, = k*,ha k <n.

Az elébbiek alapjan P(1), P(2) és P(3) igaz. Ha feltételezziik, hogy P(n) igaz,
akkor a feladatban szerepld egyenléség alapjan

2
[1~|—2~|—3+...+n~|— Cast ] =1+2°+3 +..+(n+1a,,,,

n+1

2

tehat [n(n +1) 4 ] _|n(n+1)
2 n+1 9

a.,, = (n+1)\a,,,, tehat a,,, = (n+1)*. Igy P(n)-bdl kdvetkezik P(n + 1), tehat

n+1

2
} +(n+1)a,,, . Ebbdl kovetkezik, hogy

a matematikai indukci6 elve alapjan a, = n*, Vn € N esetén.
16. Hatarozd meg azokat az f : R — R fiiggvényeket, amelyekre

flx+y) > flz)- fly) > a™", Yo,y e R, ha a >0 és a = 1.
Megoldas. Ha az egyenl6tlenségbe y = 0-t helyettesitink, akkor az
f@ > f@- f(0)>a" egyenlbtlenségekhez jutunk. a* >0, Vz € R = f(x) >0,
Ve e R. A fentieck alapjan f(0)>1 ¢és ugyanakkor az f(z) > f(x)- f(0)
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egyenldtlenségbdl kovetkezik, hogy f(0) <1, tehat f(0) =1. A tovabbiakban, ha az
eredeti egyenl6tlenségekbe y = —ux -et helyettesitiink, akkor f(0) > f(x) f(—x) > 1,
Ve e R. Tehat f(x)f(—z) =1, Ve € R. Masrészt 1 = f(@) f(—x)>a"-a " =1,
ebbdl kovetkezik, hogy f(x) =a", Vx € R.

17. Bizonyitsd be, hogy ha az a, b, ¢ és d valos szamok teljesitik a 4a + 3b =12 és
—4c 4+ 3d =12 egyenldségeket, akkor

Ja? + 0%+ +d* +J(a—c) +(b—dP >7,68.
Megoldas. Tekintsiink egy O kozépponti derékszogl koordinatarendszert. Azonnal
belathato, hogy az A(a, b) és B(c, d) pontok a d,:4x + 3y =12, illetve a

d, : —4x + 3y = 12 egyeneseken vannak, ¢és a feladatbeli egyenl6tlenség egyenértékii
az OA+ OB+ AB > 7,68 egyenlétlenséggel. Ha O, ¢és O, az O pont
szimmetrikusa a d, és d, egyenesekre nézve, akkor OA = 0A ¢é OB =0,B,
tehit OA+OB+ AB=0A+ O,B+ AB. Masrészt O, A+ O,B+ AB > 0,0,,
tehat OA + OB + AB > 0,0, . A tovabbiakban hatarozzuk meg az O,0, hosszisagat!
Ha O, koordinatdi z, ¢és y,, akkor az O, koordindtdi —z, ¢és vy, (mert
szimmetrikusak az Oy tengelyre nézve) és 0,0, = 2z,. OO0, egyenlete y = mx ¢&s

00, Ld = m:%. Tehat OO, egyenlete y:%x. Ha {M}=00,Nd,, és az

M pont koordinatdi xz, és y,, akkor z, =2z, és y, =2y,, mert M az OO,
felezOpontja.

5%,y =12 48 3 48 96
{M}=00,nd, = 3 =z, =— ¢ y, =—-—. Tehat 2, = —
y2:Z$2 25 4 25 25

192
= 0,0, = 222 _ 7 68. Tehat
25

Va2 + 0 4 +d* +J(a—¢) +(b—df =0A+ OB+ AB>1,68.
A

VIl 1. dbra

\ 4
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18. Bizonyitsd be, hogy ha a,b,c € R, akkor

Ja? —ab+b* +a® —ac+c > > —be+c
Megoldas. Ha OA=a, OB=0b, OC=c, m(BOAL)=60° ¢és
m(COAZ) = 60°, akkor a BOA haromszogben a koszinusz tétel alapjan
AB =’ +b* —2abcos60° = +Ja® +b> —ab. A COA haromszdgben a koszinusz
tétel alapign  AC =+Ja’ +¢* —2accos60° =~a> + ¢ —ac  é a BOC

hdromszogben BC = [b” + ¢* — 2bc cos120° = \b® + ¢* + ac . Masrészt az ABC
haromszogben a haromszog egyenldtlenség alapjan AB+ AC > BC', tehat

Ja? —ab+b* + 4Ja® —ac+ ¢ > b —bet .

2z x €0, %]
19. Jeloljiik f,-nel az f:]0,1] — [0,1] f(z) = . fiiggvény n-
2 -2z T € 5, 1

edik iterdltjat [fn = fofo...of]. Hdny darab megolddsa van az f (z)=x
| S )

egyenletnek?
Megoldas. A matematikai indukcié modszerével igazoljuk, hogy
2" — 2k, ha z—k 2"”; 1]
he) = % +1 2% +2
—2"x 4+ 2k + 2, ha [T, " ]

fgy az f (z) = = egyenletnek 2" megoldasa van.

20. Az f:N—N ¢ f:N—N figgvényekre a g(n) = max(f(n),f,(n))
barmely n € N fiiggvény sziirjektiv és a h(n) = min(f,(n), f,(n)) dsszefiiggéssel
ertelmezett fiiggvény injektiv. Bizonyitsd be, hogy az f és f, fiiggvények bijektivek és
k=15

Megoldas. A g filiggvény sziirjektiv, tehat létezik n, € N ugy, hogy
g(n))=0= f(n,)<0. De f(n,)€EN, tehit f(n,)=0i=12. A g
szuirjektivitasabol kovetkezik, hogy In, € N, amelyre g(n,) = 1. Ha valamelyik i-re
f(n,) <1, akkor h(n,) =0 = h(n,) és ez ellentmondana h injektivitasanak, tehat
f(n)=1i=12. Ezt a gondolatmenetet megismételve igazolhat6, hogy
fi(n;) = j,¥j € N,ahol hy(n;) = j,tehit f = f,.

21. Jeloljiik f(n)-nel az [712,2712] intervallumban levo teljes négyzetek szamdat.

Tanulmédnyozd az f: N~ — N fiiggvény injektivitdsat és sziirjektivitisat!
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Megoldas. n* <(n+k)’ <2n’ ©n<n+k<+2n, azaz nggn(\@—l).
Az  elébbi  egyenlbtlenségek  alapjan  f(n) =1+ [n(x/? - 1)] , V n>1.
fO=14+N2-1=1 ¢ f(I)=1+[2/2-2|=1, tehat f nem injektiv. Az
f(n) =k egyenléség pontosan akkor teljesiil, ha 1+ [n(\/? - 1)] =k, vagyis ha
k—1 k ]

V217 2 -1)

ko k=1 _ 1
V2-1 2-1 2-1
tartalmaz. [gy az f fiiggvény sziirjektiv.
Megjegyzés. Altalaban f(2n —1) = f(2n) =n, Vn >1.
22. Bizonyitsd be, hogy ha f:[a,b] — R egy tetszbleges fiiggvény, akkor létezik

n e Mivel az el6ébbi intervallum hossza

=2+4+1>2, legalibb két természetes szamot

olyan g : R — R fiiggvény, amelyre (g o g)(x) = f(z) bdrmely x € [a,b]-re!
Megoldas. Legyen [c,d]| egy olyan intervallum, amelynek nincs [a,b]-vel kozos
d—c ad —bc
= T —
b—a b—a
fliggvény az [a,b] intervallumot a [c,d] intervallumba transzformalja és bijektiv).

pontja (¢>0b) és g¢:[a,b] — [c,d], g(x) (ez az els6foka

Ertelmezziik az r : R — R fiiggvényt a kovetkezdképpen:
9(f(z)), ha =z €lab]

¢'@),  ha z€led]
r(z)=
[b,c] —n  elséfoku
egyébként  konstans
Lathato, hogy
f(z), ha z € [a,b]
(gofog)(x), ha z€lcd]
r’(z)= ,

h(x) ha z €[b,c]
konstans egyébként

tehat az igy szerkesztett fliiggvény teljesiti a kért feltételt.
23. Ha az A és B véges halmazok elemeinek szama m illetve n. Hatarozd meg
a) Az f: A — B fiiggvények szamat!
b) Az f: A — B injektiv fiiggvények szamat! (ha m < n )
c) Az f: A — B sziirjektiv fiiggvények szamat! (ha m > n )
Megoldas. a) Minden f(z) érték megvalasztasara n lehet6ségiink van, tehat a
fiiggvények szama n" .
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b) Az fet értelmezzik pontonként. Ha A ={z,m,,..,z,} akkor f(z)
megvalasztasanal n lehetdség van, f (xQ) megvalasztasanal mar csak (n-1). Mivel az
f(z,) minden értékéhez f(z,)-t (n-1) féleképpen valaszthatjuk az elsé két
fliggvényérték megvalasztasat n(n-1) kiilonb6zé modon végezhetjiik. Minden ilyen
megvalasztas utan f (xj) megvalasztasara (n-2) lehetdség marad, tehat az elsé harom
érteket n(n-1)(n-2) killonb6zé modon lehet megvalasztani. Hasonlé gondolatmenet
alapjan az elsd k darab fiiggvényértéket n(n-1)(n-2)...(n-k+1) kiilonb6zé6 modon
rogzithetjiik. k-nak m-et valasztva az f : A — B injektiv fiiggvények szama
V'=n(n-1)(n—-2)....n —m+1).

c) Az Osszes f: A — B fiiggvények szdma n" mert az f(z,),f(z,),....f(z,)
értékek koziil mindegyik megvalasztasara n lehet6ségiink van és ezek a valasztasok
egymastol fliggetlenek. Legyen A={f:A—>B|y €Imf}, ahol

B ={y,,¥s;....,y, }. Vilagos, hogy az A = UA7 halmaz éppen a nem sziirjektiv
i=1

figgvényeket tartalmazza, tehat a sziirjektiv fliggvények szama n" — |AQ| . Masrészt

4=

T

UA|=2 - 5 [anal+ ¥ janana|-.

i=1 1<i<j<n 1<i<j<k<n

N4

(a logikai szitaformula alapjan). Mivel a Z A NA N...NA Osszeg ch

1< < <..<ip <n

+(=1)"-

tagot tartalmaz és minden tag értéke (n — k)" (ennyi azoknak a fliggvényeknek a
szdma, amelyek A-ta B\ {i,1,,...,4, } halmazba képezik) irhatjuk, hogy
|Aﬂ| =Cl-(n=1)"=C(n=2)"+C"-(n-3)" —...+(=)"-C'".
Ebbdl kovetkezik, hogy a sziirjektiv fliggvények szama
n" —C'(n—1)"+C*(n—-2)" —C¥(n—3)" +..+(=1)"C"".

n

(2+V3) +(2-V3)] ~16

24. Ertelmezziik az f:N — R, f(n)= fiiggvényt.

Bizonyitsd be, hogy

a) f(n) € Q,Vn € NI/ b) f(n) pontosan akkor természetes szam ha n pdaratlan!

(7T+4V3)" + (7T —44/3)" — 14
48 '

alapjan létezik olyan (AW )">0 és (B” )n>0 természetes szamsorozat, amelyre

Megoldas. f(n)= Newton binomialis tétele
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(7+4\/§)” :1471—i_B71\/§ és (7_4\/5)” :A“/L_Bn\/gﬂ anO I’gy
fln)= A"2; ! € Q. A binomialis tétel alapjan
A —T=T7"—74+C716-3+C' 71632 + ...,

tehataz A —7 szamnak a 24 -gyel valo osztasi maradéka egyenlé a 7" —7 szam 24-

gyel valo osztasi maradékdval. Ha n = 2k + 1, akkor
T —T=T-(7"-1)="7-48-M,

mig n =2k esetén 7" —7=7-((8 1" —1) és ez nem oszthat6 8-cal, tehét

f(n) pontosan akkor egész szam, ha n paratlan.

25. Bizonyitsd be, hogy ha a z,, z, és z, komplex szamok modulusa r és z, = z,,
akkor I£1€i§1|a‘22 +(1—a) 2z —2z|= §|z1 — 2| |z — 2] !

Megoldas. A VIIL. 2. abra jeloléseit hasznaljuk. Ha a a paraméter a valos szamok
halmazaban valtozik, akkor a z = az, + (1 —a)z, komplex szam képe a z, és a z,
komplex szamok képei altal meghatarozott egyenesen mozog.

A la-z,+(1—a) 2, — 2| kifejezés az M(az, + (1—a)z,) és az A(z,) pontok
tavolsaga, és ez akkor minimalis, ha az AM szakasz merGleges a BC egyenesre. Ebben

az esetben
2T[ABC] AB-AC-sin(BAC) AB-AC

1
AMy==55 BC o oAl El
Az)
: VIIL. 2. sbra
|
|
B(z) Myz) M) Uz

26. Adott az XOY szog belsejében egy M pont. Hatarozd meg azt a d egyenest,
amely atmegy M-en és az OX illetve OY egyenesekkel meghatarozott haromszog
teriilete minimalis! Fogalmazz meg egy térbeli analdg feladatot és oldd is meg!

1. megoldas. Az M ponton at htizzunk parhuzamost Ozx -szel és Oy -nal. Jeloljiik

A-val és B -vel az O pontnak az A -re és B, -re vonatkozo szimmetrikusat, ahol A4
és DB, az eldbbi parhuzamosoknak az Ox illetve Oy félegyenesekkel valod

metszéspontjai. A szerkesztés alapjan az A, az M és a B pont egy egyenesen van, ¢s M
az [AB] szakasz felez6pontja. Ha A,B, az M-en athaladd tetszéleges egyenes

(A, €(0x és B, € (0y) és A e (0A4,), akkor az 4-n at az OB-hez hiizott parhuzamos
metszi az A, M szakaszt (N-ben). Ebben az esetben T[MB,B] = T[AMN], tehat
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T[OA,B,) = T|OAB]|—T[MB,B]+ T[AAM] = T|OAB] + T[AA,N] > T|OAB]
Hasonlo egyenl6tlenséghez jutunk akkor is, ha A, € (OA). (a B,-n at hazunk

parhuzamost az OA4-hoz). Az eldbbiek alapjan a minimalis teriiletii haromszog éppen
az OAB haromszog.
2. megoldas. Az OA =z

OB,—y, OA—a & OB=b VIII. 3. bra
jelolések alapjan L= 2=Y  tehat
T zT—a
ba’ e,
Ty = Ez a kifejezés akkor
2r —a

minimalis, ha z =a, és ebben az
esetben éppen az OAB haromszog )
teriiletét kapjuk, tehat ez a keresett
minimalis teriiletli haromszog.
Térbeli altalanositas. Az Oxyz
triéder belsejében fekvé M ponton
atmend sikok koziil az hatdroz meg a legkisebb térfogatu tetraé¢dert, amelyikre M a
metszethdromszog stlypontja.
27. Az ABCD ortocentrikus tetraéderben M € [CD] egy mozgd pont. Bizonyitsd be,
hogy ha AM + MB minimdlis, akkor az AMB szog szogfelezdje merdleges CD-re!
Megoldas. Vegyiik fel az A € (BCD) pontot ugy, hogy a CDA és CDA
haromszogek egybevagok legyenek. AM + MB = AM + MB, tehat az AM + MB
Osszeg akkor minimalis, ha M a CD és A B metszéspontja. ABCD ortocentrikus, tehat
AB 1L CD ¢és igy BM LCD ¢é AM L CD. Ebbol kovetkezik, hogy
(AMB) L CD,tehat MN 1 CD.

T[ACD]

AM
Megjegyzés. m(AMC/) = m(BMD/./), tehat = és igy NCD a CD
giegy m( ) = m( ) T(BCD) ~ BM gy

¢lhez tartozo lapszog szogfelezo sikja.
28. Az ABCD konvex négyszog sikjaban létezik harom nem kollinearis pont, M,, M,
és M, ugy, hogy M A* + M,C* = M, B> + M,D* ha k € {1,2,3}. Bizonyitsd be,
hogy ABCD téglalap! Fogalmazz meg egy térbeli analog feladatot és bizonyitsd is be!
Megoldas. Ha E és F az AC illetve BD felez6pontja, akkor
4EM} + AC® = AFM} + BD* = 2(M A> + M,C*) = 2(M,B*> + M, D?),

2 2

tehat M E*> — M, F* = w De E = F esetén azon M pontok mértani

helye, amelyekre az ME* — MF” kiilonbség allando egy EF-re meréleges egyenes.
Mivel harom nem kollinearis pont teljesiti az elébbi egyenléséget, F = F és igy
BD = AC'. Eszerint ABCD téglalap.
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Térbeli altalanositas. Ha A, B, C, A, B’ és C' pontok a térben és négy,
nem egy sikban fekvé M, pontra teljesiil az
MA* + M,B” + M,C"” = M,B* + M,A” + M,C"”* = M,C* + M,B"” + M A"
egyenléség, akkor ABCA'B'C’ egy haromoldalt hasab.
29. Az ABC egyenld oldalu haromszog belsejében levé M pontnak az oldalakra esé
vetiileteit jeloljiik M,, M, és M,-mal. Bizonyitsd be, hogy az M, M,M, hdaromszog
sulypontja az OM szakasz felezépontja, ahol O az ABC hdaromszdog kézéppontja.
Megoldas. Lasd a IV.5. paragrafus 37. feladatat.
30. Lehet-e egy kockanak és egy siknak a metszete egy szabalyos

a) haromszog? b)) négyszog? c) otszog? d) hatszég?
Megoldas. a) A metszet szabalyos haromszog, ha a metszet sikja parhuzamos az
valamelyik csucsba dsszefutd élek nem kozos végpontjai altal meghatarozott sikkal és

a15
5

ennek a siknak az élek k6zos csucsatol valo tavolsaga nem nagyobb mint

b) A metszet lehet négyzet is. Példaul ha a metszet sikja parhuzamos valamelyik
oldallappal (de mas esetben is).

c) A metszet nem lehet szabalyos 6tszog, mert minden 6tszog alaki metszetnek van
legalabb két parhuzamos oldala.

d) Valasszunk ki egy élet és két ra illeszkedd élet tigy, hogy ne legyenek egy sikban.
Ennek a harom élnek és a szembefekvo éleknek a felezOpontjai egy szabalyos hatszog
alaku sikmetszetet hatdroznak meg.

31. Egy egységnyi atmérdjii hengert metsziink egy « sikkal, amely a henger
tengelyével 45°-os szoget zar be, majd a henger palastjat kiteritjiik a sikban ugy,
hogy az origéban az O pont és az OX tengelyre az OA koriv keriilion. Igy a sik és a
henger metszete egy gorbét szarmaztat a sikban. Milyen fiiggvénynek a grafikus képe
ez a gorbe?

Megoldas. Az a sik alapsikkal valo metszete az alapsikban az O pontban OA —ra
allitott merdleges, ez viszont merdleges az (4'40) sikra, tehat merdleges az OA ¢és
OA’ egyenesekre egyarant. Innen a két sik altal meghatarozott szog mértéke egyenld

A
az AOA' szog mértékével. = m [A OA '] =45°.

A
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Legyen M egy pont a sikmetszeten és legyen M’ az M pont vetiilete az alapsikra.
Ekkor az M pont kiterités utani (x, f{x) koordinatai az OM’ koriv x hossza és az [MM']
szakasz f(x) hossza. (Nyilvanvalo, hogy = €[0,7]). Tulajdonképpen meg kell
hatarozzuk az [MM'] szakasz hosszat x fliggvényében. Legyen P az M’ pont vetiilete
az [AO)] szakaszra. Az (MM'P) sik az OA' egyenest a P' pontban metszi.

(AA'0) L (AM'0)
M'P L AO = M'P L (AA'O)= M'P L PP’
(AA'O)N(AM'O)= AO

(AM'O)N(M'PP") = M'P

= M'P|MP"
(A'MO)N (MPP') = MP"

A fenti eredményekbdl azonnal kovetkezik, hogy MM'PP’ téglalap. Tehat
PP'= MM'= f(z), de az OPP', egyenl6szarti és derékszogl, kovetkezik, hogy
PP'= (0P . Tehat meg kell hataroznunk egy korben egy koriv atmérére eséd
vetiiletének hosszat a koriv hosszanak fiiggvényében. Legyen O’ az alapkor

kozéppontja. OP =r —y = % — 1y, ahol y az O'P szakasz iranyitott hossza (O felé

A) - Cos(m) . Tudjuk,

pozitiv, 4 felé negativ). Tulajdonképpen y = r cos (M 0'0

— cos2x

A 1
hogy m|MO'0O|= L — 2. Tehat OP = = sin® z . Kdvetkezésképpen a
r

keresett fiiggvény: f:[0,7] —» R, f(z)=sin’z.

32. Az ABCD tetraéderben S,, S,, S, és S, -vel jelsljiik az A, B, C és D

pontokbol a szembefekvé lapokra bocsatott merdleges vektorokat, amelyek nagysdga a
megfelelé szembefekvi lap teriiletének mérdszamaval egyenld. Bizonyitsd be, hogy

S, +8S,+5. +5, =0. (siindisznd tétel)

Megoldas. Bizonyitjuk, hogy az S_)A + S_B' + LST + Si; vektordsszeg merdleges az

S_)A, g, g és g vektorokra.
(S/+8,+5.+8,)8,=5,+5,5,+5,5,+5,5, =5, — 5,5, cos AB —

—5,8,cos AC — 8,5, cosAD =S, (5, — S, cos AB— S, cos AC — S, cos AD) = 0

. Az indexeket felcserélgetve allithatjuk, hogy az S_/; + @ + § + Sﬁ; vektorosszeg

—_ = — —

merSleges az S,, S,, S, ¢ S,, nem egy sikban levé vektorokra, tehat
Si+8,+8:+5,=0
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33. Az ABCD tetraéder lapjainak sulypontjat jeloljiik rendre G, G, G, és G| -vel.
GA GB GC

, s és
GG, GG, GG,

Hatarozd meg azokat a G pontokat a térben, amelyekre a

aranyok egyike sem kisebb mint 3.
D

Megoldas. GA>3GG,, tehit AG* >9GG%. Hasonld egyenlétlenségek
érvényesek a B, C és D pontokra is, tehat
AG® + BG® + CG* + DG* > 9(GG; + GG} + GG + GG}

2 2 2
De 3GG = GB® + GC* + GD* — BC” + C?? +D4 (Leibniz tétel) és igy
AB? + BC? + CD? + DA? + AC? + BD?

4

GA* + GB* + GC* +GD* <

Masrészt a térbeli Leibniz tétel alapjan (V. 8. 2. feladat)

AB® + BC® + CD* + DA* + AC® + BD?
4

tehat éppen egyenldség all fenn és igy G a tetraéder sulypontja.

Megjegyzés. Az AG,, BG,, CG, é DG, szakaszok 3 aranyu Apoloniusz gdmbjei

GA* + GB* + GC* + GD* >

b

a G-ben metszik egymast, tehat a kiils6 tartomanyaik metszete iires. {gy G-n kiviil mas
pont nem teljesitheti a feltételeket.
34. A teljes valosziniiség tételét hasznalva bizonyitsd be a Newton binomialis tételt!

Megoldas. Egy kisérlet soran az 4 esemény valoszinlisége legyen p, és az A
esemény valosziniisége ¢ =1— p. Annak a valoszinlisége, hogy a kisérlet n-szeri

ismétlése utan az 4 esemény pontosan k-szor kdvetkezik be p, = C'p“q" ™" . A teljes

valosziniség tétele alapjan » _p, =1, tehat » Clp’q"™" =1. Ha a és b tetszleges

k=0 k=0

valos szamok, akkor a p = szamokra az eldbbi egyenl6ségbil

és g =
a—+b a +

kdvetkezik, hogy » ~Cra'd"™" = (a +b)".

k=0
35. Milyen n és k természetes szamok esetén alkotnak a C'~', C* és C'*' szamok
szamtani haladvanyt? Négy egymds utani kombindcios egyiitthato alkothat-e¢ egy
szamtani haladvanyt?
Megoldas. A C'"', C! és C'"" szamok pontosan akkor alkotnak szamtani

haladvanyt, ha 4k> —4nk+n° —n—-2=0. Az egyenlet diszkriminansa

ntn—+2
2

A=16(n+2) és a gyokok k= . Ezek a gyokok pontosan akkor

természetes szamok, ha n + 2 teljes négyzet, azaz ha létezik olyan [ € N szam,
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2 2
amelyre n = [> —2. Ebben az esetben k = % vagy k = % Tehat a

Ct', CF és C' szamok pontosan akkor alkotnak szdmtani haladvanyt, ha

P42 Pl

n=101-2¢é k vagy k = — valamilyen [ természetes szam

esetén. Eszerint négy, egymas utani kombinaciés egyiitthatd nem alkothat szamtani

P—1-2 1_l2+l—2
2

haladvanyt, mert az T+ egyenldség csak [ =1 esetén

teljesiilhet, és erre az értékre I° — 2 nem természetes szam.

36. a) Bizonyitsd be, hogy az ©° — 5y° = 4 egyenletnek végtelen sok megolddasa van
a természetes szamok halmazaban!

b) Bizonyitsd be, hogy a C' ' + C* = O™ egyenletnek végtelen sok megoldasa van
a természetes szamok halmazaban! (0 <k <n —1)

Megoldas. a) Matematikai indukcioval igazolhatd, hogy ha (z, y) megoldasa az

5) 3 3 1. , o .
egyenletnek, akkor az Ey + Ex, Ey + Em is természetes szampar €s megoldasa

az egyenletnek. Mivel a (3, 2) szampar megoldasa az egyenletnek, az el6bbi

tulajdonsag alapjan végtelen sok megoldas szerkesztheto.

Megjegyzés. Bizonyithato, hogy az egyenlet 6sszes megoldasa (Lm, E ) alaku,

2m
ahol L, ¢és F, aparosrendli Lucas- illetve Fibonacci-szdmok.

b) A C/'+C'=C"" egyenlet az n—k=a helyettesités utan
k> +(a+2)k+1—a’ =0 alakban irhat. Ennek a kifejezésnek a diszkrimindnsa

telejs négyzet kell legyen, tehat az 5a” + 4a — 2> = 0 egyenlet megoldasait keressiik.
Ennek a diszkrimindnsa is teljes négyzet kell legyen, tehat az z* — 5y =4

egyenlethez jutunk. Mivel ennek az egyenletnek végtelen sok megoldasa van, az
eredeti egyenletnek is végtelen sok megoldasa van.

37. Egy szabalyos p-szog csucsai kézt egy korutat terveziink ugy, hogy minden
csucson pontosan egyszer menjiink keresztiil. Ezt hanyféleképpen tehetjiik meg ha az
elforgatassal egymdsba viheté utakat nem tekintjiik kiilonbozoknek és p primszam?
Bizonyitsd be, hogy ha p primszam, akkor p |( p—1)14+1.

Megoldas. Lasd az Andras Szilard és Kovacs Lajos altal irt "Fiiggvényegyenletek"
cimii konyv fiiggelékének masodik részét (186.-193. oldal, Abel Kiad6 2000.)

38. Legyen P, P,, F,,... P, és P, egy véges szamsorozat. (H eNk = I,_n) A

sorozat hosszusdgat a kovetkezo lépés segitségével csokkenthetjiik:
A P és P szamok koziil a kisebbet kivonjuk mindkettobol és hozzaadjuk a ket

1 n
kbzépsohoz (ha két szam van kozépen) vagy a kétszeresét adjuk hozzd a kozépséhoz
(ha egy szam van kézépen). A kévetkezo tablazatban két ilyen példat mutatunk be:
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1 2 3 4 5 6 | 1 1 17 3
2 4 5 5 5 2 18 2
4 9 5 3 22
1 12 8
14 7

Lathato, hogy juthatunk két szambol allo illetve egy szamot tartalmazo sorozathoz. (a
széleken megjelend 0-kat minden lépésben elhagyjuk) Mitdl fiigg az, hogy egy vagy két
szam marad a végén?

Z k- p,

Megoldas. Egy lépés soran a £=L—— Kifejezés értéke nem valtozik (ez a rendszer
Z Dy

k=1
sulypontjanak  abszcisszaja), tehat pontosan akkor kapunk egy szamot

ik'pk

végeredménynek, ha a £=-——— tort értéke egész szam.

Z pk
k=1

39. 4z ar’+br+ec=0, br*+cx+a=0 és cx*+axr+b=0 egyenletek
mindegyikének van egy egész gyoke. Bizonyitsd be, hogy ha a, b, ¢ € R, akkor a

harom egyenletnek van legalabb egy kozos gyoke!
Megoldas. Jeloljik az egyenletek gyodkeit rendre z, -gyel, z,-vel és xz,-mal. Az

ar! +br, +c=0

a+ bz, +cx, =0, a-ban, b-ben és c-ben linedris egyenletrendszernek pontosan

az, + b+ cz; =0
akkor van nullatdl kiilonb6zé megoldasa (ekkor 6sszeférhetd a rendszer), ha teljesiil az
irT; + 12,7, + 1= 2j7, + 17, + 707, egyenldség. Ebbol kdvetkezik, hogy az
T, T, és x, szamok paronként relativ primek és (xfo — 1)5x3, (xixs — 1>§3vl és
(:c§:v1 - 1) :x,. Tehat léteznek olyan Fk, k, és k, egész szamok, amelyekre
vir, = ka, +1, iz, = ka, +1 é zirv, =k, + 1.
fgy (kyo, + iz, = alaiel = (b, +1)z'2,, tehat létezik olyan v € Z szam,
amelyre  (kz, + 1)v =mz,2, ¢és (ka, +1)v=2. Innen kovetkezik, hogy
(kyz, +1) = 2}z, = (kyz, + 1vr,, tehat =z, € {~1,1}. Hasonld meggondolasok
alapjan
z, € {—1,1} és z, € {—1,1}. Mivel az a, a b és a ¢ szamok nullatol kiilonboznek csak
az r, = x, = z, eset lehetséges, tehat az egyenleteknek van kozos gyoke.
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40. Bizonyitsd be, hogy ha az x és y pozitiv valds szamokra [nx”[ny] barmely

n € N-re, és x =y, akkor x, y és ¥ egész szamok!

Megoldas. Az f(n) :M fiiggvény aszimptotikusan kozeledik a g(n) =¥

[nz] x
konstans fiiggvényhez. A feladat feltétele alapjan az f értékkészletében csak egész

szamok vannak, tehat Y i egész szam kell legyen, az f'egy n,-nal nagyobb értékekre

X

konstans és éppen Y szel egyenlé. Ha az eldbbi arany értékét k-val jeldljiik, irhatjuk,
x

akkor
nkz = k[nz]+ ko, , tehat az [nkz] = k[nz] egyenl6ség csak akkor teljesiilhet minden

hogy [nkx]=k[nz], Vn>n, é Vk>1 esetétn. Ha nz = [nz]+ «

no

k esetén, ha o, =0, V n>n,. Hasonld6 gondolatmenet alapjan az utobbi
Osszefiiggés csak akkor teljesiilhet, ha x egész része nulla. fgy =z, y € N és = |y .
41. Bontsd tényezékre a P° + PQ + Q* polinomot ha P = X°Y +Y*Z + 7°X és
Q=YX+2Y +X°Z!
P-@ _ [y -2 )
P-Q  (@-yl-2e-v)
(2" +ay+ ") (' +yz+2°)(F + 2w+ 27
42. Bizonyitsd be, hogy ha a,b € Z, n € N és a = b, akkor
2" (a® + 5™ ) = (a +b)”"
(a—0b)
Megoldas. A P(X)=2"" (XZ" + b7 ) — (X +b)" polinomrél kell igazolni, hogy
oszthaté az (X —b)* polinommal. Masrészt P(b) = 2°"~" (b*" + b)) — (b + b =0
és P'(X)=n-2""0""" —2n(2b)"" ' =0, tehat a P polinom oszthat6 az (X —b)’
polinommal. A hanyados egész egylitthatés polinom (megkaphaté a Horner-séma

segitségével), tehat a feladatban szerepl6 kifejezés értéke egész szam.
43. 4z X ={1,2,...,n} halmaz nem iires részhalmazait jeloljiik R, R,,..., R, ,-el és

tetszoleges j € {1,27 3,...,2" —1} eseten legyen P, az R, elemeinek a szorzata.

Megoldas. P’ + PQ + Q° =

e’z

2"—1
. . . '
Szamitsd ki a Z P, osszeget!
j=1

Megoldas. Tekintsik az (X +1)(X +2)...(X +n) szorzatot. A Viéte-

osszefiiggések alapjan X" " egyiitthatoja éppen a k elemii részhalmazokhoz tartozo
2"—1
R, -k Gsszege, tehat 1+ E P, az el6bbi polinom egytthatoinak dsszege. Masrészt az

J=1
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egylitthatok 0Osszege a polinom 1-ben szamolt behelyettesitési értéke, tehat
2" -1

P =(n+1)-1.

j=1

44. Bizonyitsd be, hogy ha a P(zx)=0 egyenlet z,,z,,...,x, , és x, gvokeire
teljesiilnek az Im(xk) > 0 egyenlétlenségek, akkor a P'(x) = 0 egyenlet gyckeinek is

pozitiv a képzetes része.

Megoldas. A P'(r) = 0 egyenlet E

=1 L — Ly

= 0 alakban irhat6. Ha 2z, = a, + ib,

a P(x) =0 egyenlet gyokei és z =a +ib a P' (z) = 0 egyenlet egyik gyoke, akkor

RS 1 a—ak —i(b—10,)
D DY SR 11<a <b by
n 1 n
D ; o0y

Ebbdl az egyenloségbol kovetkezik, hogy ha b, >0, akkor b>0.

Megjegyzés. Altaliban, ha P gyokei egy tartomanyban vannak, akkor P’ gyokei is
ugyanabban a tartomanyban vannak.
45. Bizonyitsd be, hogy

T 2T 3T nmw
a) t t -t et =2n+1;
) g2n+1 g2n+1 g2n+1 g2n+1
n—1
2 -1 R
b) cos L - cos 2. cos?’—7r rcos T — ( )71 ;
n n n n 2"
T o 3r . (n—Dr Jn ;
¢) sin—-sin—-sin—-...- sin = —, han padros.
2n 2n n 2n 2"

)2n+1

Megoldas. a) A (cosa + isina
sin((2n + 1)a) = sin”*' o - (01 ctg” a—CP ctg” 7 a + ) , tehat

kifejtésébol kovetkezik, hogy

az 1, = ctg’

T N szamok gyokei a

2n +
Ol n _03 n— I+C) n—2 — ( )71022:;11 —
1 1
egyenletnek. A Viéte-Osszefiiggések alapjan = .
H g km 2n +1
2n +1

. 2 .. 2 _—
b) Az 2" —1=0 egyenlet gyokei z, :cosﬁ—i—zsmﬂ, ahol k=0, n—1.
n n

fgy
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1 1 i 1
= , tehat [] = ——
12 9c0s km cos fm + isin /mr] oL+ $’” 2" (—1) 2 [ ] cos kx
n n n k=0 n

1) :
Masrészt az y, = szamok az y" [[— — 1] —1{ =0 egyenlet gyokei, tehat a

+ z, Y
n—1
P Lo k(1)
Viéte-Osszefliggések alapjan H cos L = (2+
k=1 n
2n n—1 n—1
-1 , ’ k
c) 1:2 =" L+ 1:>Z$2k = H[x2 — 2z cos—Z 4 1],
z —1 =0 k=1 n
n—1 k ) )
x =1 esetén az n = H 4 sin® 2—7r egyenl6séghez jutunk, ahonnan kovetkezik, hogy
k=1 n
n—1 . kﬂ_ \/ﬁ
sin — =

1o 2mt

k=1

46. Bizonyitsd be, hogy ha ¢, ¢,,..., €, , és €, az n-ed rendii egységgyokok
valamint P € C[X]| egy (n—1)-ed fokii polinom, akkor a P j-ed foki tagjinak

n—1

egyiitthatoja z Z i] -P <6k ) .
n

k=0 €}

Megoldés AlkalmazzukaVI 9 paragrafus 15. feladatat.

n—1 n—1 n—1

_Z -P(e Z Zanﬁk—_Z“an(“):

n = € kOk,

47. Bizonyitsd be, hogy ha P € C[X |, akkor bdarmely z, € C és r € R, esetén

létezik olyan z. € C(z,,1), amelyre ‘max |P(z)| = |P(z*)
Megoldas. A ‘mazc |P | )| kifejezés létezik és P-nek valamilyen z, pontban szamolt
behelyettesitési értéke. Azt kell tehat igazolni, hogy 2 nem bels6 pontja a
|z — z0| < r korlapnak. Tételezziik fel, hogy ez nincs igy, tehat |z1 — zo| < r. Ebben
az esetben létezik olyan w > 0 valos szam, hogy a z, kdzéppontll w sugart kor érinti

n—1

Zle—i-w )

n—1

. 1
alz—z|=r kért. |P(z,)| = Z|P 2w &) <|P(2),

tehat |P(z, +w, -g,)| =|P(z) | Az w, komplex szamot ugy valasztjuk, hogy a
modulusa w legyen és a z +w, komplex szam képe a |z — zo| =r koron
helyezkedjen el. Az eldbbiek alapjan a ‘ma‘zc |P(z)| értéket P a |z — zo| = r koron is

felveszi.
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48. Rogzitett n € N -ra jeloljiik S,-nel a P(X)=X" +a, X" "' +...4+a,_ X +1
alakii polinomok halmazat (P(X) € C[X]). Bizonyitsd be, hogy rglisn (r‘11‘§1x|P(z)|) =2

Megoldas. A PX)=X"+1 polinomra max | P(z)

lz1=1

=2, tehat

I}laibn (maf<|P(z)|) < 2. Ha az el6bbi egyenl6tlenség szigor, akkor létezik olyan
€S, l2l=

P e S, polinom, amelyre —2 < Re(P(g,)) <2, barmely ke {l, 2, 3, ..., n}
esetén. Masrészt (lasd VI. 9. 15.) a feladatbeli polinom osztidly tagjaira
ZP(Ek?) =n(l+1) = 2n, tehat rglisn(max|P(z)|) =2.

€s,

=1 l21=1

49. Bizonyitsd be, hogy ha z, a P(X)=X"+a X" +..4+a
egylitthatos polinom gydke, akkor

2| §|a1|+\/E+%/E+"‘+n @

Megoldas. Ha M = |a,|+ M + 3las| + ...+ %/|a,| és 1z1 > M , akkor

X +a, komplex

n—1

PO 1 Y Y S

P(z) > |zI" f ‘
( ) M MZ M.} Mn

, tehat
P(z) > [ﬁ] (M" = M a,| = M |ay| — ... —a, )

Mésrészt Mn :]\,4’“71 (|a1|+\/E+L\3/m++n an )>i:Mnfk.|a/k
k=1

Mn—l — Mk—l . M’Fk Z (k |a/k|)ls:—1 Mn,k &s igy Mnflm > Mnfk |ak| . Az elébbi

|z )
Qa

n

5 mert

egyenl6tlenségek alapjan P(z) > 0,ha 2 > 0.

50. Bizonyitsd be, hogy ha 1>a, >a, >a,,>..>a >a, >0, akkor a
P(X)=a,X"+a, X" +..+aX+a, polinom gydkeinek modulusa I1-nél
kisebb. (Kakeya tétele)

Megoldas. (X-1)P(X)=0a,X"" —(a, —a, ) X" —(a, , —a, ,)X"'...—q,,
tehat |(x — 1)P($)| >a, lzI"" —(a, —a, 2" —(a, , —a, ,)lzI" " ...—a, és igy
|z > 1 esetén

|(:E — 1)P(:1:)| >z (a, —(a, —a, )z —(a, , —a, )zl ... —aylzl ") > 0.

Ha |z| =1, akkor a, —(a, —a, )zl —(a, , —a, ,)lzI?...—a, |zl =0, de az
els6 egyenldtlenségben akkor ¢és csak akkor van egyenldség, ha a
0, a,, z, z°, ..., ="' komplex szdmoknak megfeleld pontok egy egyenesen

vannak. Ebben az esetben z € {—1,1} és ezek koziil egyik sem gyoke az egyenletnek,
tehat a P polinom minden gyokének egynél kisebb a modulusa.
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VIIIL.2. Osszefoglalé gyakorlatok és feladatok

2.1. Sorozatok (342. oldal)

1. Hatarozd meg az a, sorozat altalanos tagjanak képletét, ha

a" + a'n,+1

a'n,+2 - 2

Megoldas. Az adott rekurzié 2a ,—a  —a, =0, barmely n € N alakban

n+1
irhatd. Ez egy linearis rekurzi6, amelynek a karakterisztikus egyenlete

20" —x—1=0. A gyokdk T, = —% és z, =1, tehat a sorozat altalanos tagja
1 n a’l = _% + ﬁ
a, = a[— —] + 31", VneN. Az a és (3 allandokat a o
2 a,=—+pf
4

. . 4 1 2
egyenletrendszerbdl szamithatjuk ki. o = §<a2 — “1) és 0= 3 a + 3 a, , tehat

4 " 1 2 , * .
a, = g(% — al)[_EJ +§“1 + gaz , barmely n € N esetén.
2. Bizonyitsd be, hogy ha z, € (0,1), minden i=1n esetén, vagy =, € (1,+00)
minden i =1,n esetén, akkoerogm i x> 2 (értelmezés alapjan x & =z
1=1

1
es T ., = xQ).
Megoldas

n

Zlogh? n/xixm = gZ(IOg%z T, + logll+2 xm) - _{Z g, 4 Z& (D
=1 =1

n | g Liyo g Lito
SN B lgz,
Alkalmazzuk a szdmtani €s mértani kozepek kozti egyenl6tlenséget az a, = 0 —,
8T,

_ lgz N
i=1mnés b =—, ;=

—_

, n szamokra. Ezek a szamok pozitivak az z;, € (0,1),
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(a gyokok alatti szorzatokban a szamlald €s a nevezo egyarant tartalmazza az 0sszes
lgz,, i =1,n tényezdt). Az (1), (2) és (3) Ssszefliggések alapjan

ilongZ 71,[117i$i+1 2 1 + 1=2.
i=1

+ ), ahol x és x, az ax’ —2bx+c =0 egyenlet gyokei.

n

1

3. Legyen S, =z
Igazold, hogy ha az (S, )n>1 sorozat szamtani haladvany és b = 0, akkor az a, b és c

szamok is szamtani haladvanyban vannak.

Megoldas. Ha =z, gydke az ar’® —2bz +c=0 egyenletnek, akkor
az!™ —2bz" + ez’ =0, ha ie€{,2} é n>1. Ezekbdl az Ssszefliggésekbdl
(i=1 ¢és i =2 esetén Osszeadva) kovetkezik, hogy aS —2bS, +¢cS =0, ha
n>1.(1)

Ha (S, )n>1 szamtani haladvéany, akkor S, =S5  +r é S =S5  +2r, ha

n—1

n>2. Igy (1) alapjan (@a—2b+c)S  +2a—br=0, ¥Yn>2. Ha ezt az

1

Osszefliggést felirjuk n + 1 -re is, majd a két egyenldség megfeleld oldalait egymasbol
kivonjuk az (a —2b+¢c)(S, =S ,)=0, Vn >2 osszefiiggéshez jutunk. Ha az

(S, )”21 sorozat konstans sorozat, akkor az aS , —2bS, +c¢S | =0 egyenloség

1

alapjan a—2b+c=0 (ha S, =0,Vn>1, akkor b=c=0). Ha az (S,)

n>1
sorozat nem konstans, akkor az (a—2b+c)(S, —S )= 0 egyenl6ség alapjan
kovetkezik, hogy a —2b+c=0. Tehat az a,b ¢és c szamok mindkét esetben
szamtani haladvanyban vannak.

4. Hatdrozd meg az x, y és z szamjegyeket, ha az x, yxr és zyr szamok mértani
haladvanyt alkotnak.

Megoldas. A mértani sorozat tulajdonsaga alapjan é = %, ahonnan kapjuk,
YT  ZYT

hogy z(100z 4 10y + ) = (10y + z)°. Ebb6l zz —1* = %, ahonnan kovetkezik,

hogy zy oszthatd 10-zel. Két esetet kiillonboztetiink meg.

A trividlis eset, ha y = z = 0, ez nem lehetséges, mert az yz jelolés alapjan y = 0.
Elsé eset, ha z =5 é y =2k, ahol ke {1,2,3,4}. Ekkor 5z —4k* =k és
5z = k(4k + 1), ahonnan kovetkezik, hogy 4k + 1 oszthatd 5-tel, tehat k=1 és
z=1.Ebbenazesetben z =5, y=2¢és z =1.

Masodik eset, ha y =5 és z =2k, ahol k€ {1,2,3,4}. Ekkor 2kz —25="F ¢és
k(22 —1)=25. Tehat 2z —1 oszthato 25-tel, de 2z—1=0¢és 22—-1<25,

kovetkezik, hogy ebben az esetben nincs megoldas, tehat az egyetlen megoldas
r=5,y=2¢é z=1.
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5. Igazold, hogy ha az a  a,, .., a szamok egymds utani tagjai egy szamtani

n e

haladvanynak, akkor minden n > 2 természetes szam esetén fennall a

a, —Cla, +Cla, —...+ (1) Cra,, =0

n-9 n's
egyenloség. Igaz-e az forditott allitds is?

Megoldas. Ha a (a,)  sorozat szamtani haladvany, akkor a, = a, + (k—1)r,

Vk>1 ésigy o, —a,C, +aCi— ... (=1)"a C) =
—(al+7)0;+(a-+2ﬂcﬂ— o (21" (a4 nr)C) =
:aml—C&+%ﬁ— "Oﬁ-4{0 —20% 4 .. (=) CV)—
:aJ1—c;+0}-.u (— "cﬁ—r741—01 ”.(—D“%ﬁjyza
Mivel (1-C} +Cl= .. (=1)'Cp)]=(1-1)" =0.

Forditva n =2 esetén kovetkezik, hogy a —2a, + a, =0, tehat az a , a, és a,
szamok szamtani haladvanyban vannak. A matematikai indukcié modszerét hasznalva

igazoljuk, hogy ha az adott egyenldség minden n > 2 esetén teljesiil, akkor az (an )n>1

sorozat szamtani haladvany. Feltételezziik, hogy az (a,k )k __ szamok szamtani

=1,n
haladvanyban vannak. Az adott dsszefliggésbol
a —a,C, +aCi— .. (=1)"a Cr=0.(1)

ntln

1+1

a —aCl +aCi— .. (=1)""a,Cl +(-1)"d Cl=0.(2)

+1n

Masrészt ha a,’ =a +n <a2 — a1> , akkor a mar bizonyitott egyenléség alapjan

szamok 1s szamtani

Az (1) és (2) alapjan a , =a tehat az (ak>

1 n+1’ k=1,n+1

haladvanyban vannak. A matematikai indukcio elve alapjan igaz a kovetkezo
kijelentés:
Ha a —Cja,+Cla,—..4+(-1)"Cla, =0, ¥Yn>2, akkor (a,) , szamtani

n-o n n+1

haladvany.
6. Taldlj 5 szamtani haladvanyban levé primszamot!
Megoldas. Ot, szamtani haladvanyt alkoté primszam a példaul az (5,11,17,23,29)
vagy a (37,67,97,127,157).
7. Egy test szabadon esik, és az elsé masodpercben 4,9 m utat tesz meg. Ezutan,
minden kovetkezo mdsodpercben 9,8 m-rel nagyobb utat tesz meg, mint az azt
megelozoben.

a) Mekkora utat tesz meg a test 10 mdsodperc esés alatt?

b) Mennyi idé alatt ér a foldre egy szabadon esé test, ha 2000 m magasrol
indul?
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Megoldas. I. megoldas. Fizikabol felhasznaljuk az egyenes vonala egyenletesen

1
gyorsulé mozgés egyenletet (v =z, + vt + 5 at®).
a)z,=0,0, =02, a=982,t=10 &T%Mmzé~&&ﬂm:4%m.
S S

b) #,=0, vy, =02, a=98"
S

>, = =2000m . Behelyettesitve az egyenletbe
s
kapjuk, hogy 2000 = 4,9¢*, ahonnan t = 20,2030...s .

II. megoldas. A szamtani haladvany 6sszegképletét hasznaljuk.

-1
a) a1:4,9, r=298, és Sn:aln—i-%r. Tehat a megtett ut

10-
51024,9-10%—%-9,8:490 meéter.
b) Az S, =2000 egyenléség a 2000 = 4,9n”> egyenlethez vezet. Ennek az
egyenletnek nincs természetes megoldasa, ezért megkdzelitjik a megoldast. A

4,9-20° < 2000 < 4,9-21* egyenldtlenségek alapjan a sziikséges id6 ¢ = 20 + %

alakban irhato. A feltételek alapjan a test gyorsulasa 9, 822 ¢s igy minden tizedperc
s

alatt 9, 8cm -rel tobb utat tesz meg, mint az azeldtti tizedmasodpercben. Az elsé 20s
alatt 1960m a megtett Ut és az utolsé tizedmasodpercben 19,551m a megtett 1t, tehat
a kovetkezd két tizedmasodpercben 2-1955,1+ 3-9.8 = 3939,6¢m -t tesz meg. Ha
még egy tizedmasodpercet haladna, akkor mar tobb mint 2000m lenne a megtett ut,

ezért t = 20,2+L. Ez a kozelitgetés nem ér véget, viszont mutatja, hogy

tetszOleges pontossaggal kiszamithato a kivant érték.

8. Igazold, hogy minden n és m természetes szam esetén létezik olyan n tagu és m

Megoldas. Egy, a feladat feltételeinek eleget tevé szamtani haladvany a kovetkezd:
a, = (n+1)4(k+1)m,ahol k € {1,2,...,n}.

!
(n +11)'], ahol k€ {L,2,...,n}

Minden tag Osszetett szam, hisz a, = (k + 1)[m +

(n+1)!

nem lehet 1, mivel nagyobb va
F 1 ] gy gy

azonkivill sem (k+1), sem [m+

egyenlok 2-vel.
9. Két egymastol 100 km tavolsagra levé kerékpdros A és B egymads felé indulnak
v, =10 km/h és v, =15 km/h sebességgel. Egy maddr A-tdl B fele repiil ingdzva a

két kerékparos kozott, amig ok talalkoznak. Milyen tavolsagot repiil be a madar, ha a
sebessége 25 km/h?
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Megoldas. A madar annyi ideig repiil, amennyi id6 alatt talalkozik a két kerékparos.
A két kerékparos altal a talalkozasig megtett Gt egyenld az eredeti tavolsagukkal, tehat

a talalkozasig eltelt id6 ¢t = 100m = 4h. Ez alatt a madar Gsszesen

10km / h +14km / h

100km tavolsagot repiil be.
2. megoldas. Jeloljiik az eredeti tavolsagot d-vel és a madar sebességét v-vel. A

madar a B -bol indul6 kerékparost el8szor ¢, = 4 id6 utan éri el. Ez alatt az
v, +v, +v
két kerékpdros kozti tavolsig d =d — (v, +v,) d =d ! -re
v+, +v v, +v, +v
d _ dv

csokken. A madar az A-bol induld kerékparost 1, = P ( >2
v, T, TV v, +v, +v

id6 utan éri el és altalaban a madar k-adik és (k4 1)-edik taldlkozasa kozt
dv*

t,, =———7 16 telik el fgy a madar altal megtett Gt az
(“1 +v, + v)
v'd
¥ =————, k >1 végtelen mértani haladvany osszegeként is felfoghat6. Ez
(vl +uv, + v)
d 1 d .
az 0sszegaz © = v . o S értékhez kozeledik.
v+Y A+ - U Y,
v+, +v

Megjegyzés. Az anckdotdk szerint Neuman Janos egyik tanara feladta ezt a
feladatot az ifju Neuman-nak, aki néhdny masodperc alatt megadta a helyes valaszt. A
tanara megkérdezte, hogy hogyan jott ra a megoldasra, mire a valasz:

,,Osszegeztem egy mértani sort”

10. Hatdarozd meg az a,a,,a,,a, valos szamokat tudva, hogy egy szamtani sorozat

egymdsutani tagjai és az 1+a,, a
alkotnak.
Megoldas. A feladat alapjan a kovetkezo Osszefiiggések irhatok fel:

a, =a +(k—1)-r,hak=1 4,
l+a a,—1 a,—1

y 1, a, — 1, a, + 3 szamok mértani sorozatot

ahol r a szdmtani haladvany racioja és = = =¢q, ahol ¢ a
a,—1 a -1 a +3
e T, I+a a,—1 o
mértani haladvany racidja. Az 0 = N egyenldségbol kapjuk, hogy
a, — a, —
(r—2)" -2

) 5 (1
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1+ ~1 —2)(r—1)—

Az e egyenl6ségbdl kapjuk, hogy a, = (r=2)(r—1) 3. )
a,—1 a, +3 3

Az (1) és (2) alapjan az r -re a kovetkez6 egyenlet irhato fel:
(r—2y-2 (r—2)(r—1)-3

2 B 3
aminek megoldasa r =2 vagy r=4. Ha r =2 akkor ¢ =1, a, =1, a, =3

b

a, =5, amire nem teljesiil, hogy 1+ a, a,—1, a,—1, a +3 szamok mértani
haladvanyt alkotnak. Ha r =4 akkor a =1, a, =5, a, =9 ¢s a, =13, ami
teljesiti a feladat feltételeit.
11. Bizonyitsd be, hogy ha sin(b+c—a), sin(c+a—">), sin(a+b—c) szdmtani
haladvanyt alkot akkor tga, tgb és tgc is szamtani haladvanyt alkot (ha léteznek
ezek a szamok).
Megoldas. Mivel szamtani haladvanyt alkotnak az egymasutani tagok kiilonbsége
allando:
sin(c+a—>b)—sin(b+c—a)=sin(a+b—c)—sin(c+a—">).
Ez az egyenlOség a kdvetkezd alakba irhato, ha atirjuk a szinuszok kiilonbségeit:
2coscsin (b —a)=2cosasin(c—b),
ami a kdvetkezovel ekvivalens:
cosc(sinbcosa —sinacosb) = cosa(sinccosb —sinbcosc).
Mivel tga, tgb, tgc értelmezettek, tehat cosa, cosb, cosc kozil egyik sem nulla
az utolsé egyenldség mindkét oldalat elosztjuk cos a cosb cos ¢ -vel. Igy a
tgb —tga = tgc —tgbh,
egyenl0séghez jutunk, ami azt jelenti, hogy tga, tgb, tgc szamok szamtani

haladvanyt alkotnak.
12. Bizonyitsd be, hogy ha n szamtani sorozat T, Ty ey T, racioval a természetes
szamok egy particiojat alkotjak, akkor
a) T, Ty, e, T, NEM mind kiilonbozd,
1 1 1
b) —+—+ .. +—=1.
non T

Megoldas. Jeloljik a -vel j = Ln a particio j-edik halmazanak elsd elemét és

a
J

tekintstik az S. = Zx“%*k” = Osszegeket. Mivel az (a. + kr.) szamtani
J J 3 /k>0

= 1—2a%
. 1
haladvanyok az N egy particiojat alkotjak, irhatjuk, hogy ZS = Zx N .
j=1 -z
= és i = 1. Ha 2 kozeledik az
"o l-x gyZl—i—x—i—x—l— it
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T

1-hez, akkor a jobb oldal 1 ¢és a bal oldal Zl—hez kozeledik, tehat Zl =1.

P

P
=11 j

Ugyanakkor ha r = max{rj | j = 1,n}, akkor legalabb két olyan j € {1,2,...,n} érték
létezik, amelyre 7 = 7. Ellenkezd esetben ha z kozeledik egy r-ed renddi primitiv
egységgyokhoz, akkor a jobb oldal 1 marad és a bal oldal oco-hez kozeledik.

13. Bizonyitsd be, hogy végtelen sok prim tagja van az a, = 4n — 1 sorozatnak.
Megoldas. Feltételezziik, hogy véges sok 4n —1 alakd primszdm van és ezek a p,,
D,»---» p,- Ha m=pp,..p_, akkor vizsgaljuk az a, = 4p p,...p, —1 szamot. a,
nem oszthato a p, p,, ..., p, primek egyikével sem, tehat vagy primszam, vagy

csak 4k + 1 alakt primtényez6i vannak. De két 4k + 1 alakl szdm szorzata is ilyen
alaku, tehat a, -nek biztosan van 4k —1 alaki osztoja, ugyanakkor a, > p, ha

j=1Fk, tehdt a, nem prim. A feltételezésiink alapjan az a, 4k—1 alaka
primosztdja a p, p,, ... , p, szamok valamelyike kell legyen (mert felsoroltuk az
Osszes ilyen alaka primet). Ez ellentmondas, mert a,, nem oszthato a p , p,, ..., D,

primek egyikével sem. Az a feltételezésiink, hogy véges sok 4n — 1 alaka primszam
van hamis, tehat végtelen sok 4n — 1 alakt primszam van.

14. Bizonyitsd be, hogy létezik a természetes szamoknak egy hdarom osztalybol dllo
particidja ugy, hogy barmely n szamra n, n — 50 és n + 2003 kiilonbozd osztalyban
legyenek.

Megoldas. Csoportositsuk a szamokat a 3 -mal vald osztasi maradékuk szerint. Ha
valamilyen n esetén az n, n —50 és n + 2002 szamok koziil ketté ugyanabban a
csoportban van, akkor a kiilonbsége oszthato 3-mal. Mivel n —(n —50) =50,
n +2003 —n =2003 ¢és n+ 2003 —(n—50) =2053 ¢és ezek koziil egyik sem
oszthatd 3 -mal a kivant csoportosités elérhetd.

15. Bizonyitsd be, hogy egy hdaromszogben a ctg A, ctg B és ctgC szamok akkor és

csak akkor alkotnak szamtani sorozatot, ha a cos2A, cos2B és cos2C is szamtani
sorozatot alkot.
Megoldas. A feladat alapjan
ctg B—ctgA=ctgC —ctgB.
Az egyenlOség bal oldala a kdvetkezoképpen alakithato at:
cos Bsin A —cos Asin B sinCsin(A—B)

ctg B—ctgA = - - - - ; =
sin Asin B sin Asin Bsin C

_sin(m—A—B)sin(A—B) —2sin(A+ B)sin(B—A4)  cos2B — cos24

sin Asin Bsin C 2sin Asin Bsin C ~ 2sin Asin BsinC'’
cos2C — cos2B

2sin Asin BsinC'
Az egyenlOség a kdvetkezovel ekvivalens: cos2B — cos2A4 = cos2C — cos2B.

Hasonloan ctg B — ctg A =
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Tehat cos2A, cos2B ¢és cos2C szamok is szamtani haladvanyt alkotnak.
16. Bizonyitsd be, hogy a kévetkezé szamok egy szamtani haladvanyt alkotnak
barmely n >0 :
—n’ 1 n® +2n 42
(n+1)(n*+n+1)" n’+n+1" (n+1)(n’ +n+1)
Megoldas. Egyik tort nevezdje sem lehet nulla, mert n természetes szam. Tovabba
n® +2n + 2 1 1 1 —n’
(n+1)(n2 —|—n+1>_n2 +n+1 n4+1 n’ +n—|—1_(n+1)<n2 +n—i—1>,

ahonnan kovetkezik a feladat allitasa.

m 2-2x—m
r(1—-2) x(1-1)

, . 1
17. Hatdrozd meg az m paraméter értékét ugy, hogy az —,
x

Megoldas. Ahhoz, hogy a tortek értelmezettek legyenek = € R\ {0,1}.

Eszrevehetd, hogy

2-2z—m 2 m és2—2x—m_l_l_ m
z(l—x) r z(l—x) t(1-2) =z 2 z(l-z)

Ebbol  kovetkezik, hogy 1 a kozépso tag kell legyen. Els6é eset, ha
T

1o m =3. A miveletek elvégzése utin a 32° —4r+1-—m =0
r z(l—x)

egyenlethez jutunk. Ennek az egyenletnek pontosan akkor létezik valds gydke, ha az
egyenlet diszkriminansa nem negativ. Tehat A =16 —12(1 —m) > 0. Innen kapjuk a
16 —12(1—m) >0 egyenl6tlenséget. Ennek az egyenl6tlenség megoldasa
m > —l. Maésodik eset, ha -m 1 = 3. Ekkor az 32> —22+m—1=10

3 z(l—z) =z

egyenlethez jutunk, aminek szintén kell 1étezzen valés megoldasa. Tehat
A=4-12(m—1)> 0. Innen az m -re kapott egyenl6tlenség megoldasaval kapjuk,

hogy m §§.

18. 1. Bizonyitsd be, hogy a kdvetkezd kijelentések ekvivalensek:
a) Az (a,) _, sorozat egy szdmtani sorozat.

b) Létezik a, b e R ugy, hogy a, =a-n+0b, barmely n > 1 -re.
c) Létezik ¢, d € R ugy, hogy S, = c-n*> +d-n bdarmely n >1-re.

a . +a
d)a, = % barmely n > 2-re.
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a , +a
II. Helyettesitheté-e a d) pont az a, = % barmely n>k+1-re
kifejezéssel.
Megoldas
a) = b)

Legyen r a sorozat ricidja, ekkor a, = a, +(n —1)-r barmely n >2-re. Ha a = r
€s b=a —r akkor a, =a-n+0b,barmely n >1-re.

b) = ¢)
Felirjuk az S, értelmezését és elvégezziik a miiveleteket.

S, :Z(a-k—i—b):a-[Zk]—f—b-n:a-@—f—b-n:nQ-%+n-[b+%].
k=1 k=1

Tehat, ha c:%és d:b—i—%akkor S =c-n’+d-n birmely n > 1-re.

c) = d)
Az alabbi egyenldségek ekvivalensek:
an—l + an+1
a, = T 20,=a,  +a  ,3a, =5 -5,

Az el6z6 pont alapjan kapjuk

S =8 ,= cn+1’+dn+1)—c(n—27—d(n-2)=3[c@2n-1)+d].
Tehat a, =c(2n—1)+d=S5,—S |, ami igaz Kkijelentés, tehat igaz az
a,_, +a +1 P
a, = % egyenldség is barmely n > 2 -re.
d) = a)
Legyen r = a, —a,, innen kovetkezik, hogy a, = a + r. Az el6z8 pont alapjan
_a +a,

Q

X , ahonnan kovetkezik, hogy a, —a, =2r, tehat a, =a, +2r.

Matematikai indukcioval bizonyitjuk, hogy a, = a, + (n —1)- . Feltételezziik, hogy
ez az egyenléség fennall egészen n — 1-ig és bizonyitjuk, hogy fennall 7 re is. Tehat
a =a +(n—-2)r ¢é a ,=a+Mn-3)-r. A d) pont alapjan

-1 -2
a ,+a, ip .
a = "’T , ahonnan kifejezve a, -et kapjuk, hogy

n—1

a,=2a  —a ,=2a +2r-(n—2)—a —7-(n—=3)=a +r-(n-1),
amit bizonyitani akartunk.

II. A valasz nem. Példaul, ha k=2 és legyen (a, )">1 és (b, )n>1 két szdmtani

haladvany és (c,) _ egy sorozat Ggy, hogy ¢, =a, és ¢,  =b barmely [ >1-re,

n>1

akkor (c, )n>1 nem szamtani sorozat teljesiti a megadott feltételeket.
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19. Bizonyitsd be, hogy ha a, b, ¢ szamtani haladvany alkot akkor a b* +be + 2,
c’ac +a*, @’ + ab +b* szdmok is szamtani haladvanyt alkotnak. Bizonyitsd be, hogy
ha a + b+ c = 0 akkor az dllitas forditottja is igaz.
Megoldas. Eszrevehetd, hogy

(¢ +act+a®)—(b* +be+c*)=(@a—b)a+b+c)=m(a+b+c), (1)
ahol r az a, b, ¢ haladvany racioja. Hasonléan

(a* +ab+0")— (¢ +ca+a’)=(b—c)la+b+c)=na+bt+c). ()
Az (1) és (2) alapjan b* +bc+c’, c'ac+a’, a’ +ab+b> szamok szadmtani
haladvanyt alkotnak. Ugyanakkor (1) és (2) alapjan

(v* +ab+a2)+(c2 +be+b°)—2(c —I—ca+a2): (2b—a—c)(a+b+c),
tehat ha a b* +bc+c’, cac+a’, o’ +ab+b" szamok szdmtani haladvanyt
alkotnak, akkor (a +b+c¢)(2b—a—c)=0. Mivel a+b+c¢=0, az a, b és ¢
szamok is szamtani haladvanyban vannak.

20. 1. Bizonyitsd be, hogy ha az (an )n sorozat egy mertani haladvany, akkor

>1
(alaz...an)2 = (a a )n Vn>1.

1°n

I1. Igaz az allitas forditottja?
Megoldas I.

n 2 7]71' n(n— 2
(%%---%)2 = [H ai] = [al" -qu:;l = [a1 q<21)] = (af .q"71>n = (alaﬂ)n.
i=0

II. Az allitas forditottja nem igaz, példaul ha a, =k —1, barmely £ > 1-re, mivel

2 n
a, =0 ésigy (ala2 an) = (alan) igaz, de a sorozat nem mértani haladvany.
21. Hatarozd meg, hogy mely szamtani haladvany teljesiti az alabbi feltételeket:
a +a,+a, =12
a,a,a, = 28
A kapott szamtani haladvany esetén hatarozd meg az a_ — a, kiilonbséget.

Megoldas. Mivel (a, )”>1 szamtani haladvany az alabbi feltételrendszerek

ekvivalensek:
a1+a2+a3:12 3(al+7’):12 a1+r:4
[“1“2“3 =28 "a, (o, +7)(a, +2r) =287 |a,(a, +7)(a, +2r) =28

a1+r:4 al+7":4 a1+r:4
al(a1—|—2r):7’ al(4+7°):7’ =9 '
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Mivel 7> =9 ezért két eset lehetséges. Elsé eset, ha r = 3. Ekkor a, =1 és
a, —a; =2r = 6 . Masodik eset, ha » = —3. Ekkor a, =7 és a, —a; =2r=—6.

a, —a, =—4
a, —a, =8
b) A kapott haladvinyra szamold ki az elsé n tag dsszegét.
Megoldas. a) Atalakitassal a kovetkezd ekvivalens rendszerekhez jutunk:

[a2—a1=—4 |a1(q—1)=—4 a(q—1)=—4 [a1:1

kovetkezd feltételeket:

a, —a, =8 al(q2—1):8’ qg+1=2 q=-3
b)
S,=a +a,+ .. +a,=
: - -3)" -1 1 "
—a(l+g+a+ o+ 1)=(j—4=z(l—(—3))

crer

23. Hatarozd meg azon (an) N

teljesiti az alabbi feltételt:
{aQ —a, +a, =-T7

a, —a, :2a4

a, —a, +a, =-7

rendszerbe helyettesitjiik az a,, a,, G, a, a

42 762 72 78

Megoldas. Az [

a, —a. =2a,

tagokat az a, =a +7r, a, =a +3r, a, =a +5ra =a +6r, a =aqa +7r
) a —r=-7

egyenloségek alapjan. Igy az egyenletrendszert kapjuk, amelynek a
20, +5r =0

=5

al
megoldasa ,

24. Szdamold ki az alabbi Osszeget.

7 7 7
S, =—+—"F .. + :
1-8 8-15 (Tn—6)-(Tn +1)
Megoldas. Az altalanos tagot szét bontjuk két tort kiillonbségére:
7 1 1

(Thk—6)(Tk+1) Tk—6 Tk+1
Ezt behelyettesitve az 6sszegbe kapjuk, hogy

1 1 1 1 1 1 1 ™
o
1 8 8 15 m—6 Tn+1 Tm+1 Tn+1
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25. Szdaz millio lej dsszeget koleson adunk 20%-os évi kamattal. Milyen oOsszeget
kapunk vissza 4 év mulva?
Megoldas. Legyen a, = 10° a kolcson adott Osszeg. Az n év utdni Osszeg az

a, = a,

g) egyenléség alapjan szamithato ki. Tehat

4

4
a, = a, [g) = (120)" = 207360000

lejt kapunk vissza.

1 i 1
b—a 20" b—c¢
alkotnak, akkor a, b, ¢ meértani haladvanyt alkotnak.

Megoldas. A szamtani haladvany egymasutani tagjainak kiilonbsége allando, tehat
1 1 1 1

26. Bizonyitsd be, hogy ha az

szamok szamtani haladvanyt

% b-a b—c 2
. Ebbél kifejezve a b -t kapjuk, hogy b = ac. Mivel b = 0

B

1 1
_l’_
—a b-—ec

tehat l =
b

kovetkezik, hogy a = 0, tehat a raci6 ¢ = — és az elsO tag a.
a

27. Adjal példat olyan mértani haladvdnyra, amelynek végtelen sok raciondlis és
végtelen sok irraciondlis tagja van.

crcr

feladat feltételeit. A haladvany altalanos tagja a, = (\/5)71,71‘ Ha nparos (n = 2k)
akkor a, = (\/5)%‘71 =2""'\/2 irracionalis, ha n paratlan (n =2k +1), akkor
., = (\/§>2k = 2" raciondlis.

28. Bizonyitsd be, hogy ha egy szamtani haladvanynak van két egész tagja, akkor
végtelen sok egész tagja van.

Megoldas. Legyen a szamtani haladvany (a,) _ és a, és a, (k<) ahaladvany

n>1
két egész tagja. Igy a, —a, = (I —k) is egész, aholr a haladvany racioja. Tehat az

ap(lfk)ﬂ =a +p (l o k) T

tagok barmely p € N esetén egész szamok. Mivel végtelen sok ilyen tag van, a
haladvanynak végtelen sok egész tagja van.

29. Bizonyitsd be, hogy ha egy szamtani haladvanynak van két raciondlis tagja akkor
az dsszes tag racionalis.

Megoldas. Legyen (a,)  a feladatban szerepld szamtani haladvany és a, és a, a

>1

két racionalis tag (I > k). Az a —a,_ = (I—k)-r kiilonbség raciondlis, tehat mivel
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I—Fk =0 egész kovetkezik, hogy r racionalis. Tovabba a =a, —(k—1)-r is

racionalis kévetkezik, hogy a, = a, + (n —1)-r racionalis barmely n > 1 -re.

30. Hatdarozd meg azon komplex szamokat, amelyekre z, 22 2% szdmok szdmtani
haladvanyt alkotnak.

Megoldas. Az adott szamok hat kiilonb6zé sorrendben alkothatnak szamtani

haladvanyt, ebbdl elégséges harom sorrendet megvizsgalni, a kozépso tag szerint. A
22 =2"+2, 22=2"+72" é 22°=2"+2 egyenletekhez jutunk. Ezek a
kovetkezoképpen irhatok:

2(z—17 =0, 2(z —1)(2 +2) = 0 illetve 2(2z +1)(z—1) = 0.
Innen kovetkezik, hogy z € {—2,—1/2,0,1,2} esetén alkotnak szamtani haladvanyt a
z, 2% és 2° szamok.
31. Bizonyitsd be, hogy ha egy egész szamokbol allo szamtani haladvanynak van egy
teljes négyzet tagja akkor végtelen sok teljes négyzetet tartalmaz. Igaz-e az el6bbi
kijelentés, ha a teljes négyzet helyett egy o" alakii szamot vesziink, rogzitett k -ra.
Megoldas. Legyen (an) a szamtani haladvany r racidval és a, = b’ a teljes

n>1
négyzet. Ha r =0 akkor minden tag b°-tel egyenl6. Ha r =0 akkor
(b+m-r) =b>+2mb+r)-r. Tehit a = (b4+mr) tagok teljes

k+(2mb+r+1)
négyzetek, ahol m € N és ilyen tag végtelen sok van.
Altalanosan, legyen a, = b", k € N rogzitett és

k
(b+m-r) ="+ T[Z C’;b“mir“]
i=1

k
alapjan a, = (b+m- )", ahol n = [Z C’éb“m’f”] +1.
i=1

32. Hatarozd meg azt a négy szamjegyii N = abcd szamot, amelynek szamjegyei
szamtani haladvany alkotnak és abed + decba oszthato 13-mal.
Megoldas. abcd + dcba = [(a + d)1001 + (b + ¢)110].

13][(a 4+ d)1001+ (b +¢)110] és 13]1001 alapjan 13| (b+¢)110. De
(13,110) = 1, tehat 13 | (b + ¢). Tovabba b,c = 0,9, ami alapjan
(b,c) €{(0,0),(4,9),(5,8),(6,7),(7,6),(8,5),(9,4)} .
Mivel a, b, ¢, d szamtani haladvanyt alkot és a,b,c,d € {0,...,9} kiszamolva az a

¢és d szamokat kapjuk, hogy N = 5678 vagy N = 8765.

33. Hatdarozd meg azon a, b, ¢ szamokat, amelyek szamtani haladvanyt alkotnak és
a legnagyobb kézos osztojik 4 és a legkisebb k6zos tobbszorasiik 240.

Megoldas. Legyen a =4a , b=4b és c=4c . Ha a, b, ¢ szamok szamtani

, ¢ 18 szamtani haladvanyt alkotnak. Mivel

haladvanyt alkotnak, akkor a , b
[a,b,c] = [4a,,4b,,4c, | = 240,
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ezért [al, b,

cl] = 60 . Mivel 60 osztdi a kovetkezok:

1,2,3,4,5,6,10,12,15,20, 30,60,
ellendrizve, hogy melyik szdmharmas teljesiti a 2b =a, + ¢, la,, by, ¢c,] = 60 és
(a,b,¢,) =1 feltételeket kapjuk, hogy a =4, b =5 és ¢ =6, ahonnan
kovetkezik, hogy a =16, b =20, ¢ =24.

34. Hatdarozd meg azokat az n természetes szamokat, amelyekre a + és — eldjelek
megvalaszthatok ugy, hogy az +1+24+3+ ... £n OJOsszeg egyenlé legyen

nullaval.

Megoldas. Bizonyitjuk, hogy csak n =4k —1 vagy n =4k alaki szamra
valaszthatd meg az eljel a kért mdédon. Mivel az 6sszeg nulla kell legyen az 1, 2, ...,
n szamok két olyan csoportra oszthatok, amelyekben az 0Osszeg egyenld

1 n 1 .
522’ = % -gyel. Ha n =4k +2 vagy n = 4k + 3 alakt akkor ez eldbbi
i=1

szam nem lesz egész, tehat nem lehet megvalasztani a kért modon az eldjelet.
Matematikai indukciéval bizonyitjuk, hogy n = 4k és n = 4k — 1 alaka szamok
esetén meg lehet valasztani az eldjeleket. n =3 é n=4-re 1+2-3=0 ¢&s
1-2—-3+4+4=0. PFeltételezzik n-re megvalaszthatd az eldjel (S, =0),
bizonyitjuk, hogy n + 4 -re is megvéalaszthato.
Tehat az els6 n eldjelet ugy valasztjuk meg mint n szam esetén, a tobbit a fenti
modon.

35. Hany olyan n érték létezik, amelyre n pdratlan természetes szam ésszege 13" ?
Megoldas. Legyen H azon n szamok halmaza, amelyre 1éteznek paratlan szamok,

amelyek dsszege 13" . Mivel az 6sszeg paratlan és az dsszeg tagjai is paratlanok, ezért
pératlan sok dsszeadandé kell legyen. Ha n = 1 akkor 13" a keresett paratlan szdm,

1 13
ha n =13" akkor 1+1+4...4+1=13" . Ha n=2k+1,ahol 0 <k < 3 , akkor
1313
o 13 . o o o o ; .. 13 ¢
az a, =13" —(n—1) é a,= a,= .. =a, =1 szimok Osszege 13" és q,
— 13"
paratlan barmely ¢ = 1, n -re. Tehat a feltételt teljesitd n értékek szama 5 ] +1.
y i s , 5a, + 3
36. Adott a kovetkezoképpen értelmezett sorozat: o, =10, a , = .
n an + 3
a) Bizonyitsd be, hogy b, = G — egy mértani haladvany.
b) Hatdrozd meg az (a,) _, sorozat dltaldnos tagjat. (Bogdan Enescu)

Megoldas
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Sa, + 3
-3 a  —3 a +3 s a, —3
a) bn = a/n éS bn+1 — _n+l — 5 n T 3 — n , tehét
a/n + 1 an+1 + ]. a’n + 1 3an + 3
a, +3
b _ 1 A - o . 1
TR barmely n >1-re. Ebbél kovetkezik, (b,)  mértani haladvany q = 3
racioval (az (an )n>1 sorozat tagjai pozitivak, tehat b, jol értelmezett minden n >1
esetén).
1 : Ak —
b) b :1, g =—, ebbdl kovetkezik, hogy b, :1[—] A b, = G, —3
11 3 - 1113 a, +1

b, +3 11-3"+7

1—-b, 11-3"' =7

37. Egy tdbla csokoladét 20000 lejért visarolhatunk meg. Ot csokoladés papir
visszaszolgaltatasakor a vasarlo egy ingyen csokoladét kap. Valojaban mennyibe
keriil egy csokoladé (papir nélkiil)?

Megoldas. Ha bemegyiink az iizletbe 4 csokoladés papirral, kolcsonkériink az
eladotol egyet, akkor kapunk egy ijabb csokoladét. Ha ennek a papirjat visszaadjuk az
cladénak, akkor megadtuk az adosagot és egy csokoladéval maradtunk, tehat egy
csokoladé papir nélkiil pontosan annyit ér, mint négy papir. Igy a papir ara az eladasi
ar 1/5-0d része, tehat a csokoladé (papir nélkiil) 16000 lejbe keriil.

A feladat megoldhatd végtelen mértani haladvanyok segitségével is. Ha c-vel jeloljiik
a csokoladé arat papir nélkiil és ¢ -vel teljes arat valamint p -vel egy papir arat, akkor
irhatjuk, hogy t = ¢+ p és 5p = ¢ + p = t. Igy rendre a kovetkezd egyenldségeket

egyenldségbdl kifejezve a, -et kapjuk, hogy a, =

. 1 1 1
irhatjuk fel: ¢t = ¢ +—t¢, t:c+—[c+—t]:c+£+%,és
5 5 5 5 5

C t
+—=+

c t c 1 t c
t:c+—+—2=c+—+—2[c+—]:c+— >+ —
5 5 5 5 5 5 5 5

Altalaban a t = [Z ¢ ]—i— egyenléséghez jutunk. Ebbdl kdvetkezik, hogy

13
pr 5k 5n+1
= 1 . s . . . o
t= CZ o Ez a megkdzelités hasznos a végtelen 0sszeg fogalmanak megértésében.

k=0

ro. . 2 2 2 2 2 2 s
38. Szamitsd ki az S = a, —a, +a; —a, +..+a, —a, Osszeget, ha

a,,a,,...,a, egy szamtani haladvany.
Megoldas. Ha a, = a, + (i —1)- 7, akkor

k k k
S = Z (%21‘4 - azzi) = Z (aQi—l - a?i) (a2i—l + am‘) = Z (=m (2@1 +(4i—3)- 7”) =
i=1 i=1

i=1
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k k
- _r;[ml (4= 3)r] = —r[2ha, + k(2 ~1)r] = (o] —a).

2.2. Komplex szamok (345. oldal)
1. Hatdrozd meg azokat a z komplex szamokat, amelyekre z* + 2|z2| =2.

Megoldas. Ha z =a +ib, akkor |z2| =12k =a” +b° é 2° =a* —b* + 2abi,

tehat az a® —b” + 2abi + 2a° +2b> = 2 egyenldséghez jutunk. Ebbdl kovetkezik,
hogy ab=0 ¢és 3a>+b°=2. Ha a=0, akkor b =42, mig b=0 esetén

a= i\/g , tehat a megoldasok Z, = i\/g es z,, = +i2 .

2. Hatarozd meg azokat a z komplex szamokat, amelyekre |21 =1 és |z2 + ZQ| =1.
Megoldas. Ha z = a + ib, akkor z = a —ib és igy z° +2° = 2a° —2b*, tehat az
adott Osszefiiggésekbdl kovetkezik, hogy a’ +b> =1 és o’ —b* = j:%. Ebbd]

) , 3 1 1 V3 ,
kovetkezik, hogy a, :j:?, a, , :ig, b1,2 :ia, b&’ A :i7. Tehat a
megoldasok 21:£+il, 22:—£+i1, zgzﬁ—il, 24:—£—zl,
2 2 2 2 2 2 2 2
1 .3 1 B 1, .3 1 B
Z==—+1—,2 =—— 11—,z =——+1—, 2z =———1—.
v2 2 %2 2 7 2 2 7 2 2

Ugyanezt az eredményt kapjuk, ha a trigonometrikus alakot hasznaljuk. Az elso
egyenléség  alapjan 2z = cosp +ising, tehit 2° = cos2p +isin2p  és

(Z)? = cos2p —isin2¢p, tehat a masodik egyenlség alapjan cos2p = i%. Innen

ugyanazokat a megoldasokat kapjuk, mint az el6bb.

3. Hatdrozd meg azokat a z komplex szamokat, amelyekre a (z —1)(z +1+ 1)
szorzat valds szam.

Megoldas. Egy komplex szam pontosan akkor valds, ha egyenlé a sajat
konjugaltjaval, tehat a (z—1)(z+1+4)=(2—1)(2+1—1) egyenletet kell
megoldanunk. A miiveletek elvégzése és rendezés utan a 2(z —z) +i(z + 2) = 2i

egyenlethez jutunk. Ha z = a + b, akkor az a 4+ 2b = 1 egyenldséghez jutunk, tehat
1—a

a vizsgalt szorzat pontosan akkor valds szdm, ha z = a + ¢ alak, ahol a € R.

Ezeknek a komplex szamoknak a geometriai képe egy egyenes.
4, Szamitsd ki:

a) (V3 +i) ; b) (1+i)"; o) (1+iV3)".
Megoldas
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24
a) (V3 +i) =2 REI
2 2

24
=2 [COS% + isin %] = 2% (cos 4 + sin47) = 2*;

S

40

40
b) (1+4)° = 2% =¥ [COS% +isin g] =

= 2"(cos 10 + isin 107) = 2%,
12 12
c) <1+i\/§>12:212 l+z’£ =2 Cosz—l—z'sinz =
2 2 3 3

= 2%(cos 4m + isin 47) = 2",
5. Tanulmdanyozd a kévetkezd fiiggvények injektivitasat, sziirjektivitasat és
bijektivitasat:
a) fo=1Iz", f[:C—R_; b) fx)=2+3i, f:C—C;
c) fxy=—iz, [:C—C; d) feoo=z—iz, f:C—C.
Megoldas. a) Mivel f(1+i)=f(1—i)=2 és 1+i=1—17 a figgvény nem
injektiv. ~ Ugyanakkor ~Vy € R, esetétn Iétezik a 2= .yeC ¢és

fz)=1z2 = |\/§|2 = y, tehat a fliggvény sziirjektiv.

b) Az f(z) = f(z,) egyenldségbdl kovetkezik, hogy z = z,, tehat a fiiggvény
injektiv. Masrészt Vy € C esetén létezika z =y —3i € C és f(z) = fly —3i) =y,
a fliggvény sziirjektiv. Ez a fliggvény a komplex szamsikon egy eltolas.

c) Az f(z)= f(z,) egyenldségbdl —iz = —iz, és igy z = z,, tehit a fliggvény

injektiv. Masrészt Vy € C esetén létezik 2 = —2 =iyeC és f(z)=vy, tehat a
i

figgvény sziirjektiv is. Ez a fiiggvény a komplex szamsikon egy 90°-os forgatas
(negativ trigonometriai iranyban).

d) Az f(z,) = f(2,) egyenl6ségbll z —iz1 =z, —iz2, tehat z —z = i(z — 2,).
Mivel a z =1+ ¢ komplex szamra teljesiil a z = iz egyenl6ség, az f fliggvény nem
injektiv. Elégséges két olyan komplex szamot valasztani, amelyek kiilonbsége 1+ i .
fgy példaul a z =3+5i é 2z, =2+4i komplex szdmokra f(z )= f(z,). Ha
z=ua+1b, akkor f(z) =a—b+i(b—a), tehat az f(z) =1+ 2i egyenletnek nincs
megoldasa. Igy a fiiggvény nem sziirjektiv. A fiiggvény képtartomanyanak geometriai
képe egy egyenes.

6. Bizonyitsd be, hogy bdarmely z € C\ R és n € N esetén léteznek és egyértelmiien
meghatdrozottak az a, és b, valos szamok, amelyekre

no__
2" =a,z+b,.
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Megoldas. n=1 esetén a, =1 és b, =0. A
M =2.2" =2(a,z+b)=a,2"+bz egyenldség alapjan ha n =2-re

meghatarozzuk az a, ¢és b, eértékét, akkor felirhatjuk az a  =a,a, +0b, ¢&s

b, =ab, rekurziokat. Ha z=a+1b, akkor a

2 2 2 . . "oy 1 r 2 2
2 =a —b +2abi = a,(a+1ib)+0b, egyenléséghdl a, =2a és b, =-—a" -0,

tehat irhatjuk, hogy a =0, +2a-a, é b = —(a" +0")a,. Mivel a,b€R a

1 1

b € R, tehat a bizonyitas teljes.

nln

rekurzio alapjan igazolhatd, hogy «a

7. Hatdrozd meg azokat a z € C komplex szamokat, amelyekre |z| —2z = 3 — 4i.
Megoldas. Ha z = a +ib, akkor —2b = —4, tehat b = 2. Ha azonositjuk a két

oldal valds részét, akkor az +Ja’ +4 =2a+3 egyenlethez jutunk, tehat

_6 j: \/21 4 .
a, = EEr— Igy az egyenldséget teljesité komplex sziamok a
—6+21 ., —6-v21 .
! :+T+2z esa z, :T—FQZ.

|2

, ahol

= (1—1—c)|zl|2 +[1+1)|z22

1
8. Bizonyitsd be, hogy |z1 + 22|2 + —|cz1 -z,
c c

ceR.

. 2 1 2 _ 1 - —
Megoldas. |z1 + z2| —i—z|cz1 - z2| = (2, +2,)(Z +22) +Z(CZ1 —2,)(cz1 —22) =

_ _ _ _ 1 _ _ _
= 2.2 + 2,Z, + 22, + 2,2, + €22, + 22222 —22, 2%, =

A+ + [1 +%]|22|2.

Megjegyzés. ¢ =1 esetén a paralelogramma egy ismert tulajdonsagat kapjuk
vissza (az oldalak négyzetosszege egyenld az atlok négyzetosszegével).
9. Oldd meg a

3 2
[3z +-1] i [Sz +'1] . [32 +.1] =0
Z—1 zZ—1 z—1
egyenletet. (Felveteli, 1999)
Megoldas. A 32 +‘1 = u helyettesitéssel az v* + v’ +u+1=0 egyenletet kell
Z—1
. 1 )
megoldanunk. Tehat 2' =1 és z=1. Igy u e {i, —i,— 1,} , tehat a z = + 1;1
u —
. 1 1 -3+
egyenldség alapjan z € {—— + —,0, }
gy g alap) { 11 5

10. Oldd meg az
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r+y+2=0
xyz =1

1zl +|y| + 121 = 3
egyenletrendszert a komplex szamok halmazaban.
Megoldas. A masodik egyenlet alapjan |zl |y|- |21 = 1, tehat a |z], |y| és |z| pozitiv
valos szamokra alkalmazhatjuk a szamtani és mértani kdzepek kozti egyenlétlenséget.

A w > 3zl -|y| 12l egyenlbtlenségben éppen egyenléség kell alljon. igy
lzl = |y| =121 = 1. A rendszer els§ egyenlete alapjan kovetkezik, hogy y = ez és
z = ¢’z . Belathato, hogy tetszéleges z € C esetén ha |7/ = 1, akkor az (m, ex, 5%)
szamharmas megoldasa a rendszernek, tehat a megoldashalmaz
M = {(w,sw,s%) ‘a: €C,lzl = 1}.

11. Hatdarozd meg az m és n valos paraméterek értekét ugy, hogy a
22 +222+mz+n=0

egyenletnek 1+ 2i megolddsa legyen.
Megoldas. Mivel m,n € R az egyenletnek gyoke az 1—2i is. Igy a
P=27"+27>4+mZ +n polinom oszthatt a Q= Z>—2Z+5 polinommal.
Masrészt a P -nek @ -val val6 osztasi maradéka (m + 3)Z +n — 20, tehat m = —3
és n=20.
12. Oldd meg a z° = 2 + 11i egyenletet.
Megoldéas. Ha z = a+ib, akkor 2’ =a’ —3ab® +i(3a’b —b"), tehat elégséges
meghatarozni az

a (a2 — 3b2) =2

b(3a® —b*) =11
egyenletrendszer megoldasait. A (2,1) szampar egy megoldasa a rendszernek, tehat az

eredeti egyenlet egyik megolddsa 2 =2+1i. Masrészt a z, =€z és 2z, = 52z1
komplex szamok is megoldasai az egyenletnek, ha ¢ harmadrendii egységgyok és az
egyenletnek harom komplex megoldasa van, tehat a megoldasok 2 +i, €(2+1) és
8(2+1).

13. Bizonyitsd be, hogy ha Im (az + bz) > 0, minden z komplex szam esetén, akkor
b=a.

Megoldas. Ha 2 helyett —z-re irjuk fel az adott egyenl6tlenséget, akkor az
Im(az +02) <0, VzeC Osszefiiggéshez jutunk. Mindkét egyenlbtlenség csakis
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akkor teljesiilhet, ha Im(az +0z) =0, Yz € C. Eszerint az+bZ =a-zZ +b - 2,
tehat (a —b)(z —2Z) =0, V2 € C. Mivel valédi komplex szamok esetén a méasodik
zérojel értéke nem lehet nulla, kovetkezik, hogy a = b .

14. Az a2’ +bz+c=0 egyenlet gyokei z, ¢és z,. Bizonyitsd be, hogy ha
la| = |b| = |c| akkor ‘2|Z7:| —\/g‘ <1, 1= 1,_2

Megoldas. Feltételezhetjiik, hogy lal=|b|=Icl=1. Az egyenlet gyokei

5, = 2EL ahol 8 = —dac. Tehit |1|< %(|b| 1) < %(1 +18)). De
6" <[0* — dac| <|Bf +4lallcl <5, tehat |z < L5, | |2| = ]

! 2 a
egyenldség alapjan |z]| = % > . +2\/5 = \/32_ 1 ha {i,j} ={1,2}, tehat
\/52_ 1 < |zz| < \/52+ 1 , i =1,2. Ez éppen a kivant egyenl6tlenség.

15. Bizonyitsd be, hogy barmely z,, z, egységmodulusii komplex szam esetén
|7+ 1|+ |2, +1 +]zz, +1] > 2.
Megoldas. A 2 =z 2, +1—z/(z, +1)+ 2 +1 egyenl6ség alapjan irhatjuk, hogy
2 <|zz, +1 +|5||z, + 1|+ |5, +1

b

ami |zl| =1 alapjan éppen a kivant egyenldtlenség.

zZ

n

16. Bizonyitsd be, hogy ha |21| = |z2| = .. =
akkor

és z. = z. barmely i = j esetén,
? J

e m-nm-2)

z.—zv‘ 2
i J

1<i<j<n

Megoldas. A megoldas soran sziikségink van a kovetkezd azonossagra (a
tehetetlenségi nyomatékokra vonatkoz6 Lagrange-féle azonossag kovetkezménye): Ha
AA..A egy tetszOleges n-szbg, G a sllypontja és M egy tetszéleges pont a

sikjaban, akkor
(n—=2)> MA +n*MG* =4 > MA,
h=1 ' e

ahol AU az A,;Aj szakasz felezOpontja. Ha z, -val jeldljiik az A pont affixumat, akkor

n
nz — E z,
k=1

irhato és ez direkt szamolassal ellendrizheté (példaul mindkét oldalon 2n(n — 1)|z?

2

— Z ‘2z -z — z]_r alakban

I<i<j<n

n 9
ez az azonossag (n — 2)2|z — Zk| +

k=1
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jelenik  meg stb.). Ha z=0-t  valasztunk, és  haszndljuk a
|zl| = |z2| = .. =lz|=R feltételt, akkor a AA’ =4R’ —40A’ egyenldség

alapjan irhatjuk, hogy
Y, AL =4R-CI—4 Y OA’=4R*-C} —(n—2nR’ —n’0G* < n’R*.

zn

1<i<j<n 1<i<j<n
|z. + 2z | 204,
Masrészt 1= 7 tehat
‘z, -z, AA
i j i
54z 104? ARP AN L
) H= > =2 ——m =4 Y, —-CO
1i<j<n | %, % 1<i<j<n AY;A]- 1<i<j<n A,L-Aj 1<i<j<n A,L-Aj

2 2 2
be 3 Lz lO = =[] e ey ) ataian

1<i<j<n A,L-Aj N AiAj 4n’R?
1<i<j<n
2
Z +z _ — —
S ey Loyt o0
I<i<j<n | %, % 1<i<j<n A;‘,Aj 2 2

17. Bizonyitsd be, hogy ha z € C\ {1} és 2" =1 akkor 2 <1—2<2.
n J—

Megoldas. A 2" =1 és z = 1 feltételekbol kovetkezik, hogy
24T 42 4+1=0.
Ha mindkét oldalbél kivonunk n -et, akkor a
(z"’*l - 1) + (z"*Q — 1) +.4+(z-1)=-n

egyenléséghez jutunk, ahonnan kdvetkezik, hogy

=D 42+ )+ D (" + 2" o+ )+ + (2 —1) = —n.
Vessziik mindkét oldal modulusat és hasznaljuk, hogy a modulusok 6sszege nem
kisebb, mint az 6sszeg modulusa valamint, hogy |z| = 1.

n=l-nl <|z=1[(2" 2 + 12"+ 1)+ (12 1l + L+ D) 41 <

§|z—1|[(n—1)+(n—2)+(n—3)+...+1]:|z—1|w.

EbbSl az egyenlStlenségbdl kovetkezik, hogy |z —1] > Ll A masodik
n —
egyenldtlenség trivialis.

1
18. Bizonyitsd be, hogy ha 12| = 1 akkor /3 < |1+ 2| + |1 —z+ z2| < Z3
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Megoldas. Ha z = cosg + isin g, akkor 1+z:2cos§[cos§+ism§

, tehat

142 =2

cos%‘. Masrészt 11—z + 2" =1—cosp + cos2p + i(sin2p —sin ),
tehat |1—z+z2|2 =3 —4cosp+2cos2p = (2cosp — 1), és igy

|1—z+22|:|2cosg0—1|:

4cos2§—3‘. A t=2

Cos %‘ jeloléssel  az

f:00,2] = R, fit)y=1t+ |t2 — 3| figgvényt  kell  megvizsgalni.  De

t+t*—3, hat>+/3 1 r
f@t)= ¢és igy a maximumat — -ben és a minimumat /3 -ban
t—t*+3, hat <3 2

veszi fel, tehat /3 < f(t) <

19. Bizonyitsd be, hogy a P(Z)=Z""—aZ" —aZ +1 polinom minden gyike
egységmodulusu, ha a € R és lal < 1.

Megoldas. Ha 2z gyoke P -nek, akkor z" = az , tehat
z—a

— 5 ==

Clz—al (rcosp —a) + (rsingp)

2] = laz— 1 (arcosp —1)" + (arsing)’  a*r” —2arcosp +1
r’— 2ar cos p + a’’
(r' =1 1)

ahol z = r(cos ¢ + ising) . Ebbdl kovetkezik, hogy r*" —1 = — >
r" —2arcosp +a

2
vagyis r=1 vagy "7+ 7" 4 L+ +1= 5 @ -1 > - A masodik
r" —2arcosy +a
egyenléség nem teljesiilhet, mert a jobb oldal a |a| < 1 feltétel alapjan negativ és a bal
oldal pozitiv. Tehat r» =1 és igy minden gyok egységmodulusti.

20. Az ABCDEF hatszégben M,N,P,Q,R és S az AB, BC, CD, DE, EF és
FA  szakaszok  felezépontjai.  Bizonyitsd  be, hogy  MQ 1 PS &
RN* = MQ* + PS*.

Megoldas. Ha 0, z, z

2., 2,, 2, az A, B, C, D, E ¢és F pontoknak

z oz +z 2z, tz, =z,tz z t2 2
megfeleld komplex szamok akkor -+, —2 2 3 3 4 4 5 5
2 2 2 2 2 2

2, +z, —z 2, t2, —z 2 +z —z —z
ulz%“, u, = =4———2L ¢és u, = 02 L—= rendre az M, N,

P, @, R, S pontoknak valamint az S_P, M—Q, NE  vektoroknak megfeleld

komplex szamok. Mivel u, = u, —u, az SP, M@, NR vektorokkal egy haromszog

2’ 3’
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szerkeszthetd, amelyben az M@ ¢és PS-sel parhuzamos oldalak pontosan akkor
— 2 — 2 — 2

merdlegesek, ha teljesiil Pitagorasz tétele, azaz ‘NR‘ = ‘MQ‘ + ‘SP‘ .

21. Az ABCD négyszog oldalaira kifele négyzeteket szerkesztiink. Ha a négyzetek

kozépponyjai O, O,, O,, O, akkor bizonyitsd be, hogy 00O, L 00, és

00,=0,0,.

Megoldas. A(0), B<z1>, C’(z2> D(z,%) a négyszog csucsai, akkor

(1),

zl—z

5 2(14—@')], 03[z3+

2y T

@)

1

z
zl—gl(l+i)], 0, [z2+

4

z —
@) [33 1+ z)] a négyzetek kozéppontjai. Az 0,0, vektornak megfelelé komplex

-2, —2,tz Ve
M] (1+1), az 0,0, vektornak megfeleld komplex

szam: u:zl—z3+[

) z —2,—2 , . T
szam: v = z, —1—[#](1—1—@). Mivel —= —i ezért 0,0, L 0,0, és mivel
2 v ‘
u

ol v
22. Az ABCD és BMNK négyzetek belseje diszjunkt. Bizonyitsd be, hogy Az AN
felezépontja, a B-bdl a CK -ra huzott merdleges talppontia és a B csucs
kollinearisak.

Megoldas. Legyen C pontnak megfelelé komplex szam —a +i-0. Igy az A
pontnak megfeleld komplex szam —ai. Legyen az N pontnak megfeleld komplex
szam z, igy a K pontnak megfelelé komplex szam ¢z. A P pontnak megfeleld

1 1 (z — ai)
komplex szam E(Z +ai). Az PB 1 CK Aéllitas ekvivalens az 2— € iR, ami

tul _

= |=i| =1 ezért 0,0, = 0,0,.

1 .
207 1
Zi+a 2 2
23. Az ABC hdromszog AB és AC oldalaira felvessziik a D és FE pontokat ugy,

igaz, mert

hogy ﬁ—g:j—g:%. A BE és CD szakaszokat meghosszabbitjiuk ugy, hogy
EE' = 3BE ¢és DD' = 3CD Bizonyitsd be, hogy:
a) D', A, E' kollinedrisak. b) AD' = AF'.

Megoldas. Mivel BD_ DC, _1 és BC_ BE, _1 a BDC haromszog
DA DD" 3 AE FEE" 3
hasonlo az ADD' haromszoggel és a BEC haromszog az E'EA haromszoggel. Igy
AD'"|| BC, B—C/ _1 és AE'|| BC, BC, = l Mivel az A ponton at a B(C' -hez
AD" 3 AE" 3

egyetlen parhuzamos huzhaté az A, D’ és E’ pontok egy egyenesen vannak és az
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aranyok alapjan AD’ = AE’. Komplex szamok segitségével is megoldhaté a feladat,
minddssze ki kell fejezni a pontok affixumait. Ha az origot A-ba valasztjuk és a B

illetve C' cstcs affixuma b illetve ¢, akkor d = %b és e = %c, tehat d' = 3(b —c)

és e’ =3(c—0b).Mivel ¢’ +d" =0,az A ponta D'E’ szakasz felezdpontja.
24. Az ABCDE konvex otszégben M, N, P, Q, X ¢s Y a BC CD, DE, FA,
MP és NQ felezépontjai. Bizonyitsuk be, hogy XY || AB.

Megoldas. Legyenek A(zl), B(zQ), C(zg), D(z4) és E(z

B

) az Otszog cslcsai.

pp . . z, t2 Z, t 2
Ekkor a feladatban szereplé tobbi pont a kovetkezd: M [ 2 5 3], N [ 2 5 4],

P[Z4;z5], Q[Z5;Z1], X[22+ZSZZ4+ZS] és Y{Z1+ZBZZ4+Z5].AZ XV

z —z — —
vektornak megfeleld komplex szam: — 1 2 és AB =z, —z,tehat XY || AB.

25. Szamitsd ki a kdvetkezd sszegeket:

3

a) ; kC" coskr;  b) ; co2skkx ; c) ; kr* coskx .

Megoldas. a) A kC; = nC""| egyenl8ség alapjan

n 1

n n
k k—1
E kC) coskr =n E C " coskz.
k=1 k=1
Ha z = cosz + isinz, akkor z* = cos kz + isin kz , tehat a kiszamitando Osszeg az

n n
S = nz A nzz CM 12 =nz(l+ 2)"!
n—1 n—1
k=1 k=1

komplex szam valos része. Masrészt 1+ z = 2 cos 3 [cos 5 + zsin E] , tehat

n—1
-1
nz(l42)"" = nz [2 cos g] [cosu + 7sin

n—1
Igy a valos része n [2 cos g] cos @ , tehat

n—1
- 1
Z kC! coskx =n [2 cos f] cos (n+le .
k=1 2 2
n k
b) A z=cosz +isinz jeloléssel a kiszamitandd Osszeg a Z[i} komplex szam
k=1

Z n
oLl
valos része. Masrészt Z [g] = §2Z— Ebbdl kovetkezik, hogy
k=1 ——1
2
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. sin nx 1
znjcoskx B 2s1nx-2”+[2”cosn:z —1|(1—2cosz)
= 2 5—4sinx

c) A Zk -r* coskr Osszeg a Zk 2" Gsszeg valés része, ahol
k=1 k=1
n n+2 n+1
. — 1 .
z=r(cosz +isinz).De Z koot =12 ((n +1)22 12 tehat
k=1 Z —

n
k 2
Z kr* coskr = nr""

k=1

_(n + 1)T71+1

ctggsin(n +2)z — cos(n + 2)x

ctggsin(n +1)z —cos(n + 1)z

+ Ctggsinm — CoS Z.

26. Bizonyitsd be, hogy ha barmely egységmodulusu =z komplex szamra
|b+az+z2| =1, ahol a,b € C, akkor a=b=0.

Megoldas. A feltétel pontosan akkor teljesiil, ha (b +az+ 2 ) (17 +a-z7+ 52) =1

minden egységmodulusi z komplex szamra. A miiveletek elvégzése és egyszeriisités
utan irhatjuk, hogy lal® +|b]* + (b(i 7+ ab_z) +bzZ° +b2° + a7 +az = 0. Masrészt
ha z modulusa 1, akkor —z ¢és ¢z modulusa is egy. Ebbdl kovetkezik, hogy
la +[b]° +02> +02° =0 és gy laP +|p =0 (elsbb z helyett —z-t
helyettesitettiink, majd az utolsé elotti egyenlOségben +<z-t). Ez csakis akkor
teljesiilhetha a = b= 0.

. I+i-m . . L
27. Hatarozd meg a z = T m alaku szamoknak megfeleld pontok mértani

—i-m

helyét, ha m € R..

Megoldas. Az adott 6sszefliggésbdl kovetkezik, hogy m = .Mivel m e R

i1+ 2)

s z—1 z—1 o a s P
irhatjuk, hogy - = — — . A szamitasok elvégzése és egyszerlisités utan a

il+2) —i(l+7%)
lzl=1 egyenloség adodik, tehat a keresett mértani hely az origd kozépponta
egységsugaru kor.
28. Oldd meg a z*—(5—2i)2" —8(1—i)z2—2+6i=0 egyenletet, ha van
legalabb egy valos gyoke.
Megoldas. Ha 2 egy valés gyok, akkor az egyenléség valos része
2 — 52" —82—2 és az imaginarius rész 2z° + 8z + 6. Mivel mindketté nulla
kovetkezik, hogy z = —1 (ez a két kifejezéshez tartozo egyenletek kozos gyoke). igy

az eredeti egyenlet (z+1)(z* — (6 —2i)2 —2 +6i) =0 alakban irhat6. Tehat a
gydkei z, = —1¢és z,, =310 —i.
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29. Bizonyitsd be, hogy ha |z —|—z—3 <2 akkor |z + > <2.Igaz-ea |z +z_2 <2
1 L
= |2+ —| < 2 implikacio?

z

. 1 1
Megoldas. Ha z+—=a, akkor 2°+—=a"—3a. Ha |al>2, akkor
z 2
|a3 — 3a| = |a||a,2 — 3| > |a|||a|2 — 3| >2-]4—-3=2. Mivel ez ellentmondana a

feltételnek kovetkezik, hogy lal <2, vagyis <2. Ha |lal>2, akkor

1
Z 4+ —
z

|a2 - 2| > |la* — 3| > |4 — 2| = 2, tehat a méasodik kérdésre a valasz: ,,igen”.

30. Bizonyitsd be, hogy barmely z =a+1b és z, =c+1id, a,b,c,d€Z z, =0
esetén letezik és egyertelmii a z, =m+in és z, = p+iq, m,n,p,q € Z, amelyre
z2, =22, t2, és |z4| < |22| (a maradékos osztds tétele a+ib, a,b € Z alaku
szamokra).

Megoldas. Rogzitett 2 és z, esetén a {z — 2,2, |z, = m +in,m,n € Z} halmaz

egy négyzetracs, amelyben az alapnégyzet oldalhossza |22| . Tehat azt kell igazolni,

hogy, ha egy négyzetracsot rahelyeziink a sikra, akkor az origohoz legkozelebb es6
pont és az origd tavolsaga kisebb, mint a négyzetracsban az alapnégyzet oldalhossza.
Vilagos, hogy a négyzetracs valamelyik négyzete tartalmazza az origot. igy ebben a
négyzetben az origohoz legkozelebb esé pont és az origd tavolsaga kisebb, mint a
négyzet oldalhossza.

2.3. Fiiggvények (348. oldal)

1. Hasonlitsd éssze a kovetkezd szamokat:
a) log, 7 +log, 8 és3; b) log, 5 és log_6.

Megoldas. a) log, 7 + log, 8 = log, 56 < log, 64 = 3;

b) log, 7 + !
log,

Mivel log, 7 +log. 6 > log, 7 + log 5, kovetkezik, hogy log_6 > log 5.

- > 2 =log, 36 > log, 35 = log, 7 + log, 5.

2. Ha a=log 2 és b=Ilog 3 szamitsd ki a és b fiiggvényében a kovetkezd
szamokat:
a) log_ 6 ; b) log, 12;  ¢) log, Y18; d) log,, 54
Megoldas. a) log, 6 =log 2 +log. 3=a+b;
b) log 12 =log, 4 +log, 3 = 2log, 2 +log, 3 = 2a +b;
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c) log, Y18 = élog5 18 = é(log5 2 + log, 9) = é(log5 2 +2log, 3) = é(a +2b);
d) log,, 54 = log, 54 . log, 5= %log5 54 = élog5 54 = %(1035 2+ log, 33) =

1 1
= g(1og5 2+ 3log, 3) = g(a+3b).
3. Ird novekvé sorrendbe a kévetkezd szamokat: 2, 2@) J128 és 832

7 16
Megoldas. /128 =22 és 832 = 25 . Mivel az exponencialis fiiggvény szigorian
névekvd, ha az alap nagyobb, mint 1 és 2 >1, tehat elég a kitevoket novekvo

sorrendbe rendezni.

w<3,14<\/ﬁ<%<g.

A masodik és harmadik egyenldtlenségeket négyzetre emeléssel ellendrizhetjiik, tehat
a helyes sorrend:

2" <20 <832 <« J128.

:% és b =log, 2, akkor 3' +2=7-3",
- :

Megoldas. Tehat 3%° = 3" =2 (1). Tovabbd a = 2ig—§ +1=2log, 2 +1, tehat
g

4. Bizonyitsd be, hogy ha a

3" =3-22=12,3"+2=14 (2). Az (1)-es és (2)-es alapjan 3" +2=7-3".

5. Oldd meg az (:1:2 — 5)2 =1z + 5 egyenletet.

Megoldas. Legyen f:R—R, f@m=2"-5 ¢é f:(-00,0 — R,
f@=a"=5, illetve f:(0,+00) = R, f (x)=2"—5 ennek két lesziikitése.
[l@==Jz+5 ¢& f '@ =—Jr+5. Mivel f grafikus képe az f ' ¢és [

grafikus képének egyesitését két pontban metszi és ezek a pontok az elsé szogfelezon
vannak elégséges megoldani az f(z) =z egyenletet. Az mj —1x,—5=0 egyenlet

. 1++21 :
gydkei z,, = 2\/_ . Tehdt (2* —2—5)|(2” — 5)2 — 1z —5. Az osztas elvégzése
utan az (:v2 — 5)2 —z—5= (:v2 -z — 5)($2 +z— 4) felbontashoz jutunk, tehat
—1+J17
.’E3’4 = T .

1
6. Milyen )\ esetén lesz pontosan egy valos megoldasa a logZZ()\x—i—l):E

egyenletnek.
Megoldas. Az egyenlet a kovetkez$ alakra hozhato log, (Az +1) = élog2 2r. A

logaritmus fliggvény injektivitasa alapjan Ar+1=+2z, tehat
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NP+ 120 —2)+1=0. Ennek az egyenletnek a megoldasai

2-2\+—8\+4
xl, 2 2)\2
x -re kapott masodfoku egyenletnek egy gyoke van vagy csak egy pozitiv gyoke van

. Az eredeti egyenletnek csak akkor van egy gyoke, ha az

(amely nem lehet % , mert az alap nem lehet 1).

1 2-2\—+-8\+4
)\2

Ha A=0 akkor A\=—=. Ha z =
2 ! 2

A=0, de A=0 mert erre az értékre egyetlen megoldas sem Iétezik. Az

R L 2 L
- 2

’ 2\

<0 akkor kapjuk, hogy

gyok mindig pozitiv, mert A > 0-bol kovetkezik, hogy

A< % Tehat akkor van egy gyoke az egyenletnek, ha \ = %

RUE R
7. 0ldd meg a 2 T2 TE =8 egyenletet a valos szamok halmazaban.
1

Megoldas. 2° T >22 =, egyenléség csak z' =1 esetén van, tehat z = +1

esetén. 2ﬁ+% > 2 =4, egyenldség csak /z =1 esetén van, tehat z = 1-re. Az

elobbi két egyenlétlenségbdl kovetkezik, hogy 211+zi1 + 2ﬁ+% > 8 és egyenlOség

csak z =1 esetén van, tehat z = 1 az egyetlen gyok.

8. Oldd meg a 93" — 4% egyenletet a valos szamok halmazaban.

Megoldas. Az 29t = g egyenlet a kovetkez6 alakra hozhato: R

exponencidlis fiiggvény injektivitdsa miatt 37" = 2-3> . Logaritmélva az egyenlet

mindkét oldalat kapjuk, hogy (2 )2 —2" —log,2=0.Ha y=2", akkor az egyenlet

a  kovetkezOképpen alakul Y —y— log,2=0, amely megoldasai:
1+ [1+4log, 2 1+ 1+ 4log, 2

yl 2 = 2 2

leogQ(l—i—\/m)—l.

9. Oldd meg az 1" +4" +9" +16" + 25" =2" + 6" + 12" + 20" + 5" egyenletet a

valos szamok halmazaban.
Megoldas. Ha z > 0 akkor n" —(n —1)" > 0 ésigy

1427(2" —=17)+3"(3" —=2")+4" (4" = 3")+5" (5" —4") >

ST 4+(2°—17)+ (3" -2 )+ (4" =3")+ (5" —4")=5". (1)
Ha z < 0 akkor n* —(n —1)" < 0 ésbarmely n > 1 esetén n" < 1, tehat
14+27(2"—1")+3"(3"—2")4+4" (4" =3")+5" (5" —4") >

ST (20— 1)+ (3 —2°)+ (4" =3")+ (5" —4")=5".

. Mivel y > 0 kapjuk, hogy 2" =

, tehat
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Ha 7 =0 akkor 1 +4° +9° +16° +25° =2° +6° +12° +20° +5". (3)
Az (1), (2) és (3) alapjan = = 0 az egyetlen megoldas.

3 9.2 2
10. Oldd mega 2 = £ 1

egyenletet.
T

Megoldas. Az egyenlet bal oldalan allo kifejezés pozitiv, tehat a jobb oldal is
pozitiv kell legyen. Ez csakis akkor teljesiil, ha z > 0. Ebben az esetben a bal oldalon
allé exponencialis kifejezés kitevdje kisebb, mint 1.
—22* + 32" —1=—2z+1)(z -1 <0.
2

fgy >0 esetén 272 < 2! < v+l

, tehat egyenldség csak akkor all fenn ha

1 .
r4+—=2 é —22° +32° —1=0. Ebbél kovetkezik, hogy az egyenlet egyetlen
T

megoldasa z =1.
11. Oldd meg a sin" z + cos" x =1 egyenletet, ha n € N.
Megoldas. n = 0 esetén az egyenletnek egyetlen megoldasa sincs. n =1-re a

sinz + cos z = /2 cos [% — :z:] =1 egyenlethez jutunk, tehat

M:{%—lm$arccosg‘k€Z}:{kﬁ‘kEZ}U{g+kw‘k€Z}.

Ha n =2, akkor M = R, mivel minden valds szam teljesiti az egyenletet. Ha
n >3, akkor sin"z <sin’z és cos"z <cos’z, tehat sin"z 4+ cos"z <1.

n—2

Egyenldség akkor és csakis akkor van, ha sinz =0 vagy sin" "z =1 illetve
n—2

cosz=0 vagy cos" “x=1. Paratlan n esettn a  megoldasok

{2km |k € Z} U {g + 2k |k € Z} mig paros n esetén a megoldishalmaz

{kz‘kez}.
2

12. Hasonlitsd dssze a log, GTM -log, ath és 1 szamokat, ha a,b € (1,00), és ha
a,b € (0,1).
a+b, a+b
Ig Ig
Megoldas. Az adott szorzat 1 2 1 2 alakban irhat6. Ha a >1 és b > 1,
ga g

akkor 1g“T+bzlg\/%—@z lgalgh, tehat 1g2“T+bzlga1gb.

Ugyanezt az egyenl6tlenséget kapjuk a,b € (0,1) esetén is mert
2 2
lgga;bZIng/E:[lga;—lng :[—lgaz—lgb] >lgalgh.
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13. Bizonyitsd be, hogy ha a,b,c € (1,00), akkor
(ab V"5 (e Ty (cqE TR > g% 4B 4 (P

—Tos ¢ lgc 2lge M oz &
Megoldas. (ab)V** ' = (ab)fias > (ab)izarist = (ab)izar = (ab)™** = ¢*. Ha
felirjuk a masik két analog egyenlGtlenséget és dsszeadjuk a kivant egyenlétlenséghez

jutunk.
14. Oldd meg a 2 (27 —7) = log, | N1+ 167 W

] egyenletet.

Megoldas. Tekintsik az f: R — Im f, f(z)=2" —7-2" fliggvényt. Ennek az

J4 1
inverze az ' : [—Q, oo] — R, f(z) = log, w fliggvény, tehat az

16

egyenlet f(z) = f'(z) alakban irhat6. Az egyenlet egyetlen gydke z = 2.
15. Oldd meg a kovetkezo egyenleteket:

a) V2 —2cosx ++/10 —6cosx = /10 — 6 cos 2z , xE[O,g]

b) V15 —12cosz ++/7 —4/3sinz = 4, z € (0,7).
Megoldas. a) Az els6 abranak megfeleléen vegyiik fel az OA=1, OB =1 ¢s
OC = 3 hosszusagu szakaszokat Gigy, hogy m(xﬁ\B) = m(BOC)==z. Az AOB,
BOC ¢és AOC haromszogekben a koszinusz-tétel alapjan AB = /2 —2cosz,

BC =+10—6cosz és AC =+/10—6cos2z , tehat a feladatbeli egyenloség azt

, ... AB 1
fejezi ki, hogy B az AC szakaszon van. Igy a szogfelez6 tétel alapjan BC = 3’

tehdt 32 —2cosz =10 —6cosx . Ebbél az egyenlSségbdl kovetkezik, hogy

2 , 2
cosx = —, tehat x = arccos—.
3 3

b) Az MOP haromszdgben m(MOP) = 90°, OM =23, OP =2, ON =+/3 ¢&s
m(MON) = z. gy MN =15—12cosz, NP =+7—4/3sinz é MP =4,
tehat N € (MP). De az OMN haromszog O -hoz tartozd magassiga éppen /3,

tehat z =

w3
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16. Oldd meg a loggtg z+ (log2 sin® x) (log2 cos” x) =1 egyenletet.
Megoldas. Ha a = log, sinz és b = log, cosz, akkor a
log;tgfls + (log2 sin’ x) (10g2 cos’ x) =1

egyenletbél kovetkezik, hogy (b—a)’ +4ab=1, tehit (a+b) =1. Ez alapjan
a+b==+l1.
Elsd eset, ha a+b=1. A log,sinzcosz =1 egyenletet kell megoldanunk, de

ennek az egyenletnek nincs megoldasa, mivel —1 < sinz cosz <1 barmely z -re.
Masodik eset, ha a+b=—1. Tehat a log sinzcosz =—1 egyenletet kell

megoldanunk és igy sinzcosz = 5 Tovabba sin’z4cos’z =1 és

sin® x cos® T = i, ahonnan sinz = cosz = :l:g,tehét T € {%—l—lm | ke Z}.

17. Oldd meg a logfm 2<log_ (4 sin” x) egyenldtlenséget.
Megoldas. Az egyenlétlenség a kovetkezd alakra hozhato:

log’ 2<3+2log, 2.
Ha y =log_ 2, akkor az egyenltlenség a kovetkezd formaban irhato:

ST

Y —2y—3<0.
Ennek a megoldasa y € (1,3), tehit log, 2 € (1,3),¢ésigy = € [2]4:77,% + 2k7r] , ahol

keZ.

18. Bizonyitsd be, hogy ha x, y és z 1-hez viszonyitva ugyanabban az
intervallumban helyezkednek el, akkor
2 b b
log, © N log, ¥ N log, 2 > 9
Tty Ytz T+z rT+y+z

Megoldas. A egyenldtlenség baloldala a kovetkezOképpen alakithato at:
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log?/ z logz y + loga: 2

Ewlsnlivn

logy z’ n log, y2 + log, 2°

=3 >
T+y y+z T+ z 3
2 2 2 9 9
> 3: > > .
- i/x—i—yy—i-zz%-:c_ x+y+y+z+z+x T+ytz
2 2 2
a’, z€Q
19. Addott az f[:R — (0, c0), f(z)= b zeR\Q fiiggvény, ahol

a,b € (0,00) \ {1}. Bizonyitsd be, hogy a kivetkezd dllitasok egyenértékiiek:
1) finjektiv,  2) f'sziirjektiv; 3) f bijektiv, 4) log, b€ Q.
Megoldas. (1) = (2)
A bizonyitas a lehetetlenre vald visszavezetés modszerével torténik. Feltételezziik,
hogy f nem sziirjektiv, tehat létezik y € R 10gy, hogy barmely z € R esetén

f @) =1y. Ez azt jelenti, hogy barmely v € Q esetén a" =y, tehat u = log, y
barmely u € Q, tehat log, y € R\ Q. Tovabba barmely v € Q esetén b" = y, tehat
v =log,y barmely veR\Q, tehat log, y e R\ Q. Tehat

log, a = iog_,,y eR\Q, f(logb a) =a= f(1) és log, a = 1, tehdt f nem injektiv,
08, Y

ami ellentmond a kezdeti feltételiinknek.

2)=@)

A bizonyitas a lehetetlenre vald visszavezetés modszerével torténik. Feltételezziik,
hogy f nem bijektiv és mivel f sziirjektiv, ez azt jelenti, hogy f nem injektiv.

Tovabba mivel az exponencialis fliggvény injektiv, f csak akkor nem injektiv, ha
létezik ©w € Q és v € Q ugy, hogy a" =1b". 4 log, b, tehat log, b irracionalis,
v

ami azt jelenti, hogy barmely u € Q esetén a" = b . Tovabba barmely v € Q esetén
b’ = b egyenldség azt jelenti, hogy v =log, b =1 ¢€ Q, tehat barmely v € Q esetén
b" =b.

(3)=(4) Az ecldbbi pont alapjan abbol, hogy [ bijektiv kovetkezik, hogy
log, b€ Q.

(4)= (1)

Tegyiik fel, hogy f nem injektiv, mivel az exponencialis fiiggvény injektiv, tehat
létezik we@Q ¢és veR\Q ugy, hogy a"=0". Innen kovetkezik, hogy

log, b = Zer \ @, ami ellentmond a feltevésiinknek.
v

20. Bizonyitsd be, hogy az f:R — R, f(z)=cosz-cos/3z fiiggvény nem
periodikus.
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Megoldas. A bizonyitast a lehetetlenre valo visszavezetés modszerével végezzik el.
Legyen T € R’ periodusa az f-nek, tehit f(x+7T)= f(z), partikularisan

f(T)=f(0). Tehat cosTcos\/3T =1. De cosT,cos~/3T €[-1,1], tehat
cosT = cos~/3T =1 vagy cosT = cos~/3T = —1, igy T = 2kn és T~/3 = 2ir,
ahol k, 1€N', vagy T =2k + 1)1 és T3 = (214 1)w. Mindkét esetben az

kovetkezne, hogy /3 racionalis szam, ami ellentmondas.
21. Jeloljiik a-val, b-vel és c-vel az f(f(f(f(z)))) ==z, f(f(z))==z és f(z)==x
egyenletek megoldasainak szamat, ahol f: R — R. Bizonyitsd be, hogy ha a, b és c
természetes szamok, akkor (a —b):4 és (b—c¢):2.
Megoldas. Legyen F, ={z e R | fw) =z}, F, ={z e R | f(f@)==x},¢s
F={zeR|fY@=f(f(f(f@))=a}.
Az F,\ F, halmaz elemeinek szama (b —c), mivel F, CF, (f(f@)=f@) =z,
barmely z € F)). Ha y€ F \ F, akkor f(f(y)) =y és f(x)=xz. Tovabba
F9(y) = f<f<2> (y)) = f(y), tehat f(y)e€ F,\ F,. Tehat F \ F halmaz elemei
parosithatok, ezért (b —c) paros. Hasonloképpen mint az elébb az F, \ F, halmaz
elemeinek széma (a —b), mivel F, CE, (f" @ = f? (f@) (x)) =@ ==z,
barmely z € F)). Ha y€ F,\ F, akkor f*(y)=y é f(f(y))=y. Tovabba
o (y) = f(f<4> (y)) =f(y), tehat f(y)e E\E, mert [%(y)=f(y)-bol
kovetkezik, hogy y = f (y) = ¥ (y) . Mivel F C F, ezért f(y)=y. Ugyanakkor
=1 W) ="@w ¢ A=y, [Py =f(y). Tovabba
@) =100 W)= 1) O y) =y, mert f(y) =y -bSl kovetkezik,
hogy y=/f"(y)=f(y) & F CF. [fPy)=f(y), mert [ (y)=y-bol
kovetkezik, hogy y = f* (y) = [ (). f¥ (y) = [ (y). mert [ (y) = f (y)-bol
kovetkezik, hogy y = f" (y)= f* (y). Tehat FE, \ F, halmaz elemei négyes

csoportokra oszthatok, tehat (a — b) oszthato 4-gyel.
22. Bizonyitsd be, hogy nem létezik olyan f: R — R fiiggvény, amelyre teljesiilne az

V3, z€Q oy
z)) = egyenldség.
f(f(z)) L sem) Q@i
Megoldas. Feltételezziik, hogy létezik olyan z € Q, hogy f (z) € Q. Tehat létezik

y€Q, (y=f@) ugy, hogy f(y)=f(f@)=+/3, mivel y€Q kovetkezik,
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hogy  f(f()=+B.  Tehat  f(f(y))=/(V3)=/f(y)=~3.  De
f(£(v3)) = £(¥3) =3 =1, mivel V3 € R\ Q, igy ellentmondishoz jutunk.

Tehat barmely z € Q esetén f(z) € R\ Q. Létezik y € R\ Q, (y= f(1)) ugy,
hogy f(y)=+/3. De f(f(y)=1, mert y € R\ Q, tehat f(f(y))zf(ﬁ)zl.
igy f(f(¥3))=r()eR\Q, masrészt f(f(v3))=1€Q, tehat itt is

ellentmondashoz jutottunk. Tehat nem létezik ilyen fiiggvény.
23. Bizonyitsd be, hogy ha f: A— B és ¢g: B — C bijektiv fiiggvények, akkor

(gof) =f"og".
Megoldas. Mivel (ffl ogil> o(gof)=f" o(g’l o g) of=f"olof= 1,,és
(gof)o(fflogfl):goleg*1 =1, a gof:A—C é [flog :C—A
figgvények az inverz fliggvény értelmezése alapjan egymas inverzei
(gof) =fT"og™.
24. Igazak-c a kovetkez6 egyenléségek, ha f: A — B egy fiiggény és A, A C A:
A (4 UA)=F(A)US(A): B 7(404)=F(4)nS(4).
Megoldas. a) Ha y € f(A1 U A2) akkor létezik z € A U A ugy, hogy f() =y,
tehat 1étezik z € A gy, hogy f(z) =y vagy létezik x € A ugy, hogy f() =y.
Eszerint y € f(Al) vagy y € f(AQ), ami azt jelenti, hogy y € f(A1) U f(A?)
Forditva, ha y € f(AJUf(AQ) akkor y € f(/L) vagy y € f(AQ), tehat 1étezik
v € A ugy, hogy f(x) =y vagy létezik = € A, Ggy, hogy f(z) = y. Ez azt jelenti,
hogy létezik r€ A UA, gy, hogy [f(x) =y, amibdl kovetkezik, hogy

yeflaua).
b) A vélasz negativ. Példaul az f: R — R, f(x) =2, A =[-1,0] é&s 4 =0,1]
esetén f(A NA,) = f({0})={0}, f(4)N f(4,)=[0.1]n[0,1] =[0,1].

Sziikséges és elégséges feltétel, hogy f injektiv legyen.

Sziikségesség. Feltételezziik, hogy f nem injektiv, tehat 1étezik z,,x, € A gy, hogy
T, =1, €8 f(xl) = f(a:2>. Ha A = {xl} ¢s A = {1’32}’ akkor A NA, = &, tehat
f(Al n Az) = . Tovabba f(Al) - f(AZ) - {f(xl)} - {f(xz)}’ tehat

1) (4) = {1 ()} = {f(a,)} = 2.
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Elégségesség. Ha y € f(A UA,), akkor létezik = € A N A, Ggy, hogy f(z) =y,
tehat létezik =z € A gy, hogy f(z) =1y és létezik = € A, Ggy, hogy fx)=1y.
Ebbdl kovetkezik, hogy y € f(4,)N f(4,).

Forditva, ha y € f(A4 )N f(4,), akkor létezik z, € A ugy, hogy f(z )=y és
létezik z, € A, 0gy, hogy f(z,) =y, az f injektivitdsa miatt z, = x,, tehat létezik
1, =z, =z €A NA, Ggy, hogy f(z) =y, tehat y € f(A N4,).

25. Jeldljiik convA-val az A C R halmaz konvex burkdt (azaz a legkisebb konvex
halmazt, amely tartalmazza A-t). Igaz-e, hogy f(convA)= convf(A), ha

f:R—=R.

—1, ha z<0
Megoldas. A valasz nem. Példaul az f() =10, ha z=0, A={-11}
1, ha z>0

esetén  f(convA)={-1,0,1}, f(A)={-11} és convf(4)=[-11], tehat
convf (A) = f(convA).

26. Létezik-e olyan a és b irraciondlis szam, amelyre o’ raciondlis?

Megoldas. Ismert, hogy 2 € R\ Q. Ha 2" cQ, akkor a=b=+2. Ha

ﬁﬁ € R\ Q, akkor azx/iﬁ és b = /2 esetén
V2
27. Bizonyitsd be, hogy ha p € N primszam és r € Q, akkor érvényes a kovetkezo
ekvivalencia: p" € Q & re’Z.
Megoldas. Ha z € Z és n prim akkor n" € Z . Feltételezzik, hogy n" € Q ¢és

P

x ¢ 7Z. Legyen ng, (p,q)=1, q¢{0,1}. Ekkor n;:%, (a,b)=1.
q

Beszorozva b-vel és a g¢-adik hatvanyra emelve kapjuk, hogy b'n” = a”. Mivel
n’ | a’ és n prim, n|a. Tovabba (a,b) =1, ezért n nem osztja b-t, tehat b-nek a
primtényez6s felbontasaban nem szerepel az n. Ha n az a primtényezd
felbontasaban az r -edik hatvanyon szerepel akkor a primfelbontas egyértelmiisége
miatt p=gq-r, tehat ¢|p és mivel (p,q) =1, kovetkezik, hogy ¢=1 ami
ellentmondas.

28. Bizonyitsd be, hogy létezik bijektiv fiiggvény 7 -rél N -re!

2z, ha z>0

- —2z—1, ha 2<0°

értelmezett, mert ha z < 0 akkor z < —1,tehat g(z) = —-22—-12>1.

Megoldas. Legyen g¢g:Z — N, g(z) A figgvény jol
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Injektivitds. Legyen ¢(z,)=g(z,). Ha 2 negativ, akkor ¢(z,) pératlan, ha z
pozitiv, akkor g(zl) paros, tehat 2z, és z, azonos eldjelii. Tegyiik fel, hogy negativak.
Ekkor ¢(z)= -2z —1=g(z,)=—22 —1, tehat z =2z,. Ha pozitivak akkor
9(2) =2z = g(z,) =22, tehit z, = z,.

Sziirjektivitds. Legyen n egy természetes szam. Ha n paratlan akkor legyen

p=-" ; L és ha n paros akkor z = —g, ahol z € Z. Mindkét esetben f(z) =n,

tehat a fliggvény sziirjektiv.
29. Bizonyitsd be, hogy létezik bijektiv fiiggvény Q -rol Z -re!

Megoldas. Az f: Q — Z \ {0}, f[g] =(2p+1)2?, ¢ > 0 fuggvény bijektiv.
q
n

il
297" | (2p, + 1), ami ellentmondas. Hasonl6an ellentmondashoz jutunk, ha ¢, > ¢, .

Dy

4,

Ha f|=|=f|=*|, akkor (2p, +1)2" =(2p,+1)2". Ha ¢ >gq, akkor

Tehat ¢ = ¢, és kovetkezik, hogy 2p, +1=2p, +1, ahonnan adddik, hogy

p, = p,, ami azt jelenti, hogy P Pr Msrészt ha 2 egy nem nulla egész szam,
& 4,
akkor legyen ¢ a |z| primtényezds felbontasaban 2 kitevdje és 2p +1 = |2iq| igy

—2z—2, ha 2z2<0
2z—1, ha 2z>0

p

f—]:z.Legyen g:2\{0} = N, gz = . A g fiiggvény
q

bijektiv, mert ha g(z,) = g(,), akkor 2, és z, azonos eldjelii (ha 2, negativ, akkor
g(z,) péros, ha z, pozitiv, akkor g(z,) pératlan). Tegyiik fel, hogy negativak. Ekkor
g(z)=-22—2=g(z,)=-22—2, tehdt z =2z,. Ha pozitivak akkor
9(z)=2z —1=g(z2,) =22 —1, tehat z = z,. Tehat g injektiv. Mésrészt ha n
egy természetes szam akkor a kovetkezo6 két esetlink van: ha n paratlan, akkor legyen

1 2 .
_nt és ha n paros, akkor z = _nt . Mindkét esetben z € Z\ {0} és

z

g(z) =n, tehat g szirjektiv is. Az el6bbiek alapjan az fog:Q — N fliggvény
bijektiv.

30. Bizonyitsd be, hogy nem létezik bijektiv fiiggvény N -rél R -re!

Megoldas. A bizonyitas a lehetetlenre vald visszavezetés modszerével torténik
Tegyiik fel, hogy létezik f bijektiv megfeleltetés N és R kozott. Legyen f(n) =a,

valés szam és a, tort része legyen 0,a,'a,a;a; .... Legyen b =0,bb,b,b, ... aza

valés szam melyre b, =9 —a!, barmely i € N esetén. Eszrevehetd, hogy a! = b,,
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barmely ¢ € N esetén. Tehat barmely n € N esetén f(n)=b, mert ha létezne
m € N akkor az f(m)=a, =b szam esetén a = b

. tehat a = b. Tehat nem
1¢étezik, bijektiv megfeleltetés N és R kozott.

2.4. Kombinatorika (350. oldal)

) 2001
1. Melyek a raciondlis tagjai a (Q/E + 3z ) kifejezés kifejtésének, ahol x € Q.
Megoldas

2001 2001 2001 2001 k do02-26 2001 4002k
3 3/ .2 . k 3 k(3] 2 . k 3 3 _ k 3
(ﬁ +Vz ) = Z Coon (¥T) (V z ) = Z Coon® = Z Coon .
k=0 k=0 k=0

. . 4002 — . .
A racionalis tagoknal a OOTk kitevo egész kell legyen. Innen kovetkezik, hogy &

3-mal oszthat6 kell legyen, mivel 4002 = 3-1334 . Ezért a kdvetkez6 tagok lesznek
racionalisak: Ci z**', ahol | € {0, L2 .., 667}.

1 10
2. Hatdrozd meg az a-tdl fiiggetlen tagokat az (z + a)" - [:E + —] kifejtésében.
a

10

L —l,10-I
E Clo 'z
=0

Egy tag a szorzatbol a kovetkezd alaku: Cja'z'"™"-Cla™'z'""". Ahhoz, hogy ez

10 10
Megoldas. (v +a)" - [a: + %J = [Z Cla s "
k=0

fiiggetlen legyen a-t0l k—1 =0 feltétel kell teljesiiljon. Innen kdvetkezik, hogy
k=1 és mivel k € {O, 1., 10} halmaznak 11 eleme van, igy 11 tag fliggetlen a -
tol.

3. Szdmold ki az n(m —n)C? = m(m —1)C2", egyenlet gySkeinek dsszegét.

Megoldas. Ahhoz, hogy az egyenletnek értelme legyen C* és C7~. értelmezett kell

m—2
legyen. Ez az 1<z <m—1-re (1) teljesiil. Behelyettesitve az egyenletbe az
m! (m—2)!
= s O = kifejezéseket kapjuk, hogy:
zl(m —o)! ’ (z—1!(m—-z-1)!
m! (m—2)!
nim-—n)—— —=m(m—1) .
zlim —o)! (z=D!(m—z—-1)!

(@+n—m)(z—n)=0
Ebbdl kovetkezik, hogy az egyenlet gydkei: (m —n) és n. A gyokdknek teljesiteniiik
kell az (1) egyenl6tlenséget. Tehat, ha m >2 és n € {1, 2, e, M — 1} akkor a

gyokok Osszege m .
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4. Az asztalon n pohar van elhelyezve a szajukkal lefele. Lehetséges-e, hogy az
osszes pohdr a talpan dlljon véges lépés utan, ha egy lépés pontosan (n —1) pohdr
megforditasat jelenti?

Megoldas. Elsé eset, ha n paratlan. Ekkor (n — 1) paros. Ahhoz, hogy egy pohar a
talpan alljon paratlan sokszor kell megforduljon, azaz paratlan fent emlitett
miiveletben kell részt vegyen. Paratlan pohar esetén az Osszforgatasok szama paratlan
a kivant allapot elérése utan. De egyszerre paros sok poharat forditunk meg, igy nem
lehetséges, hogy minden pohar a talpan legyen egyszerre. Masodik eset, ha n paros.
Elvégziink n miiveletet Gigy, hogy minden pohar kimarad egy miiveletbél és (n —1)
(paratlan) miiveletben vesz részt. Igy tehat minden pohar a talpan lesz. Osszegezve,
csak akkor lehet a poharakat az adott miivelettel talpukra allitani, ha n paros.

5. Hatdarozd meg azon szamok szamat, amelyekben minden szamjegy nagyobb az
elotte lévo szamjegynél.

Megoldas. Jeldljiik S, -lel azon szamok szamét, amelyek k szdmjegyiiek, [ az elsd
szamjegy és minden szdmjegy nagyobb az el6zénél. Eszrevehetd, hogy | + k& < 10 ,ha
k>2 é 0<1<9,ha k=1.Eszrevehetd az is, hogy S; = S/"} + ... +5,",'. Ez

azt jelenti, hogy az olyan szamok, amelyek k szamjegylek, [ az elsé szamjegy, azok

utolsd6 (k—1) szamot alkothat, amelynek [+1, [+2, ... 11—k szamok
valamelyike az els6 szamjegye. Az Gsszes a feladat feltételeit teljesitd szamok szama.
9 10—k 8 10—k
1+Y 35 =1+8+2> > "5,
k=1 1=l k=1 1=2
ahol S,-t, Si-t, Si-t, ..., S,-t helyettesitettik a fenti képlet szerint. Majd
helyettesitve az S; -t, S>-t, ..., S; -t és uténa a tSbbit kapjuk, hogy
9 10—k
14> 3 8 =148 428 +2°5) + .. +2°8) =2°,
k=1 I=1

mivel S| =1, minden [ = 1, 9-re. A kezdeti 1-gyes a 0 szdm miatt adodik hozza.

6. Egy gépkocsi rendszama az abécé harom betijébdl (26 betii) és két szamjegybol
all. Tudva azt, hogy két gépkocsi nem kozlekedhet ugyanazzal a rendszammal,
hatarozd meg a maximalisan kozlekedheto gépkocsik szamat.

Megoldas. Tehat az autd rendszama zyabc alakd, ahol zy egy kétjegyli szam
(kezd6édhet 0-val is) és abc egy harom betiibdl allo szo. Ilyen kétjegyii szam 100
darab van (99, ha a 00-t nem szamitjuk) és 26° harombetiis sz0, melynek bettii egy 26
betiib8l 4116 abécébdl alkottak. Tehat a rendszamok szama 100 - 26° .

7. Egy (n+1) elemet tartalmazé halmaz elemei nulldtol kiilonbozé és 2n -nél nem
nagyobb természetes szamok (n >2). Mutasd meg, hogy a halmaz hdrom elemii
részhalmazai kozt létezik olyan, amelyik egyik eleme egyenl6 a masik ketto 6sszegével.

Megoldas. Ha létezik {a, b, c} részhalmaz, amelyre c =a +b,akkor c—a =5.
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Legyenek az (n +1) elemii halmaz elemei a,, i=1,n+1, a, € {1, 2, ..., Qn} és
a; <a, barmely i< j esetén. Képezzik a b =a,,, —q,, k= 1, n szamokat.

Ezekre teljesil, hogy b, = b,, barmely i = j-re és b, <a barmely i =1, n

n+12
esetén. Tehat n darab b, és n +1 darab a; van amelyek az {1, 2, ..., Qn} halmaz

elemei. A feltételek €s a skatulya elv szerint létezik ¢ és j Ogy, hogy b, = a,, azaz

a a; = a,. Innen kovetkezik, hogy a,, =a, +a

n+l Y J i 7o
halmaz teljesiti a kért feltételt.

8. a) Hany nullaba végzddik a 2001! ?
b) Hatarozd meg a p prim kitevjét az n! primtényezis felbontasaban.

tehat az {ai, a, anH}

Megoldas. a) Az hogy 2001! hany nullara végzédik pontosan azt jelenti, hogy 10

milyen hatvanyaval oszthato. Mivel 10 = 2- 5 ezért 2 és 5 hatvanyait kell vizsgalni. A
2 kitevéje 2001! torzstényezOkre bontasaban

Z 2001]

k
k>1
A 5 kitevdje 2001! torzstényezokre bontasaban

2001
2

k
k>1

= 1000+ 500 +250 +125+ 62+ 31+ 15+ 7+ 3 +1=1989.

= 400480+ 16 4+ 3 = 499.

A 10 kitevéje 2001! torzstényezokre bontasaban min{499, 1989} = 499.

, azok szama melyek

b) Azon szamok szdma melyek oszthatok p-vel 1-t6] n-ig [2
p

n

oszthatok p*-tel k].A p kitevéje
P

iz] , ... , azok szama melyek oszthatok p* -val
p

n! primtényezds felbontasaban Z o
k>1

vel novelik a kitevot, de mar noveltiik eggyel a kitevot, mert ezek a szamok p -vel is

. Azon szamok amelyek p*-tel oszthatok 2-

oszthatok. Hasonléan a p°-nel oszthatd szamok 3-mal ndvelik a kitevét, de az
osszeget noveltiik mikor p és p”-tel oszthatokat szamoltuk. Hasonléan belathatjuk,
n n

p p
9. Hany olyan nullatol kiilonbozd és 2000-nél kisebb természetes szamokbol allo

hogy magasabb p hatvanyokra miért szerepel az k helyett az 6sszegzésben.

(a, b) szampadr van, amelyre a® +b* oszthaté legyen 49-cel?
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Megoldas. Tegyik fel, hogy a=T7k+a, é b=T7l+0b alaka, ahol
a,b € {-3,-2,—-1,0,1,2,3,4}.
a’ +b* = 49k° + 1dak + a + 490° + 14b1 + b} .

Ha a” +b” oszthaté 49-cel akkor oszthat6 7-tel is. Innen kdvetkezik, hogy a + b}
oszthato kell legyen 7-tel. Az a, és b, lehetséges értékei: 0, 1, 4, 9, 16. Tehat
al +b lehetséges értékei: 0,1, 4, 8,9, 10, 13, 16,17, 18, 20, 25, 32 , amelyek
koziil csak 0 oszthat6 7-tel. Ha a; + b7 = 0 akkor a, =0 és b, = 0. Ekkor a = 7k
és b =71 alaku és o® +b* =49 (k* + ).

2000

2000-ig a 7-tel oszthatdé szamok szama

]—i— 1=286. Tehat az (a, b) parok

szama 286° = 81796.
2
[(m . n)!}

Megoldas. Legyen pegy primszam. A p hatvanykitevéje az [(m-n)!

*

10. Bizonyitsd be, hogy eN

2

m-n

pk

n+1
primtényezdkre bontasaban: QZ A p hatvanykitevje az (m!)

k>1

m X . m+1
primtényezékre bontasaban: (n + 1)2 . A p hatvanykitevdje az (n')

E>1 pk
primtényezékre bontasaban: (m +1)> | —|.
k>1
i &
mn mn mn mn mn
2 1 =t Pt 2 )
>l P k=11 P k41| P k=1 P k>k+1| D
m n
ahol—k>0,—k>0,k—+1:0és [RS] =0.
p 1 p 2 1 p 2
B lmn m m 1 m n—1 B lm m
D=2 o >n)y || =n) |-
=11 P =1 \| P p n p n k=1 P 1 | P
& &
, mn n n
Hasonl6an Z — > mz —|l=m —
=1 P k=1 | P > | P
mn mn m n n m
Z_:Z :z—‘.—‘EZ—,mlvel—>1
k> +1 pk k>1 pk1+k E>1 pk1 pk k>1 pk b
mn m
Hasonlo6an Z — > T]
k>ky+1| P 1P
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Tehat 22 Z Z + mz

k>1 k>1 k>1 k>1

:(n+1)zﬂk

k>1
Tehat p hatvany kitevéje a szamlaloban nagyobb vagy egyenld mint a nevezdben, igy

mn

n
_k

p :

+(m+1)zi

Tl
k>1

a szamlalo oszthatd a nevezdvel, ami azt jelenti, hogy a tort egész szam és mivel
pozitiv természetes szam.

11. 4 [é/f + %] kifejezeés kifejtésében a paratlan rangu kombinacios egyiitthatok
x
. , 1
osszege 256. Melyik tag tartalmazza —?
x
Megoldas. A pératlan egyiitthatok Osszege 2" ' =256 <« 2"' =2°. Tehdt

n=29.

k

] 205 S =§;c§w

=" = k=4.

[

Az Lt tartalmazs tag C, 1
z z

12. A4z [a%/E—F%] binom kifejtésében a harmadik és a masodik tag
a

egyiitthatéjanak a kiilonbsége 35. Hatdrozd meg az o -t tartalmazo tag egyiitthatdjat.
Megoldas. A harmadik tag egyiitthatoja C?, a méasodiké C. .
n! n! (n—1)n

C’-C' =35 & - =35 & ———-—n=35 &
2! (n—=2)! 1! (n—1)! 2

n® —3n — 70 = 0. Megoldva az egyenletet kapjuk n = 10.

s ] =] o - s

Innen a hatodik tagra kapjuk a kovetkezo egyenletet:
80—11k

a=a ¢ = 1lk=4 = k=4.
Az a° -t tartalmazo tag egyiitthat()j aCy.

13. Oldd mega C,,, + C?,, Cn ., egyenldtlenséget. (Felvételi 99)

Megoldas. Behelyettesitve a kombinéciés egylitthatokat az egyenl6tlenségbe
kapjuk:
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(n+1)! (n+3)! 13(n+2)!
+ <—
1!n! 3!n! 6 2!n!

(n+2)(n+3) <§(n+2)
6 6 2
Megoldva az egyenl6tlenséget kapjuk, hogy n € {O, 1, 2} .

14 < 2 —3n—2<0.

1 2
c,,C, ..

14. Bizonyitsd be, hogy nem létezik olyan szam, amelyre a C"

, O
szamok fele paros, fele paratlan legyen.

Megoldas. Ha felirjuk a Pascal-haromszoget a 2-vel valo osztasi maradék szerint, a
I1.4. paragrafus 31. feladatdban kapott abrahoz jutunk. Az els6 nyolc sorbdl allo
haromszdg gy fog ismétlddni, mint azeldtt az elsé négy sorbol allo haromszog. S ez
az ismétlédés folytatodik az igy kapott haromszogekre. Megfigyelhetd, hogy az igy
kapott haromszogek 2" sorbol allnak és 2" -adik sorok barmely k -ra csak 1-gyesekbél
allnak, 2" 1-gyest tartalmaznak. Az n kettes szamrendszerbeli alakja legyen
nn, ... n, (ahol n, =1) és jeloljik a, -nel az n -edik sorban 1évd 1-gyesek szamat.

=2ty (1) (a0

o

Ha n,, i€ {2, 3, ., l} szamok nem mind nullak, akkor a_

és 1-gyesbél allo haromszogek ismétlédése miatt). Ha n,, i € {2, 3, .., 1} szamok

mind nullak, akkor n =2' és a, =2' (2). Tehat az n-edik sorban levd 1-gyesek
szama a kovetkezOképpen szamithatd ki: ha [ az l-gyesek szdma az n Kkettes
szamrendszerbeli alakjaban és [, az n kettes szamrendszerbeli alakjanak a végén levo
0-sok szama, akkor a, = 2" -2%. A 2% a (2) dsszefliggés alapjin adodik és a 2"

szorzotényez$ az (1) rekurzio alapjan. Igazoljuk, hogy a.—— =2-a., ha n paros,
2

azaz n, = 0. Ekkor nn, ... n, = % Ha [, és [, megfelel a fenti jeloléseknek és n

kettes szamrendszerbeli alakja legalabb két 1-gyest tartalmaz, akkor
=2:.2077.20 =20 gy g, =202 =22 'Ha n=10..0

’ -1

a, =2a

Ny . 1y

akkor a, =2 és an = 27 . Tehdt a, =2- a. , ha n paros. Tegyiik fel, hogy az n -

2

2
edik sorig nem fordult elé, hogy a C°, C}, C?

m? m? m?

..., C" szamok fele paros, fele
péaratlan legyen ¢és ez eldszor az n-edik sorban fordul el6. A C' |,

k€ {0, L..,n— 1} szamok szama n paros. De ha n paros, akkor az 3 sorban

pontosan fele annyi paratlan (és paros) szdm van, mint az n -edik sorban. Tehat az 3"

edik sorban levo kombinacids egyiitthatok fele paratlan és fele paros, ez ellentmond a
feltételezésiinknek.
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1

15. Bizonyitsd be, hogy ha a, :Z(—l)k C'b, barmely n € N esetén, akkor

k=0
n

b, = Z(—l)k C" a, bdrmely n € N esetén.

k=0

Megoldas. Az a, -et behelyettesitjiik a bizonyitandd egyenldtlenségbe:

m=iew@%:iew@§34wmj

k=0 k=0 =0
A b, egylitthatoja a fenti egyenldség jobb oldalan a kovetkezo:

()" O (=) O+ (=) O (1) Ol + e+ (C)T O (D) O =

n! k! n! (k+1)! n! n!
Bl(n—k)! B0! (htD)ln—k—1! k4D0! 00l Kn—k)
n! (n—k)! (n—k)! . (n=k)!
Kl(n—k)! [01(n—k)! 1l(n—k)! - T m]:

=ChCl = Clt (- O
Ha k = n akkor b, egyiitthatéja nulla. Ha k£ = n akkor b, egyiitthatéja 1. Tehat az
egyenléség igaz, ami azt jelenti, hogy a bizonyitando Osszefiiggés igaz.
(2n)!

16. Bizonyitsd be, hogy a ——— természetes szam.
nl(n+1)!

Megoldas. Ha K’ a p prim hatvanykitevdje n! primtényezds felbontasaban,

2 1 .
akkor K., :Z—Z , K! :ZﬁA és K, :Z n—t . A legkisebb prim 2,
=1 =1 | D > '
1 1 2
ezért p>2. Ha n—i}: :ﬂk akkor n—i}: —i—%z? %S—TZ Ha
p p p p p p
1 1 1 1 .
nt > ik akkor nt —Ek =—<= Ebbdl  kovetkezik, hogy
p p p PP 2
1
nE ]=%+1.Tehat
p p
k k
-1 2p" =2 2
B - T LN (VI I | e i P R
p p p p p p p p
2p" —2 -2 :
Tovibba -—= =1+ 2 —=>1 mivel p* >2. Teht
a p
2 1
2%+1§—7Z<2£k+2 N —fzgﬂk+1:£k+ ”t ]
p p p p p p p
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Végiil a két esetet 0sszegezve k szerint kapjuk, hogy
n+1 n 2n
) =12 1=
; p' ; p' ; P’

Ez azt jelenti, hogy a szamlaloban a p hatvanykitevéje nem kisebb mint a nevezoben,
tehat a tort egész €s mivel pozitiv természetes szam.

1 1 , o
+ ... +— szdm egész részét!

_+_
c’  C) Ccr

n

17. Szamitsd ki az x, =

Megoldas. Kiszamitva az els6 két tagot kapjuk: =z, =2 és z, = g Megvizsgaljuk

+

1
- <=
Cr CL+Cn 4L O
szamtani-harmonikus  egyenl6tlenség  alapjan  kapjuk.  Feltételezziik, hogy
2 <z, , <3.A matematikai indukcioval igazoljuk ezt n -re.

az altalanos tagot: L: ! 1[ ! J Az egyenl6tlenséget a

R ST SIS SR S N SR S I
B (S
ol e =35 Tehar
2o, o T e o) e e
1
le§§+_x7L*1<§+§:3'
2 2 2 2

Mivel C) = C;' =1, ezért z, >2.Tehat 2 < z, < 3, ami azt jelenti, hogy [z,| =2
barmely n > 1 -re.
18. Bizonyitsd be, hogy ha az f(x) =z" + ax

n—1

+ ... +a, ,x+1 fiiggvény dsszes
gyoke valos és a; > 0 barmely i = 1, n esetén, akkor f (2)>3".
Megoldas. Legyen f () = (z —(—x))) ... - (z —(-z,)) = (z +2,) .. - (x +z,).
Ha z>0 akkor f(x)=2"+az""'+ ..+a, ,x+1>1. Tehat minden gydk
negativ, igy z,, Z,, ... , x, pozitiv szamok. A Vieté Osszefliggések alapjan

BTy e, =1

E T,T, e, =, V=1 n—1
1<y <...<i.<n
llyen z,z, ...z, szorzat C! darab van. Alkalmazva a szamtani-mértani

Y%

egyenl6tlenséget kapjuk:
Z T, T, vt T, L

(@
1< <...<ip<n
1 2 k

k
C” 1< <. < <n
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Mivel z; tag C,"| van a szorzatban, barmely j =1, n, ezért
Cict

L
Ci
_ ck
| | Tx, T | = (9511’2 xn) =1.

1< <. <. <n

Tehat E T; T

1<y <...<i.<n

Leem, =00, Vk=1n.Igyha z >0, akkor

fw=z"+az"" + . +a_z+1>) Cha' =(1+2)".
k=0

x = 2-re kapjuk, hogy f(2)>(1+2)" =3".

19. Bizonyitsd be, hogy létezik a kettes szamrendszerben olyan tizjegyii szam, amely
tartalmaz minden haromjegyii binaris szamot.

Megoldas. Ilyen binaris szam a 1110100011. Ellendrizziik, hogy része-e minden
haromjegytli binaris szdm. A haromjegy(i binaris szamok a kovetkezdok: 000, 001, 010,
011, 100, 101, 110, 111. Ezeket tartalmazza a1110100011 (a kovetkezé szamokban
aldhuztuk a megfeleld szamharmasokat 1110100011, 1110100011, 1110100011,

1110100011, 1110100011, 1110100011, 1110100011 és 1110100011). Ilyen szam
még az 1100010111.

Ck _ Cik _ Ok72
20. Egyszerisitsd a — C’i;: 2 fortet, ahol 4 < k+2<n. (Felvételi '99)
n—2
. Ccr-c,-c (G +C)-Cr, -0
Megoldas. L (3231 n2 — ( - 1(/2“ 2 2
n—2 n—2
Con+20,,+C5=C,—Cy 20,
- crl B

21. Hatdrozd meg a b* -t tartalmazé tagot a (\/5 — )n binom kifejtésében tudva,

hogy n az a legnagyobb természetes szam, amely teljesiti a log, n +log, n >0
3 3

egyenlotlenséget. (Felvételi "99)

3 1 1
Megoldas. log, n +log, n >0 (n=3), Ogg? + Oggz >0,
5 5 1og3g loggg
gt o ns0, 22108 e s
—1+log, n —1+log;n

Els6 eset, ha n < 3 (n € {1, 2}) Ha n =1, akkor azt kapjuk, hogy 0 > 0, ami
nem igaz, tehat n = 1. Ha n = 2 akkor kapjuk, hogy (—2 + log, 2)log3 2>0 &
2 2 . 2
log, 2 -log, 3 >0. De log,2>0 és log, 3 <0, innen log, 2-log, 5 <0, tehat

n = 2. Masodik eset, ha n > 3. Szorozva az egyenlétlenséget —1 + log, n -nel, ami
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pozitiv, kapjuk log, n(—log, n +2)> 0 vagyis log, n-log, 9.0.De log, n >0,
n

ezért logSE >0 kell teljesiiljon. Tehat n € {4, 9, 6, 7, 8}, igy a keresett értek
n

n=8. Tehat (va —¥b) = 28:

k=0

8=k k
2 3

. Ahhoz, hogy egy tag tartalmazza b’ -t, a

b kitevojének 2 kell legyen, azaz g =2, tehat k = 6. Végiil a b”-t tartalmaz6 tag
Clab’.

22. Legyen a [ J binom, ahol n € N és z € R.

V20 N 1§32
1\G/§ /2:1;
1 2

C
a) Hatdrozd meg az n-et ugy, hogy C, 5 4 egy szamtani haladviny

egymdsutani tagjai legyenek.
b) Ellendrizziik, hogy n = 8 -ra létezik-e olyan x amelyre a hatodik és a negyedik tag

kiilonbsége a binom kifejtésébdl 56 legyen. (Erettségire javasolt feladat *99)
1 2
Megoldas. a) Ha C?, 2" T" egy szamtani haladvany egymas utdni tagjai, akkor
1 2 1
Co_on G G e 2oqonle=h no oyl
2 4 2 2 8

(n —1)(n — 8) = 0. Tehat kapjuk, hogy a gyokok n, =1 és n, = 8, de n >2. Igy
csak n = 8 eset allhat fenn.

& (4] & (93]
b) A hatodik tag: C; — | , a negyedik tag C} . Felirva a
’ [f g W) (2T
3z 25 5z 15
: ;|22 2© 22 216
kiilonbséget  kapjuk, hogy Cf|—5 ——— —5|=056. Elvégezve az

egyszeriisitéseket 2-27° —2" =1 < 2* 42" —2 = 0. Az egyenlet gyoke = = 2.
23. Kivalasztunk ot rdacspontot a sikbol. Bizonyitsd be, hogy ezek a pontok dltal
meghatarozott szakaszok tartalmaznak még racspontot a végpontokon kiviil.

Megoldas. Legyenek a pontok koordinatai M, (xi , y1> ,i=105.Az MM ; szakasz

(Tt oyt
felezépontja [ L i Y,
2 2
1. x, és y, paros; 2. x, és y, paratlan; 3. x, paros és y, paratlan; 4. z, paratlan és y,
paros. Az 6t pont koziil kettd egy csoportba keriil a paritas szerint s ezek felezdpontja
egész koordinataju, tehat racs pont.

]. Négy eset lehetséges a koordinatak paritasa szerint:
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m 1 m ! 27”
24. Bizonyitsd be, hogy g -1 = —
H( ) 2k +1 (2m +1)!

m

Megoldas. Ha az (1—2°)" =) (~1)'Chz® azonossagot integraljuk a (0,1)
k=0

. m . 1
intervallumon, akkor a Z(—l)k

L 2% + 1

1
Ct = f(l —a’ )m dx egyenloséget kapjuk.
0

m m' 2m
Az integralt rekurzioval szamithatjuk ki és igy a Z(—l)k #Cf‘n =—

e 2k +1 (2m+1)!
eredményhez jutunk. A feladat X. osztilyos modszerrel is megoldhatd ha
felhasznéljuk az ,,Osszefoglaldé gyakorlatok és feladatok” 2.6. paragrafusinak 25.

feladatat és megfelelden megvalasztjuk a p, értékeket.

25. Egy pancélszekrény kinyithato, ha az 1, 2, 3 és 4 szamokat helyes sorrendbe irjuk
be. A pancélszekrény zarja megjegyzi az utoljara beirt négy szamjegyet, és ha ezek
sorrendje helyes, akkor a pancélszekrény kinyilik. Hany szamjegyet kell beirnunk, ha
nem tudjuk a kodot, és ki akarjuk nyitni?

Megoldas. Az 1,2,3 és 4 szamok permutacidit egymasba kell fiizni ugy, hogy a

lehet6 legkevesebb szamjegyet hasznaljunk fel. A legrovidebb ilyen sorozat 33
szamjegyet tartalmaz €s egy lehet6ség a kovetkez6:
123412314231243121342132413214321 .

n

k
[1e
k=0

n 1\n—1 n
Megoldas. o, =[]C) = (n}) . Mivel w_ (n+1)

n

b0 [1t2t3k . (n =11 a n!

n

26. Bizonyitsd be, hogy 2" < < 3”2, han>T7.

n+1 4
n+1 > 2 a’n €s a’n+1

igazolhatd, hogy a < 3"a,. Ezekbdl az egyenldtlenségekbdl

TIZ n

indukcioval igazolhatjuk, hogy 2% < a, <3?%, ami ekvivalens a bizonyitando
egyenlOtlenséggel.

o

2.5. Térgeometria (352. oldal)

1. Bizonyitsd, hogy ha e-vel, cs-vel, l-lel rendre egy konvex poliéder éleinek,
csucsainak és lapjainak szamadt jeloltiik, akkor cs —e +1 = 2.

1. megoldas. Osszuk fel a poliéder minden oldallapjat haromszogekre, az atlok
segitségével. A haromszogek szamat jeloljik H -val, és jelolje E a haromszogek
oldalainak szamat. Ha a poliéder egyik lapja egy n oldalt sokszog, akkor a lap n — 2
haromszogre oszthatdo fel n —3 atld segitségével. Ha lapnak tekintjik a
haromszdgeket, és az oldalaikat éleknek, akkor egy n oldala lap felbontasaval n — 3
uj lap és n — 3 ¢l keletkezik, igy cs —e+ 1 =cs— '+ H , mivel a lapok ¢és az élek
szamanak kiilonbsége nem valtozik. A haromszdg-lapu poliédert levetitjiikk egy sikba
ugy, hogy ne keriiljon két csucs egymasba. Ez a sik létezik, mivel a poliéder
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csucsainak szama véges, €s ezek véges szamu egyenest hataroznak meg. Mivel a
térben végtelen sok olyan sik van, amelyek paronként nem parhuzamosak egymassal,
kivalaszthatd egy olyan, amelyik nem merbleges egyik olyan egyenesre sem
amelyeket a csucsok hatdroznak meg. Ezzel az eljardssal két csucs nem keriilhet
egymasra a vetités soran. A vetités soran olyan konvex sokszdget kapunk, amelynek
vagy a hataran, vagy a belsejében vannak a csticsok vetiiletei. Kettévagjuk a poliédert,
és levetitjiik az elobbi sikra. Igy két kongruens sokszoget kapunk (ugyanazon csicsok
vetiiletébdl szarmaznak). A sokszdgek nem metszik egymast. Legyen a sokszdogek
oldalszama k£, az egyik sokszdg belsejében levd pontok széma b, mig a masik

sokszog belsejében levé pontok szama b,. Az els6 sokszog (k—2)-+2b
haromszoget, a masik pedig (k — 2) + 2b, haromszoget tartalmaz.

Tehat 6sszesen H = 2(k —2)+2b, +2b, = 2cs —4. A poliéderben minden ¢l két
haromszoget hatdroz meg, innen kovetkezik, hogy 2H =3E, tehat

H:gE:3cs—6, és végil cs—FE+ H =cs—3cs+6+2cs—4 =2, vagyis

cs—e+1=2.

2. Megoldas. EI6bb igazoljuk a kovetkezd segédtételt:

Segédtétel. Minden egyszerii sokszoghaloban c¢s—e+1 =1, ahol egyszeril
sokszoghalo alatt egy tetszOleges [P]sokszoget értiink, konvex sokszdgekre valo

valamely [P]=[B]U...U[P] felbontasaval egyiitt. A [P] sokszdglapokat a halo

lapjainak nevezziik, és | a lapok szama, a lapok csucsait és oldalait a hald csucsainak,
illetve éleinek nevezzik, szamukat cs-vel, illetve e-vel jeloljiik. Az abran példaul
cs=8,e=11¢és1=4.

Eszrevessziik, hogy ha a sokszog konvex sokszoglapokra valo felbontasaban szerepel
legalabb négyoldalu sokszog, akkor ebben a sokszogben egy atlé meghtizasaval egy 1j
halot kapunk, anélkiil, hogy a cstucsok szama valtozna, viszont a lapok és az élek
szama novekszik egyel, tehat egy ilyen atlé meghtzasaval a c¢s —e + [ Osszeg értéke
alland6 marad. Igy elégséges a tételt abban az esetben igazolni, ha minden [P,]

konvex sokszog haromszog.

Matematikai indukciot alkalmazunk a lapokra nézve.

Ha [ =1, akkor egy haromszog van, tehat cs =3, e =3 és cs —e+ [ =1, vagyis
az allitas igaz.

Feltételezziik, hogy a tétel allitasa igaz minden olyan halora, amelyben a lapok
szama kisebb, mint /. Tekintjiik a haléonak egy olyan haromszoglapjat, amelynek egyik
oldala megegyezik az eredeti [P] sokszoglap egyik oldalaval. Két esetet
kiilénboztetiink meg:

I. eset. Ha a haromszog harmadik csucsa a [P] sokszog belsejében helyezkedik

el, akkor eltavolitva haromszoglap belsejét, és a [P] sokszoggel kozos é1ét, egy olyan

halét kapunk, amelyben [ — 1 lap van, tehat igaz az indukcios feltevés, vagyis
cs—(e—1)+(—-1)=1,

ahonnan kovetkezik az allitas [ -re is.
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II. eset. Ha a haromszog harmadik csucsa a [P] sokszdg valamelyik oldalan
talalhato, akkor eltavolitva a haromszog belsejét, a kozos oldallal egyiitt, két olyan,
[P’ ] és [P’ ! ] sokszdglapot kapunk, amelyekre igaz az indukcios feltevés, tehat

cs' —e' +1'=1¢cs" —e" +1" =1,
valamint
es'+es" =cs+2,e +e"=e+1,1'+1"=1,
¢s ezeket az Osszefliggéseket felhasznalva, kapjuk, hogy cs —e+1=1.
Ezzel a segédtételt igazoltuk.

Ratériink a feladat igazolasara. Tekintjiik a poliéder egy lapjat, és egy azzal
parhuzamos sikot gy, hogy a poliéder kiemelt lapja, és a sik kdzotti részben legyen a

__—
D 4

Most felvesziink egy pontot a térben, a kiemelt lap "felett" ugy, hogy vetiilete a
lapra annak belsejében legyen. Ezt a pontot elég "kozel" véve, és elkészitve a poliéder
"lenyomatat" a sikra, egy olyan sokszoghalot kapunk a sikban, amelynek egyel
kevesebb lapja van (a kivalasztott lapot elveszitjiikk), mint a poliédernek, viszont
csucsainak és éleinek szdma megegyezik a poliéderével. Tehat a segédtétel szerint
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cs—e+(1-1)=1,

vagyis cs —e+1=2.
2. Hatarozd meg egy kocka legnagyobb teriiletii sikmetszetének teriiletét.
Megoldas. A sikmetszet alakja lehet haromszog, négyszog 6tszog vagy hatszog. Az
esetek megvizsgalasaval (€s a metsz0 sik elmozditasaval) igazolhatd, hogy a
legnagyobb teriiletii sikmetszetet akkor kapjuk, ha ez a metszet athalad két
szembefekvé lap egymassal parhuzamos atlojan. Ebben az esetben a teriilet a’~/2,
ahol a a kocka élének hossza.
3. A4z ABCDA'B'C'D’ kocka BC, DD’ és A'B’ élein (B-tél C felé, D-tél D’
felé és A’ -t61 B' felé) egyszerre indul egy-egy mozgd pont, azonos sebességgel.

a) Szerkeszd meg az dltaluk meghatarozott sikmetszetet.

b) Bizonyitsd be, hogy a metszet szembefekvd éleinek felezdpontjait dsszekotd

szakaszok dsszefutoak.

c) Hatdarozd meg az elobbi dsszefutasi pont mértani helyét.
(Rado Ferenc emlékverseny, 2000)
E

Megoldas. a) Legyen M € A'B’, N € BC és
P € DD’ a mozgd pontok. Legyenek M’ € DC,
N' € A'D’", P'€ BB' ugy, hogy DM' = DP,
N' € A'D", BP' = BN .
A BCC'B’sikban NPNB'C’' = {E}. Ebben az
esetben EB'P! ~ NBP/, tehat

EB" B'P

BN  BP'’
ebbél kovetkezik, hogy EB' = B'P'.
Felhasznalva, hogy MB' = EB’, kdvetkezik, hogy
m(EMB'Z) = 45°, és mivel m(N'MA'Z) = 45°,
az N', M és E pontok kollinearisak. Tehat
MN'NNP' = {E}.
Hasonléan bizonyithato, hogy M'P N NP' = @ és M'PNMN' = @, tehat M, P’,
N, M', P és N' egy sikban vannak, és az M, N és P pontok altal meghatirozott

sikmetszet az MP'NM'PN’ hatszog.
b) Legyen {F} = MN'NM'P és {G} = M'P N NP'. Az EFG haromszdg egyenld
oldala, valamint

FN'=FP=M'G=GN=PE=EM.
A szemben fekvo oldalakat 6sszekoto egyenesek az FF'G haromszog oldalfelezdi,
igy Osszefutoak, és a metszéspont az EF'G haromszdg sulypontja.
c) Ha kifejezziik az Osszefutdsi pont helyzetvektorat, belathatd, hogy a keresett
mértani hely egy szakasz.
4. Bizonyitsd be, hogy egy n oldali konvex sokszég pontosan akkor bonthato fel
paralelogrammakra, ha centralszimmetrikus.
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Megoldas. Tegyiik fel, hogy egy n
oldalu konvex sokszog
centralszimmetrikus. Ekkor a sokszog
oldalszama paros.

Ha n=4, akkor a sokszog
paralelogramma, mert az atlok felezik

egymast.

Ha n >4, akkor a kovetkezd
eljarassal csokkenthetjiik az
oldalszamot: Mivel a  sokszog

centralszimmetrikus, minden oldalnak
megfelel egy masik, vele parhuzamos
oldal. Az AA,...A, sokszdog AA, és

AA oldalaibol kiindulva,

megszerkesztjik az A AAB, paralelogrammat, majd ugyanezt a miiveletet
megismételjik a B,A, és A, A, oldalakra. Az eljaras akkor ér véget, amikor egy B,
csucs egybeesik egy A, cstccsal, és ez az A, pont az A, centralszimmetrikusa. Az
AB;B,...B A,

1---A, sokszdg konvex, és centralszimmetrikus.

Ay Ay

Legyen O az eredeti szimmetria-kdzéppont. Az {ij szimmetria-kdzéppont O’

amelyre igaz, hogy 00’ || A4, é 00’ = %AlAz. Az AAB; haromszogben OO’

1 1
kozépvonal, ezért 00" || AB; || A4, és 00" = §Aij = §A1A?. Ez az dsszefliggés

igaz minden j € {3,....k —2} értékre. Az A pontnak az O’ pontra vonatkozo
szimmetrikusa A, lesz. Matematikai indukciot alkalmazva, n = 4-re lattuk, hogy a
allitas igaz, elfogadjuk, hogy n -re igaz az Aallitas, és igazoljuk n +2-re. n + 2 -re
viszont elvégeztilk a fenti oldalszamcsokkentést, tehat, mivel az allitds n -re igaz,
n + 2 -re is igaz.

Masik iranyban, ha az A A,...A, konvex sokszdg felbonthat6 paralelogrammakra,
akkor minden oldalnak van egy megfeleldje, amellyel parhuzamos, tehat n paros.
n = 4 -re paralelogrammat kapunk, ami centralszimmetrikus. El6szor igazoljuk, hogy
minden olyan konvex sokszog felbonthaté paralelogrammakra, amelynek minden
oldalaval létezik egy masik parhuzamos oldala. Tegylk fel, hogy n-re (n paros)
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elvégezhetd a felbontds.n +2  cstcs esetén elvégezzik a fent leirt
oldalszdmcsokkentést, ami altal olyan n oldalu sokszoget kapunk, amely konvex és
megorzi azt a tulajdonsagot, hogy létezik minden oldaldval parhuzamos oldal. A
matematikai indukcio elve szerint az n 42 oldalszdmu sokszog is felbonthatd
paralelogrammakra.

Most tegyiik fel, hogy minden olyan n oldali konvex sokszog, amely felbonthato
paralelogrammakra, centralszimmetrikus. Igazoljuk a tulajdonsag érvényességét
n + 2 -reis.

Tetsz6leges n 42 oldali konvex sokszog esetén (amely rendelkezik a fenti
tulajdonsaggal) elvégezziik az el6bbi oldalszamcsokkentést. Az 0j, n oldalt sokszog
konvex, €s paralelogrammakra bonthatd, tehat centralszimmetrikus. Az n + 2 oldalu
sokszog is centralszimmetrikus, mivel a szimmetria-kdzéppont forditott mddon
megszerkeszthetd, mint ahogy fentebb megszerkesztettik az 1) szimmetria-
kdzéppontot.

5. Fel lehet-e irni az {1, 2,3,4,56,7, 8, 9} szamok koziil nyolcat egy kocka

csucsaira ugy, hogy a parhuzamos éleken ugyanaz legyen az 6sszeg?
Megoldas. Tegyiik fel, hogy felirtunk a szamok koziil nyolcat a kocka cstcsaira. Ha
Osszeadjuk a parhuzamos oldalakon keletkez6 6sszegeket, akkor a

8 8 8
431:5 ai,432§ %7433:5 a,
=1 i=1 =1

Osszefiiggéseket kapjuk. Tehat s =s, =s,, ¢és ebbdl kovetkezik, hogy
a +a, =5 =a +a,=s,, ami az a, =a, egyenléséghez vezet, ez pedig
ellentmondas, mert a felirt szamok paronként kiilonb6zoek. Tehat nem lehet felirni 8
kiilonb6z6 szamot a kért modon.

a, a,tag ag
¥
LS
a, ds
as oo a,
- )
. L
N
) as+a,
a4 a8

6. Bizonyitsd be, hogy ha egy gula oldalélei kongruensek, akkor az alap korbeirhato
és a csucsnak az alapsikjara eso vetiilete a koréirt kor kozéppontjaba keriil.
Megoldas. Legyen a gula VAA,...A, , ahol VA =VA, =...=VA, , valaminta V

pont vetiilete az A A,...A, sikra legyen V'. Az AVV' haromszég a V' csucsban

derékszogli, minden ¢ € {1, s n} esetén, tehat irhatd, hogy
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av' = Javi—vv?® vieft, .. n}.
Az elébbi dsszefiiggés alapjan AV’ = R, minden i € {1, ey n} értékre, tehat az

AA,... A sokszdg kdrbeirhato, és a sokszdg koré irt kér kdzéppontja pontosan a V'

pont.

7. Egy a élhosszusagu kocka egyik testatlojara illeszkedd sikmetszetek teriilete koziil
melyik minimalis?

1. megoldas

4 D
RN
/ ~
/ ~
/ M o
/ N
B ; NN
/ ~
/ S F
/ o /
/ /
A > o /
/ CEN 2D
, ///
E - /
~ N/ Vi
~ =~ . /
\\\\x\\ /
It =V o

A szimmetria miatt 7', . = 2T,,.. Legyen BE = z, valamint a B pont vetiilete az

AC szakaszra M, és a B’ pont vetilete az A'C’ szakaszra N. Az
MN N AC" = {0} pont a kocka szimmetria-kdzéppontja. Legyen E’' az E vetiilete

az ACC' sikra. Az E' pontbol merdlegest huzunk az AC’-re. A merdleges
talppontja pontosan az M pont lesz. A harom meréleges tétele alapjan EM 1 AC’.
Az EM? =EE"” + E'M*  Osszefiiggés alapjan, mivel EE’  allandé
(BB'||(ACC")), az EM akkor minimélis, ha E'M minimélis. Viszont, ha E a

BB’ felezépontja, akkor E'M =0, tehat az AEC'F négyszog teriilete akkor
minimalis, ha BE = EB’ és DF = FD'.
2. megoldas. Legyen £ a BB’ felezépontja. Ha O az AC’ felezépontja, akkor
EO L BB" és EO L AC'. Tehat EO a BB’ és AC’ kozds merdlegese, igy az
EO szakasz hossza a legrovidebb azon szakaszok koziil, melyek egyik végpontja a
BB’ egyenesen, a masik pedig az AC’ egyenesen van.

EO L BB', mert EO||(ABCD) és BB' L (ABCD), tovabba FO L AC’,
mivel AC' C(ACC') és EO L (ACC').
8. Letezik-e olyan poliéder, amely lapjainak oldalszamai paronként kiilonbozoek?

Megoldas. A legkevesebb oldallal rendelkez6 lapnak legalabb 3 oldala van. Ha [ a
lapok szama, akkor a legtobb oldallal rendelkez6 lapnak legalabb [ + 2 oldala van.
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Tehat ez a lap szomszédos kellene legyen [ + 2 lappal, de a poliédernek csak [ lapja
van. Tehat nem létezik ilyen tulajdonsagu poliéder.

9. Témor henger a tengelyével parhuzamosan fekve uszik a vizen ugy, hogy
félsugarnyit meriil a vizbe. Mekkora a stirtisége?

Megoldas. A feltétel alapjan CD = OC :g, és az

OBC haromszog derékszogli. Mivel OC = %OB ,

o
kovetkezik, hogy m(CBOZ)= 30", m(BOCZ) =60

c
és m(AOBZ)=120°. Az OAB kércikk teriilete %1“2#, 4 B

2
tovabbd T, = g-rﬁ =r f Ebbél  kovetkezik, D
2
hogy  az ABD korszelet teriilete Lo, T 3 =T V3
3 2 3 2

Myopger = I [% — ?] - Py, » ahol b a henger hossza. V., .. = r’hm. Az el6bbiekbdl

kovetkezik, hogy

3 27

10. Bizonyitsuk be, hogy egy 100 csucsu konvex poliéder élei megszamozhatok a +1
és —1 szamokkal ugy, hogy minden egyes csucsba befuto élekre irt szamok szorzata
—1 legyen.

Megoldas. Minden cstcsba irjuk a befuté élekre irt szamok szorzatat. Ha
Osszeszorozzuk a csucsokra irt szdmokat, akkor 1-et kapunk, mert egy él két csticsba
fut be, igy az élre irt szam a négyzeten fog szerepelni a csicsok szorzatanak
szamolasakor. Tehat paros sok olyan cstcs van, amelyre —1 van irva, és paros sok
olyan csucs, amelyen 1 all. Ha létezik olyan cstucs, amire 1 van irva, akkor 1éteznie
kell még egynek, €és ez a két cstics egy ¢élekbdl allo torott vonallal. A tordtt vonalat
alkoto szamokat felcseréljiik az ellentettjilkre. fgy a két végpontban az elgjel
megvaltozik, és azokban a csticsokban, ahol athalad a tor6tt vonal nem valtozik meg
az eléjel, mert egy élen be megy, egy élen bemegy, egyen kijon, és a valtozas szorzata
1. Ezzel az eljarassal 2-vel csokkentettiik azoknak a csticsoknak a szamat, amelyekre 1
volt irva. Az eljarast tovabb lehet folytatni, amig nem marad ilyen cstcs.

11. Egy témor kocka csucsait - hogy jobban hasznadlhato legyen szerencsejatékok
céliara — legombolyitették azzal a gombbel, amelynek kozéppontjia a kocka
kozéppontja és amely érinti a kocka valamennyi élét. Mekkora a maradék test felszine
és terfogata?

mhcngcr 1 \/g
phcngcr = V— = ’ pw’z N

henger
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. iy a2 e ,
Megoldas. A gomb sugara R = - A kilégd gombsiiveg magassiga
2
h - M - g - 2 <\/§ - 1) * I/gi)mnbsﬁveg = I/g('imb(:ikk - I/Inip s Viszont V - 27rr h

gombcikk 3 H

2 2 2

2
Vi = W+PO MP = \r* —(r —h)’ =~2rh—h*, PO(r —h), kovetkezik,

2r —h)h(r—nh

hogy Vkﬁp = ( . ) (r )ﬂ- 4 éS Vgémbsﬁveg = er (37“ - h’) :
3 3
M P N
o
Masrészt, a gdmbsiiveg térfogata,
3 22 +1 ‘
V*iﬁmbsﬁvcﬂ = E : a_<3 - 2\/§> u = 1 <4\/§ - 5) as 4
° © 3 4 2 24

valamint a lekerekitett kocka térfogata

Vi = Vit = Vo = 1—; (15 82).

gomb
Tehat a lekerekitett kocka feliilete

—6F, ., +6F, :azw(ﬁﬁ_5).

siiveg () 2

Ec = F;;amb

12. Van-e olyan, a kockatol kiilonbozo test, melynek ugyanannyi lapja, éle, csucsa

van mint a kockanak, de nincs négyszoglapja?

Megoldas. A kockanak 6 lapja, 8 csticsa és 12 éle van, tehat az 4j testnek 6 lapja

kellene, hogy legyen, ezért maximum 6tszog lapjai lehetnek. Egy 6tszog lapja biztosan

kell legyen, mert ha csak haromszog lapjai lennének, akkor az élek szama
6-3

€ =9=12. Egy otszoglap esetén ismét ecllentmondashoz jutunk, mert
5153 =10. Két otszoglap esetén WZ 11, harom o&tszoglap esetén
1549

=12 ¢és négy, vagy tobb Otszoglap esetén e > 12. Tehat az 0j testnek 3

haromszdglapja és 3 Otszoglapja van. Két lapnak legfeljebb két kdzos csticsa lehet,
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tehat a testnek legalabb 15 —6 =9 csucsa kellene legyen, ami ellentmondas.
Kovetkezik, hogy nincs a feltételeknek eleget tevo test.
13. Hany szabalyos test létezik?
Megoldas. A szabalyos testeket a kovetkez6 két tulajdonsaggal jellemezziik:

- a szabalyos test minden oldallapja szabalyos n -szog (n rogzitett); (D)

- a szabalyos test minden cstcsabol ugyanannyi €l indul ki.
Ha a lapokat szabalyos n -szogeknek tekintjiik, akkor a fentiekbdl kdvetkezik, hogy

s =2 (2)
i

ahol k£ az egy csucsbdl kiinduld élek szamat, cs a csucsok szamat és [ a lapok

szamat jeloli. é-vel jeldlve az élek szamat, (1) -bdl kovetkezik, hogy é = %l 3)

A cs—é+1 =2 Euler 6sszefliggésbe (2) -t és (3) -mat helyettesitve kapjuk, hogy
1 1
nl|———=|+1=2,
i3

2n — nk +2 i )
LM] =2 (*) egyenl8séggel egyenértékii. Mivel [ € N, a (*)

ami az [ [
2k

. 2
egyenldségbdl kovetkezik, hogy 2n — nk + 2k > 0, tehat n < l{:—k2 (k> 3, mert

masként nem beszélhetiink testr6l). Felhasznalva, hogy n >3, az elobbi
egyenl6tlenségbdl kovetkezik, hogy kQ—_k2> 3, vagyis k€ {3,4,5}. Ha k=3,
akkor az [(6—n)=12 egyenletet kapjuk, ahonnan az
(l, cs, é,n) € {(4, 4, 6,3); (6, 8,12, 4); (12, 20, 30, 5)} megoldashalmazt kapjuk. Ha

k=4, akkor egy megoldas van (l,cs,é,n):(8,6,12,3). Ha k=05, akkor az

egyediili megoldas az (l, cs, é,n) = (20,12, 30, 3). Tehat Gsszesen Ot szabalyos test

van, és a fenti megoldasok rendre a szabalyos tetraédert, a kockat, a szabalyos
dodekaédert, a szabalyos oktaédert és a szabalyos ikozaédert jellemzik.
14. Bizonyitsd be, hogy a szabalyos négyoldalu guliba és a gula koré irt gomb r

illetve R sugarara £ >1+42.
r

Megoldas. Jeloljik a gula magassagat h-val, oldalélét b-vel és alapélét a-val.
Mivel a gula koré irt gomb kozéppontja a magassagon van (a gulaba irt gombé is),
kovetkezik, hogy a koriilirt gomb sugara megegyezik a VAC' haromszog koré irt kor

2
sugaraval. Tehat R = M = L .
4. M2 2h
2
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Hasonlé gondolatmenettel, a guldba irt gomb sugara megegyezik a VEF
haromszdgbe irt kor sugaraval, tehat r = Logr = ha ;
P 2 a+ 2, [bQ — ﬁ
4
A fentiek alapjan 14
2 2 /
Ez b2 . 1+1/4b—2—1 .
r  2h a

Viszont a VAM  derékszogii

2
haromszogben h° + % =b’, ami a
¥ 11 ,
— = 3 e Osszefiiggéshez ;D

0/2 1"
b2

,,,,,,,,,,

, £/ M

2

vezet. Legyen Z— =z>1. Igy a

kovetkezo 0sszefliggéshez jutunk: 4’ a B
Ezlx[u = —1]:% 1y 2L
ro 2 x—1 2 r—1
Tehataz z |1+ vtl > 2+ 242 egyenlétlenséget kell igazoljuk, amikor z > 1.
x —_—

15. Bizonyitsd be, hogy a tetraéder két szembefekvi élének felezépontjan dathalado
tetszbleges sik két azonos térfogatu testekre bontja a tetraédert!

Megoldas. Jeloljik az M ¢és N pontokat

tartalmazo egyik sikot «-val. Az o sik a BD

szakaszt P -ben metszi, az AC szakaszt pedig @ -

N

ban. Legyen (NQ)N(DC)={R}. A PM ¢és az
N() egyenesek egy sikban vannak, kovetkezik, hogy
(PM)N(DC)={R}. Mivel az N, Q@ é R B D
pontok  kollinearisak, = Menelaosz  tételébol
kovetkezik, hogy

ND AQ CR

— = (1) C

AN CQ RD
Hasonléan, P, M és R is kollinearisak, tehat

DP BM CR

- e "
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Felhasznalva, hogy AN = ND ¢és BM = MC, valamint az (1) és a (2)
Osszefiiggések alapjan kovetkezik, hogy g—g = JIZ_B’ és szarmaztatassal kapjuk, hogy
AQ+QC _ DP + BP - AC _ DpP ~ QC=BP.
QC BP QC BP

A fentiek alapjan (ANQMBP) = (DNPMCQ) (mert minden szog és él kongruens),

tehat a két test térfogata is megegyezik.
16. Egy szabalyos hdaromoldalu gula alapéle o és oldaléle b. Mennyi annak a
goémbnek a sugara amelyik érinti a gula minden élet?

Megoldas
A
A
N
P
4

M D

Legyen AM 1| (BCD) és AA" 1 BC. Az AA’D haromszdgben
A'M = %A’D _ Y3 vp— %A’D — “f .

A feltételben szereplé gomb kdzéppontja az AM magassagon van, és legyen ez egy

P pont. Legyen R e AD ugy, hogy PR 1 AD. A feladat tehat a P pont

meghatarozasara vezetddik vissza, ugy, hogy A'P = PR. Az APR, ~ ADM,
AP

PR . .
hasonlésagbol kovetkezik, hogy —— = —— . Irhatjuk, hogy A’ P? = A’ M* + PM*,
g gy AD _ MD 1) gy

2

PM + AP =AM, valamint AM = [b’ —%. A fenti 0Osszefliggésekbol

kovetkezik, hogy
/ 2
:1:2:A'M2—|-[AM—AD PR AD-A'P ’
MD MD
ahol z = A’ P . A megfeleld atalakitasok utan az eldbbi egyenletbdl a
2
0= A'A _2AM ADw—i—AMZ 2
MD MD
AM?

DZ

2
] = A'M? +[AM—

egyenletet kapjuk, melynek diszkriminansa A = 4

(AD* — A'A*), tehat
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= @(AD +JAD — A A7) =
AM

a a
St fer)
3b2—a2[

a3 1

3 \/3b2 e
3

¢és innen kdvetkezik, hogy = =

2
b+ b2—[b2—“—]
A

a(2b —a)

2430 — a®
17. Szdamitsd ki az ABCD szabdlyos tetraéder két élének kitérd egyeneseken fekvd
oldalfelezdjének tavolsagat.

Megoldas. Felhasznalva az egyenlé oldala y
haromszégek  tulajdonsagait, irhatjuk, hogy

BM =MC = ag. Tovabba, az MBC egyenld

szar@ haromszogben MN  oldalfelez6, tehat
magassag is, és innen kovetkezik, hogy

2 2 2 B (e
MN? :3L_a_:a_ = MN:M.
4 4 2 2 N
18. Bizonyitsd be, hogy egy gomb és a koréje irt
kup terfogatanak aranya egyenlo a palastfelszinének c
ardanyaval.
Megoldas. A kup ¢és a gomb térfogata P
2
V= 2™ iletve V, = 2 R'r , tehit
' 3 3
V., a’h
vV, 4R’ !
A teljes felszinek aranya o
ﬂ:alw—fQZW:a(lfa). 3 c
F, 4R’m 4R? a D
ha IR aR

Viszont T, = 5 = Tvos + Tpop = ?—I—? és ha = R(l+a), tehat
Vi _a’h _aR(l+a) a(l+a) F

V. AR’ 4R* 4R’ F

9 9

19. 4z ABC' haromszoget megforgatiuk a BC', CA és AB oldal kériil. Ha V,, V,

a

és V. a kapott testek térfogata, bizonyitsuk be, hogy a kévetkezé allitasok
egyeneértékiiek:
a) m(B/iC)zQO"; b) BC:AC AB 1 1 1

; c) 5 =—+—.
Vo Vo W )Vf VP v

C

Megoldas. El6szor igazoljuk az a) = b) implikaciot.
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12 2
4 A v=2MTpo v ohTue

3 3

h2
V. = egyenloségekbdl kovetkezik, hogy
N B’
C4 BC  3BC 3 _3 BC
V., AA”zBC [AB.AC’]2 4 AB’AC?
i
BC
[«]
B A’ C

3 AB*+AC* 3 1 3.1 31 .31 AC_ AB
4 AB’AC* 4 AB® 4AC* wh wmh OV, V.~

c

Igazoljuk a b) = c) implikaciot.

1_9 1 9 1 (1.1
V2@ WBC 7 KPBC\K R
/ / s A . h, AC
Az AA'C, ~ BB'C, hasonlosagbol klvetkezik, hogy h—“ T ahonnan a
(]
h,-BC =h,-AC azonossaghoz jutunk. Hasonloan, h BC =hAB. Ebbdl
1 9 1 9 1 1 1 1
kovetkezik, hogy — = — ——+— 5 ——=—+— -
VTR A TR R AR VW
Végiil igazoljuk a ¢) = a) implikaciot. Az % = % + % Osszefiiggésbol, az el6z6
a b c
) o . 1 1 1 ,
gondolatmenet alapjan kovetkezik, hogy P = P + 7 és
a b c

(b B _ACC AR
. n BC* BC*’

Ebbél kdvetkezik, hogy BC® = AC? + AB’, tehat m (BACZ) = 90°.

20. 4 VABC szabdlyos négyoldalu guldban az alapél hossza o és az oldalél

asin 60°. Bizonyitsuk be, hogy ha M és N az AB és CD felezépontja, akkor

ahol felhasznaltuk az (1) és a (2) Osszefliggéseket.

VM L VN.
2 2 2
Megoldas. VM* = (asin60°) — [3] _3 @0 v = 2
2 4 4 2 2
Legyen VV' L (ABCD) és V'e€(ABCD). A harom merSleges tételébdl
kovetkezik, hogy V'€ MN és VV' L MN. Tehat

VV"? = VA> VA2 = %az _%Cf , €8 VvV = %. Tovabba,

/ 2 2
= M = “Z = Msm(MVNz) = %sin(Mvz\M) :

TVV MN
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tehat sin (MVNZ) =1, vagyis MV L NV .
vV

B
21. Az ABCD szabdlyos tetraéder A-hoz tartozé magassaganak E felezépontjdt
osszekotjiik a B, C és D pontokkal. Bizonyitsd be, hogy az EB, EC és FEd
szakaszok paronként merdlegesek.
Megoldas. Legyen F' az A-bol huizott magassag talppontja. F' rajta van a BDC
haromszdg B -bdl huzott magassagan, és BF = 2FB’.

2 2
AF? = BA® — BF* =a2[zBB’] — - 2043 _2p
3 3 2 3

. 1 V2 .
a6 , és kovetkezik, hogy V,,p. = gEF Tppe = %. h, -vel jelolve

a6
6

AF =

b

tehat EF =

az ECBDgula D -bdl huzott magassagat, az ECBD glla térfogatara a kovetkezo
egyenlotlenséget irhatjuk:

1 1. BE-EC
VECBD = gh’DTBEC < gh’D T

Viszonth,, < ED , tehat az el6bbi egyenl6tlenség a kovetkezoképpen alakul:
1ED-BE-EC 1 a’\2 da’\2

V < —_ I — = —— = V 5
ECBD — 3 2 6 4 24 EBDC
ami azt jelenti, hogy a fenti egyenlétlenségek mindegyike egyenléséggé valik, tehat
h, = ED ,vagyis ED | (BEC) és Ty, = %, tehat BE | EC'.

22. Hatarozd meg az a oldalu szabalyos tetraéder vetiiletének legnagyobb lehetséges
teriiletet.

Megoldas. Legyen a tetraéder evetiilet az A’ B'C’'D’ négyszodg. Toljuk el a sikot,
onmagaval parhuzamosan gy, hogy a tetraédernek a sikhoz legkdzelebb esd csticsa a
sikba keriiljon. Mivel a tetraéder szabalyos, feltételezhetjiik, hogy ez a cstcs mindig az
A cstcs lesz. Ha A’B’ < AB, akkor a tetraéder elforgathaté az A pontba Allitott, a
vetitési sikra merdleges tengely koriil gy, hogy B is essen a vetitési sikba. Ezaltal a
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23. Egy konvex poliéder csucsai két parhuzamos sikban helyezkednek el. Bizonyitsd
4
be, hogy a térfogata kiszamithato a V = §<A1 + A + 4Aq) képlet segitségével, ahol

A és A, a két sikba esd lapok teriilete és A, a két siktol egyenld tavolsagra levd sik

altal meghatarozott sikmetszet teriilete.

Megoldas. A test felbonthatd olyan tetraéderckre, amelyeknek az egyik lapja a két
parhuzamos sik koziil az egyikben van. Mivel ezekre a tetraéderekre igaz az
Osszefiiggés €s a harom parhuzamos sikban a teriiletek 6sszeadodnak az Gsszefliggés
igaz tetszOleges testre is.

24. A sikot felosztottuk egységnyi szélességii savokra. El lehet-e helyezni minden
savban pontosan egy egységnyi atmérdji kort ugy, hogy a sik egyetlen egyenese se
messen ketténél tobb kort?

Megoldas. Nem lehet elhelyezni. Lasd Gabriel Sudan ,,Céateva probleme matematice
interesante” cimii konyvének 50.-54. oldalat. (Technikai Kiado, 1969, Bukarest)

25. Egy a oldalu szabdlyos tetraéder milyen R sugaru kéron bujtathato at?
Megoldas. Jeloljiik a tetraéder cstcsait A, B,C és D -vel. Hatarozzuk meg az

AMN héaromszog koré irhatdo kor sugaranak minimumat, ahol M € BC és
N € BD . A keresett gdomb sugara ennél nem lehet kisebb, mert ha a tetraéder atfér a
koron, akkor 1étezik olyan pillanat, amikor a kor sikjanak egyik oldalan a tetraéder két
csucsa all, a masik oldalan egy cstics és a negyedik csucs a kor sikjaban van. Ha az
AMN korivet megforgatjuk az AN hur koriil akkor a kapott feliilet érinti a BC' -t.
Ellenkezd esetben a BC -n felvehetnénk egy olyan M, pontot, amelyre az AM N
haromszog koré irhato kor sugara kisebb volna, mint az AMN haromszog koré irt kor
sugara. Hasonléan a BC kell érintse azt a gombfeliiletet, amely tartalmazza az
A,M,N pontokat és amelynek a kdzéppontja az AMN sikban van. Hasonlo allitasok
igazak a BD szakaszra is. igy BM = BN = 2. Ha K az MN szakasz felezépontja

és L a B vetilete az AMN sikra, akkor AM = AN =+/z° —z+1. Ha
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2 —2r+2 z32? — 4z + 4

2(x2—x+1> e sing = 2(2:2—30—1—1)

o = m(MAN), akkor cosa =

'3 —dr 44

LK = 2(2” — 2z +2)

Masrészt az AKB haromszogb6l kovetkezik, hogy

3 —2

, tehat 32 —62°+7z—-2=0.
\/3<31‘2 —4:E+4>

LK = —KB cos (A/KTS’) =

2
Ezekkel a jelolésekkel, a keresett minimalis sugar r = —+ Kozelitd

V327 —dx + 4

szamitasokkal ellendrizhetd, hogy = =~ 0,3913 és r = (,4478.

26. Adott egyenes korkupba irhato egyenes korhengerek koziil melyiknek a
legnagyobb a térfogata?

- . s . . H—
Megoldas. A mellékelt abranak megfeleléen VO'D, ~ VOB, , tehat % = Th ,

ahol R,H a kup alapkdrének sugara illetve a kip magassaga, r,h pedig a henger

alapkorének a sugara illetve a henger magassaga.

Innen h = M és a henger térfogata
9 mH , ., , .
V=mnr'h= ?r (R —r). Masrészt a szamtani

és mértani kozép kozti egyenl6tlenség alapjan
roor
3 Sttt BR—r p

- (R—r)<2-2 2 tehat
4 3 3

3

r(R—r) < hall
27

. Egyenl6ség pontosan akkor

2 e
all fenn, ha r = ?R , tehat a henger maximalis

4 HR?
27

27. Bizonyitsd be, hogy az ortocentrikus tetraéder lapjainak Euler kérei egy

gombfeliileten vannak!

Megoldas. Az a gémb, amelynek kozéppontja a tetraéder G stlypontja és a sugara

a kettés felezok hosszanak fele (ez fiiggetlen a kettés felez6 megvalasztasatol)

tartalmazza a lapok Euler koreit. (a kozéppont vetiilete a lapokon az OH szakaszok

felezOpontjaba esik és tartalmazza az oldalak felezOpontjait)

28. Rogzitett A, B és C pontokra hatirozd meg azon M pontok mértani helyét,

amelyekre MA®* + MB*> = 2MC”.

térfogata V =
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Megoldas. Hasznaljuk a kovetkez6 mértani helyet: Ha X és Y rogzitett pontok a
térben, akkor azon M pontok mértani helye, amelyekre MX* — MY* alland6 egy
XY -ra mer6leges sik. Igy ha D az AB felezépontja, akkor az oldalfelezd hosszara

vonatkozé tétel értelmében MA® + MB* = %(4MD2 +AB*), tehat MD* — MC*

allando kell legyen. Eszerint a mértani hely egy CD -re merdleges sik.

29. Egy 3 x 3 x 3-as kocka kézepén levd kiskockat kivettiik. Az egyik sarokkockabol a
testatlosan ellentétes sarokkockaba igyekszik egy ragesdlo. Van-e olyan utvonal,
amely minden kiskockat pontosan egyszer érint (a kozépsét nem), ha csak
lapszomszédos kiskockdaba mehet at a ragesalo?

Megoldas. Szinezziik ki az egységkockakat két szinnel gy, hogy ne legyen két
azonos szinll (lap) szomszédos kocka. A ragcesald igy minden lépésben mas szinii
kiskockaba jut, mint ahonnan indult. Ugyanakkor a ragcsald 25 1€pés utan kellene az
atlésan ellentétes sarokkockaba jusson. Ez nem lehetséges, mert a testatlosan
ellentétes sarokkockak azonos szinitiek €s a ragesalo 25 Iépés utan a kiindulasi
kockatdl kiilonb6z6 szint kockan lesz.

30. Bizonyitsd be, hogy egy egységoldalu kocka belsejében elhelyezett 82 pont koziil
kivalaszthato négy, amelyek altal meghatarozott tetraéder térfogata nem nagyobb mint
11 1

6 3 2.81

Megoldas. Osszuk fel a kocka minden oldalélét 3 egyenlé részre. fgy az
osztopontok altal meghatdrozott sikok segitségével feloszthatjuk a kockat 27 azonos
méretli kockdra. A skatulyaelv alapjan létezik olyan kiskocka, amely a 82 pont koziil
legalabb 4 -et tartalmaz. Ezek altal meghatarozott tetraéder térfogata nem nagyobb,
mint a kocka egy csucsa és a szomszédos cstcsok altal meghatarozott tetraéder

, 101 1
terfogata, tehat — — = ——.
6 37 2-81

2.6. Polinomok (354. oldal)

1. Szamitsd ki a P(X)=X"—(n+7)X""? +(n+7)X""' =1 polinomnak az
X —1-gyel valo osztasi maradékat.
Megoldas. Mivel n —1>0 ezért n € N,

PO=1"-mn+71"" +(n+7)1""'=1=0.
Ebbdl kovetkezik, hogy (X —1) osztja a P (X) polinomot, tehat az osztasi maradék
0, barmely n € N* esetén.
2. Bizonyitsd be, hogy két ° +y* (x,y € N) alaki természetes szam szorzata is ilyen
alaku.
Megoldas. (:U2 + yQ)(lf + 1)2) = |z + iy||u + iv| = |(z + iy) (u + iv)| =

= |(zu — yv) + i (20 + yu) = (zu — yv)’ + (20 + yu)’ .
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3. Hatdrozd meg a P(X) = (X —2)"" +(X —1)" —1 polinomnak az X* —3X + 2
polinommal valo osztasi maradékat.

Megoldas. Legyen P(X)= (X —2)" +(X —1)" =1 és Q(X)= X" —-3X +2.
Mivel P(1)=(—1)"" —1=0 Bézout tétele alapjan (z —1) osztja P (X)-et és
P2)=(1)"-1=0, tehat (X —2) is osztja  P(X)-et. Tovabba
RQIX)=(X-1)(X-2), tehat @Q(X) osztja P(X)-et. A hanyados is
meghatarozhat6 a kdvetkez6 modon:

PX)=(X-2"+[(X-1)"—1"]=

=(X -2 + (X =2)[(X - )"+ (X 1) 4. +1] =
=(X =2 {(X =2+ (X )T (X ) L+ (X D)) =
= (X =2)(X —Df[(Xx =2 = (X =2 .. — (X =2)+1+
HE -7 (X -+ =
=[x =2 (X =2 - (X —2)+1)+

(X—2""+1 (X -1)""~-1
X-1 X-2 |
4. Hatdrozd meg az m és p paraméter értékét 1igy, hogy az X" — X" +mX* +p

+[(X-1)"’*2 +...+(X—1)+1]}: Q(X)l

polinom oszthaté legyen (X — 1)2 -gyel minden n természetes szam esetén.
Megoldas. Legyen P(X)= X" — X" +mX + p. Abbol, hogy (X —1) osztja
P(X)-et Bezout tétele alapjan kovetkezik, hogy P (1) =0, tehat m+p =20,
ahonnan m = —p.

PX)=(X-1(X*"" + X"+ .+ X" +mX’ + mX* + mX +m)+ (m+p).
Legyen Q(X)=X""+X""+ .. +X"+mX’+mX*+mX +m. Mivel
(X —1)" osztja P(X)-et, tehat (X —1) osztja Q(X)-et. Ebbdl kovetkezik, hogy
Q(1)=0, tehat 4m +n =0, ahonnan n = —4m = 4p . Osszegezve m = —p és
n = 4p barmely p € N esetén lesz P (X) polinom oszthaté (X — 1) -tel.

5. Bizonyitsd be, hogy az X" —(2n+1)X"7? +(2n+1)X" —1 polinom
oszthato az (X2 — 1)3 polinommal.

Megoldas. Matematikai indukciét alkalmazzunk n szerint.
P(X)=X""?-2n+1) X" +(2n+1) X*" —1.

n

n=1esetén P, (X)=X"-3X"+3X" -1= <X2 —1>3,tehé1t oszthato (X2 —1)3.
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Tegyiik fel, hogy barmely & < n esetén P, (X) oszthatd (X — 1)3 -nel és igazoljuk,
hogy ez teljesiil (n + 1)-re is.

Py (X) = X0 — (20 4+ 3) X 4 20+ 3) X 1.

P (X)=X""?—(2n+3) X" 4+ (2n+3)X* +2X*"* —2X* —1
X (X)=X"" = (2n4+3) X" 4+ (2n + 3) X" +2X* " (X* —1) - X
X°P(X)=[X"" —(2n+3) X" + (2n + 3) X" —1] -
XU (2 — 1) 42X (X - 1) — (X - 1).
P, (X)=XP,(X)+ (X" —1)[X"" —2X*"" 1] =

X°P, (X)+(X* —1)[x**2 —1f = X*B, (X) + (X* —1) [X* + X** + .. +1].
L (X) s
oszthato (X 2 - 1)3 -nel, ez azt jelenti, hogy P, (X) oszthato (X 2 - 1)3 -nel barmely

Az indukcios feltevés alapjan P, (X) oszthato (X2 —1)3-ne1, tehat P

n n

n € N esetén.
6. Bizonyitsd be, hogy ha P € R[X] egy harmadfoki polinom, akkor a

Q(X) = P(P(X)— P(X) polinom oszthaté a P(X)— X polinommal.

Megoldas. Ha P (X) = a,X* + a,X* + a,X + qa,, ahol a, € R, i = 0,3, akkor
P(P(X))—P(X)=a,[P*(X)= X’|+ a,[P*(X) - X*|+ 0, [P(X)- X]=
=[P(X) = X]-[a, (P (X)+ P(X) X + X*) + 0, (P(X) + X) +a,]..

Tehat [P (X)— X| osztja [P (P (X)) — P (X)]-et.
Altalanositas. Ha P(X) e C[X], gradP =n, n € N akkor [P (X)— X] osztja
[P (P (X)) = P(X)]-et.
A bizonyitas hasonldan torténik, mint az elobb és felhasznaljuk, hogy

PHX) = X" =[P(X)= X]- [P (X)+ P (X)X +...4+ P(X) X" + X",
ahol k € {2,3,...,n}.
7. Mi a feltétele annak, hogy az X" + X"™" 4+ 4+ X + X" +1 polinom
oszthaté legyen az X* + X%V + ..+ X* + X +1 polinommal.
Megoldas. Igazoljuk, hogy ha n = (k+1)p+q¢ alaka, ahol pe N, g€ N,
1<q<k ¢ (¢k+1)=1 akkor (X'+X"'4..+X+1) oszta
(Xk” + XU 4 X —i—l). Legyen o gydke az 2" +2""'+..+2+1=0

k+1

egyenletnek, ekkor a =1 és "+ M+ Fa+1=0. A
P(X)=X'+X""4+..+X+1 polinom pontosan akkor osztia a
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P

kn

P

kn

(X)= X"+ X" ¢ .+ X" +1 polinomot ha P, (X) minden gyoke
(X)-nek is gyoke.
" 4 p Lt l=a T A =
— (a'““)kp a4+ (o/’“)wil)p a4 (o/““)p o' +1=
a a4l 41,
Tekintsiik a kovetkezd fuggvényt:m : {1,2,...,k} — {1,2,....k},
mx)==xq mod (k+1),

E|(k+1)p+q]

ahol ¢ € N ¢és 1 < ¢ < k. Vizsgaljuk ennek a fliggvénynek az injektivitasat.
Legyen z,,z, € {1,2,...,k} és z, = x, akkor
z, mod (k+1)=z, mod (k+1)
és mivel (¢,k+1)=1 ezért z¢ mod (k+1)=2z,g mod (k+1), tehat

m (z,) = m(=,), ami azt jelenti, hogy m injektiv. Mivel az {1,2,...,k} halmaz véges,

e a? tagok az a,a’,...,af

kovetkezik, hogy m bijektiv, tehat az o', «

értékeket veszik fel valamilyen sorrendben és mindegyiket csak egyszer, tehat
AtV 4t rl=a" 4+ T+ +a+1=0,

ha (¢k+1)=1. Tehat P, (X) pontosan akkor osztia P, (X)-et, ha

n=(k+1)p+q alaka,ahol pe N, e N, 1<q<k és (¢,k+1)=1.

Megjegyzés. n=(k+1)p mivel o” +a*" 4. . +a" +1= %,
ahonnan o" =1 ésigy n nem lehet (k + 1) tobbszorose.
8. Hatdrozd meg a P € R[X| polinom gyokeit, ha zn:P(k) =n’.
k=1
Megoldas. Legyen P (X)=a, +a,X +a,X’+ .. +a, X', gradP =r.

PO)+P)+..+ P =
=nay+1+2+..+n)a, + (I +..4+0)a, + (I +...4+n")a, =n’

2
Mivel 1* +2° +.. 4+ n’ = n(n +1)6(2n L P+2 +.. +n°= —n(n; 1)‘
kovetkezik, hogy a; =a, = ... =a, =0 és
n  n n n* n’ 3
na, +|—+—la, +|—-+—+—|a, =n".
2 2 6 2 3
Innen az egyiitthatok azonositasaval kapjuk, hogy a, =3, a, = -3, a, =1, tehat a
polinom P (X)=3X* —3X +1, amelynek a gyokei z, , = 3 i62J§ ‘

9. Hatirozd megaz X" —1 és X" —1 polinomok legnagyobb kézés osztdjat.
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Megoldas. Ha F(X) a (X" —1) és (X" —1) polinomok In.k.o-ja akkor F (X)
barmely gyoke egyuttal az (X 4. 1) -nek is gyoke, ahol d = (m,n). (1)
Forditva, alkalmazzuk a kovetkezd tételt: ha H Ink.o-ja P és () polinomoknak
akkor léteznek U ¢és V polinomok ugy, hogy H = PU + QV . Tehat (X ! —1)
minden gydke F (X)-nek is gyoke. (2) Az (1) és (2) alapjan F (X) = (X" —1).
10. Szamitsd ki az (z, — z,)- (z, — ;) (2, — x,) szorzat értékét, ha z,, =z, és x, az
1* + pr + q = 0 egyenlet gyikei.
Megoldas. Legyen A = (7, —,)(z, — ;) (7, —1,), a gyokokre vonatkozd Vieté
képletek alapjan:

T, +x,+x,=0

%y + TyTy + T,x, = P

T, = —q
A A kiszamitasahoz amint latni fogjuk sziikségesek az alabbi dsszegek értékei:

4T+, x v + v+, 5T + T, + 1,3,
T, + 23 + 23, Tird + alel + alx)
(1) a2 + a2 4+ a2 = (2, + 2, +2,) —2(x,2, + 23, + 233,) = —2p
(2) (¢ + 2 +23)+ p(z, + 2, + 25) + 3¢ = 0, tehdt z;’ + 2, + ) = —3q.
(3) alal + ala? + ala? = (2,3, + 7,2, + 1,2,) — 2(z,mmy + m1im, + Ty, ) =
=p’ = 2(z, + 2, + 1) (z,23,1,) = p*.
w4+ pr,+q=0 /u,
(4) 125 +po, +q=0 /),
o +pr,+q=0 [
Osszeadva az egyenleteket kapjuk:
(2,2 + z,2) + xzxf> + p (2,3, + Tz +17,) + (2, + 2, +3,) =0,

tehat =2} + z,7) + 2,70 = —p°.
(5) z,7; + 2,75 + 7,7} = —p® (hasonléan mint az elébb).
(6) (m’fm’; +ziw) + m’;xf) + p(xlxg + T30 + x,;xf) + q(xf + ) + xz) = 0, amelyet
a megfeleld egyenletek ', z; és z-nel vald beszorzasibol és sszeaddsukbol

kapunk. Az elébbi egyenletbe behelyettesitve az eddigi eredményeket kapjuk:
)Ty + 2 + zix) = p® + 3¢°.
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A = (z, — x2)2 (z, — x3)2 (z, — xL)Q =
= (1312 + x5 — 21:1:1:2)(1:22 + 1 — 2132:1:3)(:1:?, + 3 — 21331‘1) =
= (—2p -z — 2m1x2>(—2p -z - 23321’3)(—2]7 — 1z — 2x3x1),
elvégezve a miiveleteket és megfelelden csoportositva a tagokat, kapuk:
A’ = —8p* —4p’ (xf + 3 + xf) —8p (@, + 3z, + 137, —
—2p (a:f:z:j + ziTs + xixf) + 4q (xf +x + x;‘) + 8pq (l‘l +z, + $3) —
—4p (:leg’ + x3:v§ + 51721‘13) —4p (ZEQI‘?? + l‘3$13 + xlxé”) —

2

—2(xfx§ + Tzl + xfxf) —9(zz,7,) = —p° —27¢".

Tehat A = \—4p® —27¢ .

11. Bizonyitsd be, hogy ha p egy primszam, akkor az X* + pX® + pX +p
irreducibilis 7 X -ben.

Megoldas. Alkalmazzuk az Eisenstein kritériumot.

12. Rogzitett n esetén hatarozd meg azt a minimalis fokszamu polinomot, amelyik

egyenldségeket k = 0,n esetén.

teljesitia P(k) = ; i N

1. megoldas. Legyenck q;,a,,...,a, paronként kiilonbozé komplex szamok és
Cos Cpy--y €, tetszOleges komplex szamok. Ekkor egyértelmiien létezik a P € C[X]
polinom (gradP < n) tgy, hogy P(a,)= c,, barmely k = 0,n esetén és
P(X)=oy+o (X —a))+a,(X—a)(X—a)+..
vt a, (X—a)(X—a) .- (X —a,).

G — 6

A P(a))=q,, tehat o, =c¢,, P(a)=a,+ o (a —a,), és igy o, = .
ay — G

Hasonl6an meghatarozhat6 a tobbi egylitthatd is. Visszaérve az eredeti feladatra,
egyértelmiien létezik o, ,...,a, € R ugy, hogy
PX)=aq+aX+auX(X-1)+.+aX(X-1)-...-(X—n).

Behelyettesitve  kapjuk, hogy P(0)=cq, =0, P(1)= % =, +,, innen

1 1
o =—=-""—""—.
2 (1+1) !
2 i 1 241 1
P(2)=—=0o, +20, +2a,,innen o, = —— = (-1 ———.
() 3 0 1 2 2 ( ) (2+1) !
P(3)—§:a + 3oy + 6a, + 6a;, innen « ZLZ(—I):‘“;
L0 iz B+1) !
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1
Folytatva kapjuk, hogy o = (—=1)"""' . Tehat
y pj gy o, =(-1) 1) |
P =~ x—Lxx-n+Llxx-nx-2-
2! 3! 41
1
()" ——— X (X —1) ... (X —n+1).
(U g X (=D )

2. Megoldas. A Q(X)= (X +1)P(X)— X polinomnak a gydkei a 0,1,...,n

szamok. fgy (X +DP(X)— X =cX(X -1)(X —-2)...(X —n). Ha X =—1-et
helyettesitiink, akkor meghatarozhatjuk a ¢ értékét, és igy a

X 4 (—1) XX -1D)(X—-2)...(X—n)

(n+1)!
(X +1)

13. Bizonyitsd be, hogy ha egy n-ed foku polinom behelyettesitési értékei egész
szamok a 0, 1, 2, ..., n helyeken, akkor P(m) € Z, N'm € 7.

Megoldas. Legyenck P, P,....P, € C[X] tgy, hogy gradP, =k, barmely

P(X) =

0 <k <n esetén. Ha P € C[X] gy, hogy gradP < n akkor egyértelmiien léteznek
a M, A,...,\, € C szamok ugy, hogy P = \\F, + \F, +... + A\, P,

(El6sz6r meghatarozzuk A -t, majd a P—-ANP, =\F, +A\B +..+)\_P_,
egyenldségbdl meghatarozzuk A, | -et, igy folytatva a szerkesztést meghatarozhatjuk a
A, 955N, A, skaldrokat is.) Visszatérve az eredeti feladatra, legyen

1. (z—k+1 —
P = vz =) k('x +1) , barmely k£ = 0,n esetén. Ekkor egyértelmiien léteznek
A> A A, € C skalarok  ugy, hogy P =MNF, +A\P +..+\FP, é mivel

P(0),P(1),..., P (n) € Z kovetkezik, hogy A\, A,...,\, € Z.

e\,

I. eset,ha m > 0. Ha m > n akkor P, (m) = C" és kdvetkezik, hogy P (m) € Z .
Ha 0<m <n akkor P,(m)=0, ha k>m é P,(m)=C', ha k <m. Tehat
Pm)eZ.

II. eset, ha m < 0. Hasonlé modon igazolhatd, hogy P (m) € Z .

14. Bizonyitsd be, hogy | | [k: +
k=1

]<n!+1.
n-n!

Megoldas. A bal oldalon ha a miiveleteket elvégezziik, akkor megjelenik n! és ha a

tobbi tagot aszerint csoportositjuk, hogy — hanyadik hatvanyat tartalmazzak,
n-n!

akkor minden ilyen 0sszeg kisebb lesz, mint — . Igy a szorzat kisebb, mint n !+ 1.
n

15. Bizonyitsd be, hogy ha az f(z)= " + px + q fiiggvényre |f(a,i)| <1 i=0,2,

ahol p,q € R és ay,a,,a, paronként kiilonbozé komplex szamok, akkor az |a,0 — a1|,
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|al — a2| és |a2 — a0| szamok koziil legaldbb az egyik nem nagyobb mint 3. (Weyl
1929).
Megoldas. Az f(a,) = u,, f(a) =u, és f(a,) = u, egyenldségekbdl kovetkezik,
hogy

72 +pz +q =1, (z_al)(z_%) + (ZB —CLO)($— CL2) + u, (37_%)(37_“1) ,

(al - ao)(a1 - 0'2) (a2 - ao)(% - 0'1)

(a'o - al)(ao - a2)
(lasd még a 25. feladatot) tehat
Uy + Uy + Uy
(ao _a1)(ao —a,) (a1_ao)(a1 —a,) (a, —ao)(a2 —a,)

a, — a2| és |a2 — a0| szamok koziil a legkisebb m , akkor a feltételek

Ha az |a0 -

alapjénai?zl.igymgx/g.
m

16. Oldd meg az x(x+1)(x+2)(x+3)=y(y+1) egyenletet az egész szimok

halmazaban.
Megoldas. A fenti egyenlet a kdvetkez6 alakra hozhato:

(¢ +32+1) =y +y+1.
A tovébbiakban azt vizsgaljuk, hogy mikor lesz y* + y + 1 teljes négyzet (y € Z).
v <y Hy+1<(y+1).
Ha y* =4y’ +y+1 akkor y, = —1.Ha y* =y +y +1 akkor y, = 0. Ha y, = —1
akkor (¢ + 3z +1)° =1, tehdt «* + 3z + 1 = 1. Tehit a gydkok a kovetkezo két
egyenletbdl szarmazhatnak:
2’ + 37 +2 =0, amely gydkei z,, = —2, 7,, = —1 és
2’ + 3z = 0, amely gydkei z,, = -3, z,, = 0.
M, ={(-3,-1),(-2,-1),(-1,-1),(0,—1)}.
Ha y, =—1 akkor (l‘2 + 3z +1)2 =1, tehat a gyokék: =z, =-2, z, =-1,
z, =-3 és z, =0.1gy M, ={(-3,0),(~2,0),(~1,0),(0,0)}, tehat a megoldasok
halmaza M = {(=3,—1),(=2,—1),(=1,—1),(0,—1),(=3,0),(=2,0),(—1,0),(0,0)} .
r+ytz=a
17. Bizonyitsd be, hogy az 1 N 1 N 1.1 egyenletrendszer minden (x,y,z)
r Yy z a

megoldasaban legalabb az egyik szam a.
Megoldas. Az egyenletrendszer a kovetkez6 alakra hozhato:
rt+tytz=a

a(zy +yz + 22) = ayz’
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Legyen az u’ +au’ 4+ Bu+~v =0 egyenlet, amely gydkei z,y és z. A Vieté
Osszefiiggések alapjan:

rT+y+z=—«

y+yz+zzx=0,

TYz = —
ha B =m akkor az egyenletrendszer alapjan kapjuk, hogy o« =—a B =m ¢&s
v = —am . Tehat az egyenletiink v* — au’ + mu —am = 0.
Ez (v —a) (u2 — m) = 0 alakban is irhato, tehat az egyik gyoke a .
18. Oldd meg az alabbi egyenletrendszereket:

r+y+2z=206 r+y+z=3
a) {zy +yz + 20 =11; b) 12° + ¢’ +2° =3.
xyz =6 P4y +2" =3

Megoldas. a) Az v’ —6u’ +1lu—6=0 egyenlet esetén felirva a Vieté
Osszefiiggéseket a rendszer egyenleteit kapjuk.
u' —6u’ +11lu—6=(u—1)(u—2)(u—3)=0.
Tehat az egyenlet gyokei: u, =1, u, =2 és u, = 3. Mivel az egyenletrendszer
szimmetrikus 2z, y ¢és z-ben, az egyenletrendszer gydkeinek halmaza
M ={(1,2,3),(1,3,2),(3,1,2),(3,2,1),(2,1,3),(2,3,1)} .
b) Tekintsik az u®+pu’ +qu+7r=0 (p,qre€R) harmadfoka egyenletet,
amelynek a gyokei =, y és z. Ha S, =2 +¢" + 2", k€N, akkor a Vieté
Osszefiiggések alapjan p =S, = -3 és S, =5, —2(xy +yz + 22) = 9 —2q. De
S, +pS, +¢S, +3r=0,tehat 3¢ +r—8 =0.
S, + pS, +qS, +7S, =0 alapjan S, =9—¢q(9—2¢)—3r =2¢° —9g—3r +9.
S, +pS, +4¢S, +15, =0 és S, = 3, kovetkezik, hogy
6¢> —30q — 187 +2rq +24 =0.
p=3
Az  elobbi  egyenléségek  alapjan  a r=8—3q
6¢> —30q — 187 +2rq +24 =0

egyenletrendszerhez jutunk. igy p =3, ¢ =3 és r = —1. Tehat

v —3u+3u—-1=0,
innen kovetkezik, hogy t =y =2=1.

19. Bizonyitsd be, hogy két ©° + y* + 2° — 3zyz alakii szém szorzata is ilyen alakai.
Megoldas. () +y. + 2 —3z,y,2, ) (2} + ) + 2 — 31,,2,) =
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3 3

= (xl‘TQ Y2 + 29, )3 + (%% + Yz, + 2122) + <$122 + %Y, + 21372) -
-3 (mle + Y2z + 21y2)(x1yz +yz, + 2122)<x122 + %Y, + le2> =
=a’ +b* + ¢’ —3abe.

20. Bizonyitsd be, hogy ha z'+azx’ +br’ +cx+d egy mdsodfokii polinom
négyzete, akkor ac® — 4abd + 8cd = 0. Ez a feltétel elégséges?

Megoldas. Az adott polinom csak P(X) = X* + aX + 3 alaka polinomnak lehet a
négyzete, tehat d=p3°, c¢=2a8, b=a’+28 é a=2a. gy
ac® —4abd + 8cd = 8a’3* — 8af’(a’ +26) +16aB” =0. Ez a feltétel nem

elégséges mert az ' + 1 polinom teljesiti ezt a feltételt és nem négyzetet egyetlen
masodfoku polinomnak sem.

21. Legyenek a P(x) =z" (z+1)" (z—1)" és Q) =(z+1)"(z—1)" (z +2)"
polinomok, ahol m,n,p € N . Hatdrozd meg a legkisebb kozos tobbszorist, hogy ha a

legnagyobb kézés oszto (x2 — 1)
Megoldas. Legyen D(X)=(X’—1). A D(X) | P(X) é D(X) | Q(X)
relaciokbol kovetkezik, hogy p > n, tehat, ha M (X)-szel jeldljik a két polinom
legkisebb kozos tobbszorosét, akkor

22. Legyen a és b két gyoke az x* + 1* —1 polinom négy gyéke kéziil. Bizonyitsd

= X" (X*-1) (X +2)".

be, hogy ab gydke az z° + x* + z° — 2* — 1 polinomnak.
Megoldas. Felirva a Viéte féle osszefiiggéseket az z* + 2* — 1 polinomra, kapjuk,

hogy
T, +z,+z,+x, =1,

T, + 1,0, + 0,2, + 2,2, + T3, + 2,2, =0,
T, Ty Ty + T, Ty T, + T, 2,2, + T,2,2, = 0,
T, Ty, = —1.
Felhasznalva ezeket az Osszefliggéseket, valamint felirva azt a polinomot,
amelynek gyokei z,z,, 2,z,, 2,2,, 2,2, T,%, €s x,x,, kapjuk, hogy
Q@ = (m — xle)(x - xlxs)(x - xlx4)(x - xst)(x - xzx4)(x - x3m4) =
=z +2'+2°—2" -1,
Ezzel a feladat allitasat igazoltuk.
. 1
23. Bizonyitsd be, hogy a f: C — C, f(2) = z + — nem polinomidlis fiiggvény.
z

Megoldas. Tegyiik fel, hogy f polinomfiggvény. Mivel az f(z) =0 egyenlet
gyokei —i és i, kovetkezik, hogy f(2)=k(z—1i)(z+1) alaka, ahol k€ C
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. . . . ) 1 22+1
konstans. Igy minden z € C esetén f(2) = k(z + 1) =z4+—= , ahonnan
z z

kovetkezik, hogy k = 1 (mert z° +1 nem lehet egyenld zéroval, az f:C — C
z

feltétel alapjan), ami ellentmond annak, hogy % allando.
24. Hatdrozd meg a legkisebb foki polinomot, amelyre P (0) =100, P(1)=90,
P(2)=70, P(3)=40 és P(4)=0.
Megoldas. Ha degP =1, akkor P(z)=ax+a, alaki. A P(0)=100
Osszefliggésbdl kovetkezik, hogy a, =100, és ezt felhasznalva, a P(4)=0
Osszefliggésbdl kovetkezik, hogy a, = —25. Tehat P (z) = —252 +100, és ez a
polinom nem tesz eleget a P (1) = 90 kovetelménynek. Kovetkezik, hogy nem 1étezik
a feltételekkel rendelkez6 elséfoku polinom. Ha degP =2, akkor
P@ =a,2 +az+a,. A

P(0)=a, =100

P(4)=16a, + 4a, +a, =0

P(1l)=a, +a, +a, =90
egyenletrendszert megoldva, a P (z) = —52” — 5z + 100 polinomhoz jutunk, amely
kielégiti a  P(2)=70 ¢é  P(3)=40  feltételeket is, tehat a

P(z) = =52 — 51 +100 polinom a legkisebb fokszamii olyan polinom, amely
kielégiti a feltételeket.
25. Bizonyitsd be, hogy a P € R|[X| n-ed fokii polinom, amely teljesiti a
P(z,)=p, k=0n P@ = Zpk -1, (x) alaku, ahol
k=0

(z—2) .- ( —x,\,fl)(x—xm)-...-(x—xn)
(z, —2) o (m, — xkfl)(ack - wk+l)~...~(zk —z,)
Megoldas. Kimutatjuk, hogy egyetlen olyan n -edfoku valos egyiitthatdji polinom
van, amelyre P(z,)=p,, k=0,n. Valéban, ha léteznének P, és P, kiilonbozé
polinomok, az elébbi feltételekkel, akkor a @) (z) = P, (x) — P, () polinom legfeljebb
n-edfoku lenne. Viszont p,,p,,....,p, gyokei a @ (z)=0 egyenletnek, ami

I, =

ellentmondas, mert egy legfeljebb n -edfokil polinomnak nem lehet n 41 gyodke.
Tehat egyetlen egy, a fenti feltételeknek eleget tevod polinom létezik. A

n e (z—2)(z—2) .- (2 —x,)
;pkm ) = p, (xo_xl)(%_%)'..'_<%_mn)+...+
(z—2)(z—2) (2 —x, )

(z, —z,)(z, —2) - (z, —,_,)

+p,
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Osszeg az z,,, ,, ..., T, értékekre rendre a p,, p,, ..., p, értékeket veszi fel, és mivel
fent igazoltuk, hogy egyetlen olyan P € R[X]| polinom van, amely teljesiti a

P(z,) = p,, k = 0,n feltételeket, kdvetkezik, hogy P (z) =Y p,l, (@).
k=0

26. Bontsd fel harom tényezdre az
.'L'7 +x6y+$5y2 +x4y3 +x3y4 +x2y’) +$y6 +y7
kifejezeést.
Megoldas. A kifejezés rendre a kovetkezd alakokban is irhato:
X'(X+Y)+ XYV (X +Y)+ XY (X +Y)+Y (X +Y)=

(X+YV) (X + XY+ XY 4+ Y) = (X+Y)(X4 (X +Y*)+ v (X° +Y2)) =
=(X+Y)(X*+Y?)(X' +Y").
Megjegyzés. A feladat Ggy is megoldhato, hogy észrevessziik, hogy a kifejezés

8 8

egyenld az v racionalis torttel, a szamlalot konnyen felbonthatjuk, majd a

végén ismét egyszerisitjiik.

27. Bizonyitsd be, hogy végtelen sok egész egyiitthatos P és Q polinom van, amelyre
P —(z' —22)Q* =1.

Megoldas. A polinomokat rekurziven szerkeszthetjilk meg.

28. Oldd meg az ' —102° —2(a—9)2” +2(5a —2)x +2a +a° =0 egyenletet,
ahol a valos paraméter.

Megoldas. Csoportositjuk az a hatvanyai szerint

a’ —2a(x’ —5r+1)+ 2" —102* +182" — 4z =0.

A =4[92" — 6z +1]=[2(3z - 1)] .
fgy a, = (:1:2 — 5z + 1) + 3z —1), tehat az 2’ —2r—a=0 és
2> — 8z + 2 — a = 0 masodfoku egyenleteket kell megoldani.
29. Bizonyitsd be, hogy barmely a,b,c € R esetén létezik x, € R ugy, hogy az
f:R—R, f(z)=2"+ar’+bx+c fiiggvény grafikus képe egybeesik a
szimmetrikusaval az (mo, f (=, )) pontra nézve.
Megoldas. A szimmetria feltétele az f(z, — o) + f(z, + a) = 2f(z,) egyenldség.
Ez pontosan akkor teljesiil minden o € R esetén, ha z, = —%. Mivel ez minden
a € R esetén létezik a feladat allitasat igazokltuk.

30. a) Bizonyitsd be, hogy a P (x) = a,x" +a,x" " +...+a, polinomhoz rendelt
fiiggveény paros pontosan akkor ha a paratlan kitevojii tagok nullaval egyenlok.
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b) Ha z, = k> +1, k=1,n akkor képezziik az isszes Zi\/kZ +1 alaku

szamokat. Bizonyitsd be, hogy ezen szamok szorzata egész szam.

Megoldas. a) Legyen P(X)=a,X" +a, X" "...4+a,X +a,. A P-hez rendelt
polinomfiiggvény akkor és csak akkor paros, ha P (x) — P(—z) =0, Vz € R.
Viszonta P (z) — P (—z) =

=a,(z" — (") +a,, ($"71 - (—x)””l) +ota@—E)+a,—a, =0
egyenldség akkor és csak akkor teljesiilhet minden x-re, ha a, =0, a; =0, ..,
@y, = 0 minden k-ra.

b) Jeloljiik a szorzatot II-vel. IT = (511\/12 +14+eyV22 +1+...+¢,4n" + 1) e

(512,, VE 4146, N2 + 1+, 0" + 1) . Tekintjiik a

P(X, Xy X,)= (e, X, + 60X, + o4+, X, ) (60 X, + 600 X, +.o £, X,)
n valtozos polinomot. A polinomhoz rendelt fliggvény, ha z, a valtozo és a tobbi x,
rogzitett, paros minden k-ra, mert
P(z,2y,...,25,...,x,) = P(2,,2,,...,—,,...,z,) barmely k€ {1,2,...,n} és z€R.
Tehat az a) pont alapjan minden % -ra, ha z, -t tekintjiik valtozonak, a paratlan foku
tagok egyiitthatoi nullaval egyenlok. Tehat csak paros fokt tagok maradnak a
polinomban, minden z, valtozora. Behelyettesitve z,-ba k> + 1 -et, allitdsunkat

igazoltuk.
2.7. Valészinliségszamitas (356. oldal)

1. Ha a haromszog szogeinek mértékeit azonos valosziniiségiieknek tekintjiik, mennyi
a valosziniisége annak, hogy egy taldlomra kivdlasztott haromszog hegyesszogii?
Megoldas. Tekintjiik az ABC egyenld oldalti haromszdget,

amelynek magassdga 180. Mivel egy belsé pontra az A
oldalaktol vald tavolsagok Osszege éppen 180, ezért minden

XYZ haromszognek megfelel egy pont az ABC' haromszog

belsejében (az X szog mértéke a BC oldaltol vald tavolsag

mértékével egyenld stb.). Ezen az abran a hegyesszogi

haromszdgeknek az oldalak felez6pontjai altal meghatarozott

haromszog belseje felel meg (minden tavolsag kisebb, mint B C

, 1
90). Igy a keresett valosziniiség 1

2. Egy egységoldalu négyzet belsejében talalomra valasztunk egy M pontot. (Minden
pont vdlasztasanak azonos a valoszintisége). Mennyi a valosziniisége annak, hogy M-
nek a négyzet legkozelebbi oldalatol mért tavolsaga nagyobb, mint a kézelebbi atlotol
valo tavolsaga?
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Megoldas. Egy szog két szara koziil ahhoz van kozelebb egy belsé pont, amelyiktdl
nem valasztia el a szogfelezé. fgy ha az atlok altal
meghatarozott négy haromszog koziil csak az egyiket
tekintjiik, akkor a mellékelt abranak a satirozott részén vannak
a kedvezd esetek (szogfelezOket hiizunk a haromszogben). gy
a besatirozott rész teriiletének és a haromszog teriiletének
aranya /2 — 1. Tehat a keresett valoszintiség ~/2 — 1.

3. Andrea és Béla délutin 5 és 6 kozt szeretne taldlkozni. Ugy
egyeznek, hogy érkezéstol szamitva mindegyikiik 10 percet
varakozik. Mennyi a valosziniisége annak, hogy talalkoznak, ha érkezésiik idopontja
véletlenszerii?

Megoldas. Abrazoljuk egy koordinatarendszerben az Andrea és Béla érkezésének
idejét, az egyiket az Oz tengelyen és a masikat az Oy tengelyen. fgy minden

lehetséges esetnek megfelel egy M(x,y) pont a négyzet

6
belsejében (2 az Andrea érkezése és y a Béla érkezése,
az egység 10 perc). A taldlkozas feltétele
—1<z—y <1, tehat a besatirozott részen talalhatok a
kedvezé eseteknek megfeleld pontok. Igy a keresett
. . . 1
valoszinliség a két idom teriiletének aranya azaz 1 1
4. A mellékelt abran az A ponttdl a nyilak mentén a B;, B,, () 1 6

Bj; és B, pontokba lehet eljutni. Szamitsuk ki, hogy mennyi
a valésziniisége annak, hogy a B; pontba érkezziink (j € {1,2,3,4}), ha a nyilakra irt

szamok az illeto ut valasztasanak valosziniiségét jelentik!

Megoldas. A B, pontban csak egy uton juthatunk el és ennek a valoszinfisége
%% = é A B, és B, pontokba szintén egy-egy Ut vezet és Al

mindkettonek a valosziniisége él% = % A B, pontba két
uton juthatunk el. Mivel ezeknek az utaknak a valdszinlisége

rendre 2-l‘lzl illetve l-1-1-121, ezért annak a

. 1 1 4 .
valosziniisége, hogy a B, pontba jutunk 3 + 9 = 9 Eztgyis B B B B,

kiszamithattuk volna, hogy kivonjuk az 1-b6l a tobbi valdsziniiségek dsszegét.

5. Mennyi a valosziniisége annak, hogy egységnyi hosszusagndl rovidebb, talalomra
valasztott élhosszusagu téglatest atloja az egységnél kisebb?

Megoldas. A lchetséges esetek megfelelnek az egységkocka belsejében levd
pontoknak, mig a kedvezd eseteknek megfeleld pontok az egyik cstcsban (mint
kozéppontban) elhelyezett egységnyi sugara gomb és a kocka belsejében vannak. igy

ror T
a keresett valosziniiség e
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6. Egy | hosszusagu szakaszon taldlomra felvesziink két pontot. Mennyi a
valosziniisege annak, hogy az igy keletkezett harom diszjunkt szakasszal szerkesztheto
haromszog?

Megoldas. Ha z ¢és y két darab hossza, akkor [ — 2 — y a harmadik darab hossza,

tehat az c+y>l—x—y, v+l—cz—y>y é y+1—x—y>z feltételek kell

e [ l l
teljesiiljenek. Ezek x +y > 3 y < B és < B alakban

irhatok. Ezen kivill az x +y <[ feltétel is kell teljesiiljon [X_

mert harom darabra van sziikségilink. [smét megfeleltetiink az ||
(z,y) parnak egy pontot az [ oldalhosszisagi négyzet

belsejében ugy, hogy = és y két szomszédos oldaltél mért |

tavolsagot jelentsen. fgy a lehetséges esetek a négyzet atldja
altal meghatarozott egyik haromszoget jelentik és kedvezd eseteknek megfeleld

1
pontok a besatirozott részen vannak, tehat a keresett valosziniiség 1

7. Egy zsakban rudak vannak, amelyek hossza 2, 3, 5, 7, 11, 13. Véletlenszeriien
kihuzunk harom rudat. Mi a valosziniisége annak, hogy ezekbol hdaromszoget lehet
osszerakni?

6-5-4

1-2-3

rendezett oldalhosszakat vizsgalunk). Ezekbol a kovetkezo esetek nem felelnek meg
(2,3,5), (2,3,7), (2,3,11), (2,3,13), (2,5,7), (2,511), (2,513), (2,11,13),

Megoldas. A lehetséges esetek szama C) =

=20 (nagysag szerint

(3,7,11), (3,7,13), (3,5,11), (3,5,13), (5,7,13) . Igy a keresett valoszintiség %

8. A mellékelt abran négy kocka sikbeli lefejtése lathato. A kockdak minden lapjan egy-
egy szam van. Két jatekos a kovetkezd jatékot jatssza: Az elsé kivdlaszt egy kockat,
majd a maradékbol a masodik is valaszt egy kockat és mindketten dobnak a sajat
kockajukkal. Az nyer, aki nagyobbat dob. Kinek van tobb esélye?

Megoldas. A kockak altal generalt valoszinliségi valtozok a 0] 3
0 4 3 2 6 1 5) [4]ol4] [3]3]3]
i . , 4 3
kovetkezok X, 12 X, [1], X, 2 1| ¢ X, 11 A 5]
3 3 3 3 2 2 _ _
o e 8 10 | 6 !
Ezeknek a valtozoknak a varhato értéke rendre 3 3, 3 és 3, [2]6]2] [1]5]1]
2 5
tehat tigy tinik, hogy ha az elsé a harmadik kockat valasztja, 2] 5]

akkor tobb esélye van. Ez sajnos nem igaz. Az alabbi tablazat az
Osszes valasztasi lehetOséget ¢és az egyes valasztasokhoz tartozd nyerési
valoszinliségeket tartalmazza (az elsé jatékosra nézve). Lathatd, hogy az elsd jatékos

tetszOleges valasztasa esetén a masodik elérheti, hogy az elsének a nyerési esélye 3

legyen. Ezért a masodik jatékosnak tobb az esélye.
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L 1 1 1 2 2 2 3 3 3 4 4 4
IL. 2 3 4 1 3 4 1 2 4 1 2 3
Pz 411215 105121111

3 9 3 3 3 2 9 3 6 3 2 3

9. Egy gépben 6 alkatrész 1/ 3 valosziniiségggel, 12 alkatrész 1/2 valdsziniiségel és
36 alkatrész 1/ 6 valosziniiséggel romlik el.

a) Mennyi a valosziniisége annak, hogy a gép ledll, ha barmely alkatrész
meghibdsodasa ledllitia a gépet (és egyszerre csak egy alkatrész romlik el)

b) Mennyi a valdsziniisége annak, hogy az elsé elromlo alkatrész az utolso
kategoriabol van?

c) Valtozik-e valami, ha egyszerre tobb alkatrész is elromolhat?
Megoldas. a) A teljes valosziniiség tétele alapjan a keresett valosziniiség

P(A) :El_._gl_i_ﬁl:l
54 3 54 2 54 6 27

b) A Bayes tétel értelmében annak a valoszinlisége, hogy az elromlott alkatrész a

136
harmadik kateg6riabol van P(B,) = % = % .
27

c) Ha egyszerre tobb alkatrész is elromolhat (akar az 6sszes is), akkor a feladat joval
bonyolultabb, mert meg kell vizsgalni, hogy mennyi a valoszinlisége annak, hogy 2,
3, ..., 54 alkatrész meghibasodik.

10. Egy pénzdarabot addig dobdlunk, amig mdsodszor kapunk fejet. Az X
valésziniiségi valtozé jelentse a dobdsok szamdt. Ird fel X eloszlasfiiggvényét, véirhato
értékét és szorasat.

Megoldas. Annak valosziniisége, hogy eldszor az m -edik és masodszor az n -edik

.1 o .
dobas utan dobunk fejet > Annak a valdszinilisége, hogy a masodik fejet az n -edik

dobasbol kapjuk n2—zl , mert az m pontosan n — 1 kiilonbozd értéket vehet fel. Igy

n

az eloszlasfiiggvény X |n — 1|, ahol n > 2. A varhat6 érték E% =4, mert
271 n=1

00 9 2 00 2 -1

Zn(n —1)z" = Lg , ha |21 <1. Hasonlé moédon an) =20 mert
k=2 (1 - l‘) n=1 2

00 2

ZnQ(n—l)x" = %, ha jzi<1. dgy  M(X*)=20, tehat
k= — X

o(X) = JM(X?) = M*(X) =20 —16 = 2.
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11. Egy kockaval haromszor dobunk egymas utan. Az X valosziniiségi valtozo jelentse
a hatos dobdsok szamat. Hatdrozd meg X eloszlasfiiggvényét, varhato értéket és
szorasat. Szamitsd ki annak a valdsziniiségét, hogy X értéke legalabb annyi, mint a
varhato értéke.

0 1 2 3

Megoldas. Az X valoszinlségi valtozo eloszlasfiiggvénye X209 3 3 1|,

¢ 6 6 6

tehat a varhato érték M(X):1~i+2-i+3-izﬁzi. Hasonlo
216 216 216 216 18
modon irhatjuk, hogy M(XQ)zl-i—i-él-i—FQ-L:%:i, tehat

216 216 216 216 9

’ — =——_.A P(X > M(X)) valosziniiség ﬁ

kE+r
12. Bizonyitsd be, hogy az X , ahol p, = C].' \p'q" vdltozé varhaté értéke
k
L ¢ szordsa ﬂ
p p
Megoldas. A varhato érték M(X Z (k+7r)C 2t p'd" =nrp ZC,Wq = i,
k=0 p
- 1 o .
mert az Zx" = azonossag r egymasutani derivalasaval kapjuk, hogy
—x

S n(n —1)(n —2)...(n — 1+ Da™" = f(z), ahol f(z) = —

— 1—2x

. , r! . SN 1 1 L
Mivel f")(z)= m kapjuk, hogy ch+qu = =g = peg A szoras

kiszamitdsdhoz elébb kiszamitjuk az M (X?) Z (k+ryC;t p'q" Osszeget. Ez az
k=0

Osszeg %(r +q) , tehat o(X) = Jra .
p

p
k
13. Bizonyitsd be, hogy az X »

k

n—k
], ahol pk—CCC’”‘ k—On (nmsEN

m

n < s < m —n) vadltozo varhato értéke np (ahol p = — ) és szordsa
m

\/np(l—p)[l—nnl;ll].

n n—k n—1
Megoldas. M(X)=> k G, C,:“ — ZijfC:;’; — SC'Z LN
k=0 C m k=0 Cm m
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n—k n
Z k2 Cm s 5" Z (k; -1 + 1)Ck IC:L Iz —
m k=0
n—1 _ _ _ _ _
C:l C,’,Ll k=0 m m(m —1) m m—1

Ebbdl kovetkezik, hogy o(X) = \/np (1-p) [1 _n-l ] )

k

14. Szamitsd ki az X D, = kC’f k= 0,n eloszlds varhaté értékét és szérdsat.

k

Megoldas. Mivel Z p, = 1, az eldbbi képletek nem értelmeznek egy valosziniliségi
k=0

valtozot.

k

e Jk=2n, ne N\ {1}

15. Hatarozd meg az o € R értékét ugy, hogy az X

valoszinitiségi valtozo jol értelmezett legyen.
n

Megoldas. A O‘Z C? =1 egyenldségnek  kell teljesiilnie. ~ Mivel

2 6 (n—1n(n+1)
k o J
16. Szamitsd ki az X C’ffpkq"*k , k=0,n és C] g = 0,n valésziniiségi

valtozok osszegét és szorzatdt.
Megoldas. Mivel az m = k + j egyenletnek m + 1 megoldasa van irhatjuk, hogy
m m

mkknkmkk: mnm m—k
ZCnC1 pq ZCnCn

17. Az X és Y fiiggetlen valdsziniiségi valtozékra D* (X) =5¢és D*(Y)= 3. Mennyi
D*(3X —2Y)?

Megoldas. D*(3X —2Y) = D*(3X)— D*(2Y) = 9D*(X) —4D*(Y) = 33.

18. Az X és Y fiiggetlen valoszintiségi valtozokra M (X) =4 és M (Y)=T7. Mennyi
M(2X —3Y)?

Megoldas. M(2X — 3Y) = M(2X) — M(3Y) = 2M(X) — 3M(Y) = —13.

m

m m _n—m .

Cyp"q
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1 0 1 0 -1 -1 1
19. 4z X|1 2|, Y|1 92 2| é Z=|9 3| valosziniségi valtozokra
3 3 5 5 5 5 5
szamitsd ki az X +7Z, Y+ 7, X—Z, X*, Y, Z7', X", n €N valdsziniiségi
valtozokat.
-1 0 1 2 -2 -1 0 1 2
Megoldas. X+7=|4 92 ¢ 3|, Y+Z=|4 4 2 6 9/
15 15 15 15 25 25 25 25 25
-1 0 1 2 1 0 0 1 -1 1
X-Z=|2 1 4 2| X'=|1 2, Y'=|2 3|, Z'=|2 3| ¢
5 5 15 15 3 3 5 5 5 5
1 0
X"=|1 9|,¥neN
3 3

20. Hdrom kockat feldobunk és osszeadjuk az eredményeket. Melyik Osszeg
valosziniibb a 9 vagy a 10? (Vizsgaljuk meg mi torténik azonos illetve kiilonbozo
kockak esetén)
Megoldas. Ha azonosak a kockak, akkor a 9 -es 0sszeg a kovetkezd lehet6ségekbol
adodhat:
1+147=14246=14+3+5=1+4+14,
24245=2+3+4=3+3+4+3.
A 10 -es 0sszegnek megfeleld lehetdségek:
1+148=1424+7=14+3+6=1+4+5,
24246=24+34+4=24+44+4=3+3+4.
Tehat a 10-es valoszinisége nagyobb. Ha a kockak kiilonboznek, akkor a 9-es
esetében 3 olyan Osszeg van, amely 6 lehetdséget general, 3 olyan 0sszeg, amely 3
lehetdséget és egy olyan Osszeg, amely 1 lehetéséget generdl. Igy osszesen 28 a
kedvezd lehetdségek szama. A 10-es esetében 4 olyan Osszeg van, amely 6
lehetéséget general és 4 olyan, amely 3 -at, tehat a kedvezd lehetdségek szama 36 .
Ebben az esetben is nagyobb a 10 -es dsszeg megjelenésének valoszinlisége.
21. Taldlomra kivalasztunk egy legfeljebb 10 jegyii n binaris szamot. Mennyi a
valosziniisege annak, hogy barmely hdaromjegyti binaris szamot kivaghatjuk n-bol?
Megoldas. Ellenérizhetd, hogy 8 darab olyan 10 jegyii binaris szam létezik,
amelybdl kivaghaté minden haromjegyi binaris szdm, példaul az 1110100011 szam
1
=
22. Fgy hatszog atloi kozt nincs hdrom dsszefuto. Miutan meghuztuk minden dtlojat,
elhelyeziink 4 pontot 4 diszjunkt sikrész belsejében. Mennyi a valosziniisége, hogy a
hatszég csucsai altal meghatarozott tetszéleges haromszogben a 4 koziil pontosan egy
keriil?

teljesiti a feltételeket. gy a keresett valdszinliség o0
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Megoldas. A lehetséges esetek szdma Cj,, mert 25 tartomany keletkezik. Ezekbdl

pontosan 6 felel meg a feltételeknek, tehat -1-2:3-4 = 2
25-24-23-22 6325

23. Bizonyitsd be, hogy ha P(A) = % és P(B) = % akkor g < P(A| B) < %
Megoldas. P(A|B) = Pan B) P4) 410 _8 . Masrészt a
P(B) ~PMB) 5 9 9
P(AN B) = P(A)+ P(B)— P(AU B) > P(A) + P(B)— 1 — %
7

e P(ANB) _ 190 7 10 17

16t1 | P(A|B) = > =— —=—
egyenlétlenség alapjan P(A|B) P(B) B 10 5=
24. Szamitsd ki P(A)-t, ha P(A|B) ==, P(B|A) =~ és P(A|B)=—
Megoldas. Az adott egyenldségekbdl kovetkezik, hogy P(A NB) = %P(A) ,

4 4 1 1
P(B)=—P(ANB)=—-—P(A)=—=P(4) és
(B)=2PANB) =2 LP(4) = 2 P
= 3 5 3 3 1
P(ANB)=—P(B)=—(1—-—P(B))=—|1—=P(4)].

(AN B) = P(B) = (1~ P(B) = {1~ P(4)

Ezek alapjan a P(A)= P(ANDB)+ P(ANB) egyenl6ségbdl kovetkezik, hogy

6
P(A)=—.
() 29
25. Bizonyitsd be, hogy P(AUB|C) = P(A|C)+ P(B|C)—P(ANB|C).
Megoldas. P(AUB|C)= P«A]Lj(gimc) . (AUB)NC =(ANC)U(BNC),
tehét P(AUB)NC) _ PANC)+PBNC)—-PANBNC)  Bmek  az
P(C) P(C)

egyenldségnek a jobb oldalan 4llo tortet felbontva épp a kivant 6sszefliggéshez jutunk.
26. Az AL A,....,A tetszéleges események egyesitését allitsd el6 diszjunkt

események egyesitésekent.
Megoldas. A UA =A U(A \ 4,),
ANANA =A4A m<A1 mAz>:A3 m(<A2 m(Al\A2))\A3>:
— A U4\ A)U((4 )\ 4)\ 4).

Ebbdl a felirasbol kiindulva induktivan megszerkeszthetjiik a kivant felbontast.

N4 =4 Ua)
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27. Hozd egyszeriibb alakra az (AU B)N (Z U B) N (A U E) eseményt!

Megoldas. (AU B)N(AUB) =B és BN(AUB) = BN A, tehat
(AUB)N(AUB)N(AUB)=ANB.

28. Igaz-e, hogy MHC:C\(CH(AUB))?

Megoldas. AUBNC=ANBNC=(CNANCNB)=(C\AN(C\B)=

=C\(CN(AUB)).

29. Hozd egyszeriibb alakra az (AﬂB)UCU[(AHM)H((CQD)UA)}

kifejezést!

Megoldas. A kifejezés karakterisztikus fliggvényének egyszerGsitésével vagy a

Venn-Euler diagram vizsgalataval belathatjuk, hogy
(anB)UcUl(an(BUC)N((cND)U4)|=4ucC.

30. Oldd meg az AAX = B egyenletet!

Megoldas. A szimmetrikus kiilonbség asszociativitasa miatt irhatjuk, hogy
AAB = AA(AAX) = (AAA)AX = gAX = X,

tehat X = AAB.

1. teszt (358. oldal)

1. Hany darab olyan 4 tagi szamtani haladvany valaszthato ki az {1,2,...,32} halmaz
elemeibol, amelynek az dallando kiilonbsége 4?

a) 19; b) 20; c)21; d) 22; e) 18.
Megoldas. Ha az els6 tag z, akkor a haladvany tagjai z,z + 4,2+ 8 ¢és x + 32,
tehat az 1<z és x+12<32 egyenldségek kell teljesiiljenck. Ezeket az
egyenl6tlenségeket az adott halmazbol 20 szam teljesiti, tehat a helyes valasz b)

2. Ha (a,)

P=a a,-..-a, szorzat értcke

o1 €8V pozitiv tagii mértani haladvany, amelynek kvociense 2, akkor a

1 n(n+1)
a) (al-aQ-...~an>2; b)a'-2"; ¢)a -2 2

1

n
; d) (%'%) ; e)a -2
SRS

a® - 20+1+2+.4.+(7171) _

P _ k—1 r
Megoldas. a,=a 2", tehat P=a a .
n(n—1)

=a/-2 2 . Ebbdl kovetkezik, hogy a c) valasz helyes és az ¢) illetve b) hamis.

Ugyanakkor az a) valasz nem lehet igaz, mert altalaban egy kifejezés nem egyenld a
n(n—1)

sajat  négyzetgyokével. Masrészt \/(a1 -an)n = \/(af -2"’1)n =a"-2 2 mert

1 b

pozitiv tagt a haladvany. Igy két helyes valasz is van a c) és a d).
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3. Hany darab 4 tagu nem konstans mértani haladvany valaszthato ki az
{1,2,...,100} halmaz elemeibdi?

a) 16; b) 25; c)9; d) 32; e)17.
Megoldas. Ha = a haladvany elsé tagja és ¢ a kvociense, akkor a tagjai =, zq, 2q°

és zq°. Tehat ¢* <100 ésigy ¢ <4.Ha qe N \ {1}, akkor csaka ¢ =2, ¢ =3
¢s g =4 esetek maradnak. Az elsé esetben a 8x <100 egyenl6tlenségnek 12
megoldasa van az adott halmazban, a madasodik esetben a 27z <100
egyenldtlenségnek 3 mig a harmadik esetben 64z <100 egyenlétlenségnek csak 1.

Ez eddig 16 haladvany. Ha a kvociens nem egész, akkor biztosan % alaku, ahol

(a,b) =1 és b>1.Igy x:b’, tehdt x <100 miatt b € {2,3,4}. Ha valamilyen b

esetén a = 1, akkor ugyanazokat a haladvanyokat kapjuk, mint az elébb csak forditott

sorrendben, tehat ez ismét 16 haladvany. Vizsgaljuk meg, hogy lehetséges-e¢ az a > 1
2 3

eset. A haladvany tagjai LZE%’:EI)_Q’:EZ)_” , tehat az (a,b) =1 feltétel miatt az %,

%a, %aQ és %cﬁ természetes szdmok is haladvanyt alkotnak, és ebben a

haladvanyban a kvociens is természetes szam. Tehat az eddig talalt 32 haladvany

koziil ki kell valasztanunk azokat, amelyekre az els6 tagnak van b* alak osztéja, ahol

be{2,3,4} és a kvociens relativ prim ezzel az osztoval. Ez egyik esetben sem

lehetséges, tehat a haladvanyok szama 32 ¢és igy a helyes valasz d).

4. Hatarozd meg annak az (an) szamtani haladvany elso tagjat és allando

n>1
kiilonbséget, amelyre teljesiilnek az a, +a, = 42 és a, — a, = 21 egyenldségek.

a)a =0r=4;b)a =-4r=1;¢)a =1r=1;

d)a =12,r=3;€) a =0,r =3.

Megoldas. Az adott egyenléségekbol kovetkezik, hogy 2a, + 6r = 42 és 7r = 21,
tehat r = 3 ésigy a, = 12. A helyes valasz d).
5. Ha S, S,, ..., S, azoknak a szamtani haladvanyoknak az elsé n tagjabol
képezett 0sszegeket jeloli, amelyeknek az elsd tagja rendre 1, 2, 3, ..., p és az allando

V4
kiilonbségeik rendre 1, 3, 5, ..., 2p —1, akkor az § = ZSP osszeg értéke

k=1

a)n+p+1;b)n-p; 0)@(@“); d)%; e) np(np +1).

Megoldas. Altalaban S, = kn+ (2k — 1)% tehat

b

S = ZS_nZkJr (2k—1) = 2(np+1)
1

k=
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A helyes valasz tehat a c).
6. Az 100 és 1000 kozti 12-vel oszthato természetes szamok Osszege

a) 41000; b) 41500; c) 41400; d) 42000; €e) 42400.
Megoldas. A legkisebb ilyen szam a 108 = 12-9 ¢és a legnagyobb a 996 = 12- 83.
gy az osszegiik S =12(9410+...+83) = 12[83;284 — %] = 41400, tehat a
helyes valasz €). A 12-vel val6 oszthatdsag alapjan azonnal lathatd, hogy csak a c)
vagy a d) lehet helyes.

7. Egy szamtani haladvany elsé n tagjdnak dsszege S, = n* —2n. Az elsé tag és az

allando kiilonbség értéke
a)a, =1, r=3;b)a, =1, r=2;¢)a, =2, r=-1;
d)a, =3, r=1;€)a, =1, r=1.
Megoldas. Az S| = a, egyenl6ség alapjan a, = —1. De S, = a, +a, =0, tehit
a,=1¢sigy r=2.
8. Egy természetes szamokbol allo szamtani haladvanyban az egyik tag teljes négyzet.
Legalabb hany ettol kiilonbozo tagja teljes négyzet?

a)l; b) 0; c) 3; d) végtelen sok; e)2.
Megoldas. A helyes valasz d), lasd az ,,Osszefoglalé gyakorlatok és feladatok”
fejezet 2.1. paragrafusanak 31. feladatat.

9. Egy természetes szamokbol allo szamtani haladvany egyik tagja primszam.
Legalabb hany ettdl kiilonbozo tagja primszam?

a)l; b) 0; c) 3; d) végtelen sok; e)2.

Megoldas. Az a, = 3n, Vn > 1 szamtani haladvany els6 tagja primszam és nincs

tobb primszam a haladvanyban, tehat a helyes valasz b).
10. Egy szamtani haladvany két tagja raciondlis szam. Legalabb hdny raciondlis
szamot tartalmaz a sorozat?

a) 1; b) 0; c) 3; d) végtelen sok; e)2.
Megoldas. A helyes vélasz d), 1asd az ,,O0sszefoglal6 gyakorlatok és feladatok™
fejezet 2.1. paragrafusanak 29. feladatat.

2. teszt (359. oldal)

1. Hany négyjegyii kiilonbozo szamjegyii szamot lehet alkotni az 1, 3, 5, 7, 9
szamokbol?

a) 6; b) 24; c) 120; d) 144; e) 625.
Megoldas. Az els6 a kezdeti 5 szamjegybdl valaszthatjuk, a masodikat a megmaradt
4-bol, a harmadikat az el6z6 valasztds utdn maradt 3 kozil, végiill az utolsot 2

szamjegy koziil. igy 5-4-3-2 = Vf = 120 szamot alkothatunk. A helyes valasz c).
2. Hany egész szam teljesitia (n +1) | (nQ + 1) reldciot?
a) 1; b) 0; c)2; d) 3; e) 4.
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Megoldas. Az n* + 1 felbonthaté a kovetkezdképpen:
n+1l=n"-14+2=n-1)(n+1)+2.

fgyaz (n+1) (n2 + 1) feltétel ekvivalens lesz az (n +1) | 2-vel, mivel n +1 osztja

n® —1l-et. A2 egész osztéi a —2, —1, 1, 2 sezek az n=-3, —2, 0, 1l-re

allnak elé6 n + 1 alakban. Tehat a felsorolt négy szam teljesiti az Osszefiiggést. A
helyes valasz e).

4. Egy n oldalii konvex sokszog belsejében felvesziink k pontot iigy, hogy az (n + k)
pontok koéziil barmely harom nem kollinearis. Felbontjuk a sokszoget haromszogekre
ugy, hogy a haromszogek csicsai az (n + k) pontok koziil legyenek. Hany haromszog
keletkezik?

a)n+k; b)yn-k; c)n+k—1;d)n+2(k—1); e)n+2k—1.

Megoldas. Feltételezziik, hogy felbontottuk a sokszoget a kért feltételek szerint.
Meg szamoljuk, hogy a keletkezett haromszogek szdgei 6sszesen hany fokot adnak. A
sokszdg szogei felosztodnak €s részei lesznek a haromszdgek szogeinek. Innen
(n —2)-180° adodik. A belsépontok koriil 360° a szogek mértékének Gsszege. Tehat

osszesen k-360° +(n—2)-180° a haromszogek szogeinek az Osszege. Minden

szdget egyszer szamoltunk és minden haromszdgben a szogek a Osszege 180° és a
k-360° + (n —2)-180°-bol n + 2(k — 1) haromszoget lehet alkotni.

A kovetkez6 modszer a felbontas megszerkeszthetdségét bizonyitja. Felvessziik a
haromszdg belsejében az elsé pontot s felbontjuk a sokszoget haromszogekre, ugy,
hogy a haromszogek egyik csticsa a belsépont legyen. A kovetkezd pont egy
haromszog belsejébe keriil, ezt a haromszoget is felbontjuk haromszogekre. Ezt
folytatva tovabb, a kovetkezdé pont egy haromszdégbe keriil, amelyet felbontunk
haromszogekre. A helyes valasz d).

5.4z 8, =1-C} 4—2-(6’21 + C’ZZ) +..+ n-(C’fl +C2+ .. +C’]l’) oOsszeg egyenlo:
a)w—i-(n—l)?"“; b) (n—l)Z"’“—i—Q—@;
c) (n+1)2; d) (n—1)2"";e) (n—1)2"" 2.
Megoldas

S, =1-Cl +2:(C, +C))+3-(C +C + C)+ ...+ n-(CL+CL +..+C) ) =
=1-(2'=C)+2-(2 = C)) + .. +n-(2' = C)) =
=1-2" 42224+ 4+n-2" —(14+2+...+n) =

(n+1)n
2
1422 . 402 =14 +2)+ (242 + .. +2")+ ..+ (27 +2") =

=2 =) +2(2" 1) +22 (27 1)+ .. +2 2 -1) =

:2(1+2-2l+...+n-2’H)—
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=n-2"—(142+..42"")=n-2"=2"+1=(n—1)-2" +1

S, =2[(n-1)-2" —i—l]—@:(n—l)ﬂ”“ —1—2—@. A helyes vélasz

b).
c 20 30 cr
6. Az S:C—’(’]—i- Cln + 02" —l—...—l—gnfl osszeg egyenld:
a)@; b) n: c)@; dn+l; e 2+l
Megoldas. Kiszamoljuk az altalanos tagot.
n !
K k'k I (n—k) !
k- C ' (n— !
o o =n—k+1 ke{l,2,..,n}
(k—=1) ! (n—k+1) !
C, 20  3C c 1
S—C—’g—i—c—f—l—c—;’—i—...—i—%—n+(n—1)+...+l—w. A

helyes valasz a).
7. Hany négyzet lathato az alabbi abran:

a)l; b) 25; c)51; d) 55; e) 26.
Megoldas. Az 1x1-es négyzetek szama: 25.
Az 2 x 2 -es négyzetek szdma: 16.
Az 3 x 3 -es négyzetek szama: 9.
Az 4 x 4 -es négyzetek szama: 4.
Az 5 x 5-es négyzetek szama: 1.
Osszesen 144 + 9 + 16 + 25 = 55 négyzet lathaté. A helyes vélasz d).

8. Az LQ + LQ + LQ + ...+ LZ _10 egyenlet megoldasa:
R T
a) 13; b) 11; c)9; d) 16; e) 22.

n |

Megoldas. Mivel V' = W az egyenlet a kdvetkezképpen alakul:
n— !
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1 1! 21 n—=2) ! 1o
=
21 31 4 n ! 11
1 1 1 110

ettt =
1.2 2.3 3.4 (n—1)-n 11

1 1) (1 1) (1 1 1 1) 10 110

e - B ol =i S —— e l-—==

1 2) 2 3/ (3 4

Innen n = 11. A helyes valasz b).

= = .
11 n 11

n—1 n

9. Ha T, az n-edik tagja a [Q/?—i—i]" kifejtésének akkor a L _1 egyenlet
megoldasa:
a)n=3; b)n=6; c)n=29; d) n=236; e)n:13.
n—k
J_+—] EC k[ ] ZC]‘Q*?”
n—"7 5 5-n 5 5-n

Innen T, = 25 3 3¢ T =C1°2333 =C)233 3 |

Megoldas.

=7 7

T 6 T 5 Ny _aam n_, T
Tehat —— — Cn25 ?fﬂ =237 =63, de T

Tms CS 233 3 Tn75

— l Kovetkezik, hogy

65 ' = é & %— 4 = —1. Innen adddik, hogy n = 9. A helyes valasz c).

10. Ha az otodik tag a legnagyobb a (2 + m)" binom kifejtésében akkor:
a)m:S‘b)m:13' c)m:5' d) m=8; e)m=29.

m

Megoldas. (2+m)' ZC]‘ 2" m* . Innen 1. = C'2"*m*. A feladat szerint

m m

teljesiilnie kell a 7, < T, egyenlétlenségnek. Behelyettesitve a 7, = C), 2" °m’ -et az
egyenlétlenségbe, kapjuk, hogy C’2"7°m® <(Cl2"'m' & 20} <mC., <
8<m(m—3) & m’—3m—8>0. Megoldva az egyenlétlenséget kapjuk, hogy
m>5.

Ha m > 5 akkor teljesiilnie kell a T, > T, egyenl6tlenségnek. Behelyettesitve a
T = C)2""m' -et az egyenlétlenségbe, kapjuk, hogy C) 2" m’ < C,2""'m' &
mC> <2C & 10>m(m—4) < m’>—4m—-10<0: megoldva az
egyenlétlenséget kapjuk, hogy m < 5. Tehat m = 5. A helyes valasz ¢).

11. 4z (a +2b— 0)2001 kifejtésében az egyiitthatok osszege:

a) 1, b) 22001; c) 42001; d) 32001; e) O
Megoldas. Az egyiitthatok dsszegét kapjuk, ha a kifejezésbe a =b =c =1-et
helyettesitiink. Tehat S = (1 +2 —1)"" = 2°™"_ A helyes valasz e).

3. teszt (360. oldal)
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27> —x +3, z€[0,1]
1.4z f:]0,2] = R, f(z)= iiggvény képtartomanya
f:10,2] f(z) 240t T, xe[m]fggv y kép %

a)

%,4—%&]; b) [3,4+\/§]; c) R; d) Egyéb; e) fnem jol értelmezett.

Megoldas. Legyen f :[0,1] = R, f(z) =22 —2+ 3.

. 1 23 ,
mln]‘;:le:§,f1(O):3€sf1(l):4
. 1 1 .].
Mivel f csokkend a O,Z és novekvo az Z,l intervallumon, ezért a végpontokban

23

éri maximuméat. Tehat f ([0,1]) = [EA .Ha f:[1,2] =R, fw=2+2+x,

akkor f (1) =4 ¢és f,(2) =4+ V2. Mivel f, novekvé az [1,2] intervallumon, ezért
2 -ben ¢éri el maximumat és 1-ben minimumat. Tehat f, ([1,2]) = [4,4 + \/5] és igy

£(0,2]) = %,4&\/5

2. Az [:R—R, f(zx)=lz—al+|zx—b| figgvény legkisebb felvett értéke
a <0< b esetén pontosan akkor 2J—ab , ha
a) |a|=|b; b)ab=-1; c)a+b=0;d)ab=0; e)egyéb.
Megoldas. A fiiggvény explicit alakja:
2(a—2)+b—a, ha z<a

. A helyes vélasz az a).

f@ =1ib—a, ha 1z €(a,b).
2(x—=b)+b—a, ha x>b
Mivel f szigoruan csokkend a (—oc,a), allandd az (a,b), szigorGan névekvd az
[b,4+00) intervallumon, az f minimuma b —a.Ha b—a = 27/—ab , akkor kapjuk,
hogy (\/; — \/5)2 =0, tehat a+5=0. igy a helyes valasz c).
3. Adott az f:R — R, f(x)=/(x =1} +1+J(x—37 +1 fiiggvény. Az aldbbi

allitasok koziil melyek igazak és melyek hamisak?
a) miﬂg flx)=1+5; b) miﬂg flz)=2v2; <) Végtelen sok
TE ze

minimumpont létezik, d) Nincs minimumpont, ) Két maximumpontja van.
Megoldas. Ha tekintjik az A(z,1), B(1,0) és C(3,0) pontot, akkor az

f(z) =|AB| +|AC| . Ennek az dsszegnek akkor van minimuma, ha AB = AC és igy
z = 2, tehat a minimalis érték f(2) = 2+/2 . A helyes valasz b).
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mz—1 . g
4.4z [:(0,00) — (—1,1), f(z)= 3 fiiggvény pontosan akkor injektiv, ha
T
a) m e (—11]; b)m=1; ¢)m=-1; dymeR\{-1};
e) egyéb.

Megoldas. Ahhoz, hogy a fiiggvény injektivitasardl beszélhessiink el6bb meg kell
vizsgalni, hogy jol értelmezett fliggvényrdl beszéliink-e vagy sem. Tehat meg kell
mx —1
z+1
szam esetén. Az els6é egyenl6tlenség pontosan akkor teljesiil, ha m > —1 és a
masodik pontosan akkor ha m <1, tehat m € [—1,1]. Masrészt

_ (xl—xQ)(m—i-l)
f(z) = f(z,) = EESICEnIR

tehat az injektivitds sziikséges és elégséges feltétele az, hogy m = 1. Igy a helyes
valasz a).

vizsgalni, hogy teljesiil-e az —1 < <1 egyenlétlenség minden z > 0 valds

5. Ha a,b,c>1, akkor az E =log, b ;— < + log, ¢ —g a + log, GT—H) kifejezés
minimuma
a) 0; b) 1; c)2; d) 3; e)o.

Megoldas. A szamtani és mértani kozepek kozti egyenldtlenség alapjan irhatjuk,
. 1
hogy E > log, vbe + log, /ca + log, Vab . Mivel log, vbc = 5(10&1 b+ log, c) az

z=log,b,y=log cés z=1log, a jelolésekkel érvényes az alabbi egyenlbtlenség:

EZl y+1]+[z+1]23.

1
2 [m * ;] * Y z
Mivel a = b = ¢ esetén F = 3,az F minimuma 3. A helyes valasz a d).
6. Ha az f:N—=N  fiiggvény  teljesiti  az f=1 és
f(m +n)= f(m)+ f(n) +m +n —2 egyenldséget barmely m,n € N esetén, akkor
f(2001) értéke

a) 2001001; b)2001002; ¢) 1002001; d) 1001001

e) meghatdrozhatatlan.
Megoldas. Az adott Gsszefliggés alapjan f(m + 1) = f(m) + m , tehat indukcioval

(m—1)m

+1. | a
5 gy

igazolhatjuk, hogy f(m)=14+14+24+3+..+(m—1)=

helyes valasz a).
7.4z :{1,2,3,...,2002} — {1,2,3,...,2002} injektiv fiiggvények szama

a) 2002 -2001; b) 2002!;  ¢) 1001-2001;d) 2002°;  €) 2002.
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Megoldas. Mivel az értelmezési tartomany és az értékkészlet ugyanannyi elemet
tartalmaz minden injektiv fiiggvény bijektiv is. fgy az {1,2 3,...,2002} halmaz

permutacidinak szamat kell meghatarozni. Tehat a helyes valasz b).
8.4z f:{1,2,3,...,2001} — {1,2,3,...,2003} szigortian névekvd fiiggvények szama

a) 2001-1001;b) 2001 +1001; ¢) 2001*; d) 2005003 ; e) 2001.
Megoldas. Ha f(1) = 3, akkor a fiiggvény csakis gy lehet szigoraan novekvd, ha

flx)=2+2, £ =1,2001. Tehat ebben az esetben csak egy ilyen fiiggvény létezik.

Ha f(1) =2, akkor az f(z) = z + 1 fiiggvényhez képest valamelyik pontban lehet 2
a fiiggvény ugrasa. Igy van 2001 fiiggvény. Ha f(1) = 1, akkor vagy egyaltalan nincs
ugras az identikushoz képest, vagy egy helyen van ugras ¢s ez lehet egy vagy keét
egység, vagy két helyen van egy-egy egységnyi ugras. Igy a lehetdségek szama
142001+ 022000 -+ 2000 + 2000 + 1 = 2005003

9. Ha f: R — R szigoruan monoton, akkor f o f

a) szigoruan csékkend; b) szigorian ndvekvd,;
c) nem biztos, hogy monoton; d) sziirjektiv; ) bijektiv.
Megoldas. A helyes valasz b), mert z < y-bol névekvd fliggvény esetén

kovetkezik, hogy f(z) < f(y) és igy f(f(z)) < f(f(y)) mig csokkend fluggvény

esetén f(xz) > f(y) de f(f(x)) < f(f(y))-
10. 4z f: R — R, f(z) = max {sin x,CoS a:} fliggvény
a) szigoruan névekvé R -en; b)) nem periodikus;  €) periodikus;
2 2
d) csak

5 -nél nagyobb értékeket vesz fel; €) nem vesz fel

nagyobb értekeket.

-nél

Megoldas. Mivel sin z + cosz = /2 cos [% —z

. ™ .
< V2 és z = Z esetén

flz)= g a d) és e) valaszok koziil csak az €) helyes. Ugyanakkor

f(z +2m) = f(x), tehat a fiiggvény periodikus is. Mivel nem konstans, nem lehet
szigoruan monoton, tehat a helyes valaszok ¢) és e).

4. teszt (361. oldal)

I
1. Legyen 2z =a+bi, a,b €R és 2, = 1+_1. z, — z, akkor és csak akkor valés,
zZ
2
ha
a) z, =1; b) |Z1+1|:\/§vagyz1:z_1¢_1; °)|Zl+1|:\/§9

d) z, =1+21; e) z =2z .
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Megoldas. 2 — z, akkor és csak akkor valos, ha z — 2, =2 —2, =2z —7,.

A fentiek alapjan a kovetkezo, egymassal ekvivalens dsszefliggéseket irhatjuk:

-z _ [1-% 1-z  _ 1-z
— =z — —1, 2, — — =z — ,
Yol+z b |14z Y 147 N 14z
o (Rra)-(-s)04E) 253
o (14+7)(1+2) L E)ra)

A fenti egyenl8ség teljesiil minden z =7z esetén, vagyis, ha z € R\ {-1}. Ha
z, =z, , akkor az egyenl0ség akkor €s csak akkor teljesill, ha 1+ 2z +2 + 22 =2,
ahonnan a 2z =a+ib helyettesitéssel kapjuk, hogy 2= (a+ 1)* +0b°, vagyis
V2 = |z1 + 1| . Kovetkezik, hogy a megoldas egy kor €s egy egyenes egy pontja nélkiil

2.4 2 — 52+ 6 <0 egyenlbtlenséget teljesitd komplex szamok geometriai képe
a) egy szakasz; b) egy szakasz és a felez6merdlegese; €) két egymdsra
merdleges szakasz, d) egy kir és a belseje; e) az iireshalmaz.
Megoldas. Ahhoz, hogy az egyenlStlenségnek értelme legyen, a 2z —5z+ 6
kifejezés valos értéket kell felvegyen. Tehat 2> —52+6=17r<0. Igy

2> —bz+6—1r =0, tehat zn:#,aholrgo.
I. eset. Ha 1+4r >0, akkor r € O,—i , €s 2z, z, valos szamok, valamint
z € 3,3 , 2, € [2,%}.Ebben az esetben 2 € 2,3}U[2,g =12,3].

II. eset. Ha 1+ 4r <0, akkor re[—oo,—i], és zm—gi%i, ahol

u=~—4r —1, u € (0,+00) . Tehat ebben az esetben 2z = S+

,ahol u e R".

y A

=<V
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A fenti esetek alapjan a megoldashalmaz a [2,3] szakasz ¢és az
{z _ 5+iu

/ u € R} felezomerolegese, tehat a helyes valasz a b).

3.4z [: N = {=11,—i,i}, f(n)=1" fiiggvény

a) periodikus; b) injektiv, c) sziirjektiv; d) konstans, e) monoton.
Megoldas. Kiszamolva a fiiggvény els6 néhany értékét, rendre kapjuk, hogy
foO)y=1, =14, f2)=f1)-i=-1, f(3)=f(2)-i=—i, f(4) =1, ahonnan
az f(n)=f(n—1)i, neN " képzési szabaly alapjan kovetkezik, hogy a fiiggvény
periodikus, és foperiodusa 4. Viszont a fiiggvény sziirjektiv is, tehat az a) és a ¢) a
helyes valaszok.
4.4 z-z = z egyenlet gyokeinek szama

a)0; b)1l; c)2; d)3; e)végtelen sok.
Megoldas. z =0 gyoke az egyenletnek. Ha z = 0, kovetkezik, hogy z =1,
vagyis z = 1. Tehat a helyes valasz a ¢).
5. 4 |lzIl — 1| = 1 egyenldséget teljesitd komplex szamok geometriai képe

a) egy kor;  b) két egyenes; c) két kor;
d) egy kor és egy pont; €) egy egyenes.

Megoldas
L. eset. Ha |21 — 1 = 1, akkor |z| = 2, tehat a megoldas egy kor.
IL. eset. Ha |21 — 1 = —1, akkor |z| = 0, vagyis z = 0, tehat a megoldas egy pont.
A fentiek alapjan a helyes valasz a d).

6. Ha =2 —2i, akkora H={n € N'/z" € R} halmaz
a) :{4k/keN*}; b) :{8k+4/keN*}; c) :{Sk/keN*};
d) = o; e):{8k+2/keN*}.

Megoldas. Atirva z -t trigonometriai alakba, kapjuk, hogy

z = Qﬁ[cos_—ﬁ—i-isin_—ﬂ-),
4 4

ahonnan kovetkezik, hogy 2" = (2\5 )ny [COS _ZW +1sin _Z ﬂ] ’

LU (1) és cos T

Tehat a 2" € R, feltétel egyenértékli az sin >0 (2)

feltételekkel. (1)-bél kdvetkezik, hogy _T”” = Ir, tehat n = —4l, ahol l € N,
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(2) alapjan —n%z?mw, tehat n = —8m, ahol m € N . A fentick alapjan

H= {Sk/k € N*} és a helyes valasz c).

2 4
7.4 —+— =3+ 1 egyenlet megoldashalmaza
z Z

a) {1+i};  b) {i}; c) {1—i}; d) {—i}; e) o.

Megoldas. A z = a + b helyettesitéssel az egyenlet a kovetkezé — az eredetivel
ekvivalens — alakban is irhato:

2(a—1ib)+4(a+ ib)

=3+1,
(]/2 + b2
ahonnan a _ba 3 és U 1 egyenletrendszert kapjuk. A rendszer
a’ + b’ a’ + b '

egyediili megoldasaaz a = b =1, tehat z = 1+ ¢, és a helyes valasz az a).
8. Adott az A ={l,i,1+i} halmaz. Egy lépés soran a halmaz egyik elemét

Zz]—zzo

€A,

kicseréljiik a kovetkezd szabaly szerint: a z € A_ szamot kicseréljiik a

szammal, és az igy kapott halmazt A _  -gyel jeloljiik. Ennek a lépésnek az ismétlésével
legkevesebb hdny lépés segitségével érhetjiik el a B = {0,1,i} halmazt?

a)g8; b)16; c)2001; d) nem érhetjiik el;  e) 2000.
Megoldas. Ha S, -val jeloljiik az A halmaz elemeinek Osszegét, és z, -vel az A

halmaz elemeit, ahol 7 € {1,2,3}, akkor altaldban

S = [Zz]—szl + ZZ — 2z, |+ Zz — 25, =4, T, Ty
2€A, z€A, 2€4,

tehat S, =5 =..=5 =2+2i. Viszont a B halmaz eclemeinek Osszege
S, =1+1, tehat a helyes vélasz a d).

9.422% 414¢-31 =z egyenlet megoldasainak szama

a) 0; b) 1; c)2; d) 3; e) végtelen sok.
Megoldas. Ha z =a —ib, akkor ;Z =b és e a, tehat az adott
i

egyenletbdl kovetkezik, hogy 2" +i-3% =a+ib. Ez csak akkor lehetséges, ha
2" =a és 3% = b. Ezekbél az egyenléségekbdl a 2" =a egyenlethez jutunk. Ennek
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az egyik megolddsa a = 8 és igy b = 3. Az egyenletnek két megoldasa van mivel a

2% fiiggvény szigortian konvex és grafikus képe nem érinti az elsé szogfelezét. fgy a
helyes valasz ¢).
10. Egy szabadlyos hatszog egyik csucsanak affixuma 31 és a kozéppontja az origoban
van. A ket szomszédos csucs affixumanak négyzetosszege

a)i; b)O; c)1; d) —3i; e) 3i.
Megoldas. A két szomszédos csucsot, amint azt az abra is mutatja, gy kapjuk meg,

hogy a z = 3i affixumi pontot g, illetve VA
—% szoggel elforgatjuk az origd koriil. 3i
, . . . z .. z Z] X 22
Tehat, mivel 2z =3i= 3[cos 5 + isin 2}, 60l 60
kovetkezik, hogy 0 .

zl23[COS[£+£J+iSiH[z+£]],
3 2 3 2
T .. T m
z2:3[cos[——+—J+zsm[——+—]
3 2 3 2

ahonnan z + 2z, = 0, tehat a helyes valasz b).

b

5. teszt (362. oldal

1. Egy egyenes korkup magassdiga \/ 752° +1302 + 16 és alapkirének sugara
1
3 — 5z, ahol 35 <z < g A kup palastfelszine akkor maximalis, ha

a) o=t br=2; o r=2 dr-—; e z—-—.
3 3 5 20 6

Megoldas. Legyen a kup alkotgja a. A  feltételek  szerint
a’ = 752" + 1302 + 16 + 9 — 30z + 252 = (102 + 5)°,

tehat @ = |10z + 5| .
2
A kiip paléstfelszine F, = == = 7|10z + 5|- (3 — 5z).
i a
3 1 ,
Ha —>z>-, akkor 10z +5| =10z +5, é F, o
///" % o
maximalis, ha = = %, ebben az esetben F, = —12817T A
helyes valasz d).

2.4z ABCDA'B'C'D’ kockéban a D csiics tavolsdga a BD' atl6tol:
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f a\/g a\/— a\/_ a\/g
R G = =t

Megoldas. A BDD' hiaromszogben BD = a+/2 , DD’ =a és BD' = a~/3. Mivel

/ 2
DE = BD-DD = V2 = av2 = af , kovetkezik, hogy a helyes valasz a b).

BD' w3 3
A

D
B C
E

AT D’
B’ i C’

3. Egy kocka sikra valo lefejtése hany kiilonbozé alakzatot eredményezhet
(Osszefiiggd kiteritéserol van szo):

a) 4, b) 5; c) 6; d) 7, €) tobb mint 8.
Megoldas. A kiteritéseket aszerint osztalyozzuk, hogy legtobb hany négyzet
kozéppontja keriilhet egy egyenesre. Ha a forgassal egymasba vihetd kiteritéseket
azonosaknak tekintjilk (de az egymas szimmetrikusait nem), akkor a kovetkezd
alakzatokat kapjuk:

[]

) =1
[ ] EBQD [Hj% IEB%DEHHB

1]

-

[

1]

1.

L]

=

(1]

1]
+
1]

y

Tehat a helyes valasz e).
4. Az ABCDtetraéderben AB =CD =5, BC = DA=+/34, AC = BD =+/41.
A tetraéder térfogata:
a) 20; b) 40; c) 60; d) 10; e) 30.
(Felvételi 1997)
Megoldas. Az egyenld oldalu tetraéderek jellemzési tétele alapjan a tetraéder
egyenld oldalu és igy a térfogatat a
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12V = \/Z(a2 +b° —cz)(a2 -b +cz)(—a2 +b’ +cz)
Osszefliggés alapjan szamithatjuk ki, tehat a helyes valasz a).
5. Egy téglatest éleinek sszege L . A teljes felszinének maximuma
2 2 2 2 2
gl wmI. o g% o’

24 12 3 17 4
Megoldas. Legyen a, b és ¢ a téglatest harom kiillonbozé élének hossza. A
téglatest  éleinek  Osszege L =4(a+b+c), teljes felszine  pedig
F = 2(ab + bc + ca). Irhatjuk, hogy

2

lL—G—(a+b—i—c)2 :a2+b2+c2+2(ab+bc+ac)ZS(ab—i—bc—i—ac):gF,

. L
¢s a fenti egyenl6tlenségben a =b=c¢ :E esetben all fenn egyenlOség. Tehat

2

L
max F = —, és ahelyes valasz az a).
a+b+c=L 24

6. Az ABCD derékszogii trapézt (BC 1 AB) a BC -vel parhuzamos d egyenes
koriil forgatunk, amely a trapézon kiviil, BC -t6l 3 cm -re helyezkedik el. Szamitsd

ki a forgastest térfogatdt, ha AB =5, AD =5 és CD =2.
a) 2567 ; b) 367; c) 2257, d) 1367; e) 1447
(Felveteli 1997)
Megoldas. A feltétel alapjan csak az
AB||CD eset allhat fenn (masként d
CD >5 kellene teljesiiljon). igy a D 2 C ok
trapéz megforgatasa utdn egy olyan
csonka kup keletkezik, amelynek a
kozepébdl ki van vagva egy henger. 5
Ennek a hengernek a térfogata

V.= BB”1-BC =36m. A teljes

csonka kup térfogata

A B A

(AB” + DC” + DC'- AB') = 4?77 +129 =172,

v :WBC

[

tehat a keletkezett test térfogata V =V, —V, = 1367, és a helyes valasz a d).

7. Az ABC derékszogii ( m(f]) =90°) hdromszoglapot megtirjitk az AD = a
magassaga mentén ugy, hogy az ADB és ADC sikok merdlegesek legyenek. Az
ABCD tetraéder térfogata:
a’ a’ a’ A a’
a) —; b) —; c) —; d) o®; e) —.
)5 )< ) ) )%
(Felvételi 1997)
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Megoldas. A feltétel szerint (ABD) L (ADC) és BD 1 AD, ebbdl kovetkezik,
hogy BD 1 (ADC),tehat BD L DC'. Az ABCD tetraéder térfogata
T,,,”AD _BD.DC _ AD
3 2 3
Az ADC, ~ BDA,  hasonlosagbol — kovetkezik, hogy

V =

BD _AD
AD DA
3

AD* = BD-DC , tehat V = %, és a helyes valasz a c).

8. Az R alapsugaru és h magassagu kupba irt maximalis teljes felszinii valodi

henger felszine:
2 2 2 2
a) ThR : ) Th'R . o) Th'R : ) ThR . e) ThR..
h—R 2(h—R) h—R 2(h—R)
Megoldas. =z -szel jelolve a henger magassagat, és r-rel az alapkorének sugarat,

irhatjuk, hogy % = h ; z , ebbol kovetkezik, hogy =z = w

A henger teljes felszine 1  fliggvényében:
F=F + 2r°m = 2rmx + 2r’T =

o = 2W[MR—};W‘+#] :%((R—h)TQ +Rh-7).

Ha R > h, akkor az el6bbi masodfoku fiiggvény
akkor maximalis, ha r maximalis, vagyis r =R, a
henger elfajult (egybeesik a kup alapkorével), és
F =27rR(R—h)+ Rh.

\\—% Ha R <h, akkor a filiggvény maximalis értéke
b A 1 47’ h*R

F[__]______. _T.
2a da 4 %(R_h) 2 h—R

Tehat ebben az esetben a b) valasz a helyes.
9. Az R sugaru gomb koré olyan csonka kupot irunk, amelynek a nagy alapjan
négyszer nagyobb sugari kér van, mint a kisalapjan. A csonka kup térfogata:
3 3
a) 2”7R . b) 7”23 . ) 2nR’; d) 7rR’; e) 14nR’.

(Felveteli 1997)
Megoldas. Az abran lathato jeloléseket hasznalva, a kovetkezé Osszefiiggéseket
irhatjuk:
4A0, =4BO0,, AB = A0, + BO, (mert ACO, = A0,0, és BCO, = BO,0,),

AB* = (2R) +(BO, — AO,) =25A0%,
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ahonnan kapjuk, hogy 2540 = 4R’ +9A0; é 4A0? = R*. Kovetkezik, hogy
2Rm 7

2R .
V. = J-(AOf + BO! + AOlBOQ) = TZlAOf =5 R’m, vagyis a helyes
valasz a b). p P
4 0,
C
E
@] A c
R
B 0, B

10. Az ABCD tetraéderben m(ABC) > 90° és m(ADC) > 90°.
a) AC <BD:;b) AC =BD;c) AC > BD;d) AC = %BD;e) Egyik sem.

Megoldas. Az el6bbi abran lathatd modon lefejtjiik a tetraédert a sikba, igy egy
ABCD négyszdget kapunk. Meghuzzuk a C-bél az AD-re a CD’ mer6legest
(D' € AD), és AB-rea B'C mer8legest (B’ € AB).

Az AB'CD’' négyszog korbeirhatd, és ennek a kornek az atmérdje AC . BD a koron
beliil van, tehat BD < AC'.

Legyen {E} = AC N BD. Visszahajtva a két lapot eredeti helyzetiikbe, a BDE
haromszégben BD < BE + DE < AC , tehat a ¢) a helyes valasz.

6. teszt (363. oldal)

1. A b paraméter milyen értékeire van az z° + a(a +1)2* +ax —ala +b)—1=0
egyenletnek a-tol fiiggetlen gydke.
a) 0; b) I; c)2; d) a e)-1
1. megoldas. Legyen o az egyenlet azon gyoke, mely fliggetlen a -tol. Ekkor
o’ +a(a+1)a’ +ac—a(a+b)—1=0,barmely a € R esetén.
Mivel a fenti egyenldség barmely a € R esetén teljesiil, igaz kell legyen a = O-ra is,
ahonnan kapjuk az o® = 1 egyenletet. Ennek az egyenletnek a gyokei

k k 2 2
a, = cos%—{—isin%, ahol £ =0,1,2,tehat o) =1, o = Cos?ﬂjtisin?ﬂ,

47 ., 4w
Q, = CoOS— + 18I —.
3 3
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I eset,ha @« =1. Ekkor 1+ a(a+1)+a—a(a+b)—1= 0, ahonnan kapjuk, hogy
a(2—b)=0,tehat b =2.

2 2 .
II. eset, ha a = cos% + isin?ﬂ. Ekkor behelyettesitve az egyenletbe kapjuk, hogy:
. A ., 4w
(cos2m +isin2m) +a(a+1) cos — + isin—= +

2 2
+a COS%—F isin?ﬂ] —ala+b)—1=0
A kovetkez6 egyenletrendszert kapjuk:
4 2
cos2m + a(a —i—l)cos?W%—acos?Tr =a(a+b)+1

b

sin27 +a(a + l)sin%r—i— asin%r =0
amely egyenértékii a kovetkezdvel:
a(Ba+b+2)=0
la =0 '
Ekkor a =0 és b € R, tehat a nem fliggetlen a -tol.

4 4 .
III. eset, ha « = cos ?ﬂ + isin%. Ekkor behelyettesitve az egyenletbe kapjuk,
.. 8r .. 8w
hogy: (cos4rm + isindn) +a(a +1) cos—~ + isin = +

4 4
+a[cos?7r+isin?7r] —ala+b)—1=0.
Innen adddik, hogy
a(Ba+20+2)=0
a=20 ’
tehat ¢ = 0 és b € R, tehat o nem fiiggetlen a -tol.
2. megoldas. Az a hatvanyai szerint rendezziik az egyenletet:
a2(x2 —1>+a(372 +$—2>+x3 —-1=0.
Az egyenletnek pontosan akkor van a-tdl fiiggetlen gyoke ha az elébbi egyenldség
nem egyenlet a -ra hanem azonossag. gy 2> —1=10, 2’ +2—b=0 és 2° —1 =0,
tehat x =1 ésigy b =2.
2. Az 2° + px + q = 0 egyenlet gyokeit jeliljiik z, -gyel, x,-vel és x,-mal és minden

5

r r k k k . . 4
természetes k esetén legyen S, = x + 1z, +1,. Az £ = kifejezés
273

a)l; b) 2; c) 0; d) fiigg g-t61  e) fiigg p-t6l
Megoldas. A Vieté osszefliggések alapjan:
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T+, +r, = 0
%, + 1,2, + % =P,
I T,y = —4q
tehat S1 =0.
2
(ml +z, + xs) = (xf + :L'ZQ + xf) +2(x1x2 +z,2, + x:sxl) R

tehat S, = —2p . Mivel z, x, és z, gyokok:

xf+pa:1+q:()
(R) {z) + pz, +¢=0,
z +pr, +q=0

az egyenlOségeket Osszeadva kapjuk, hogy S, + pS +3¢=0, tehat S, = —3q.
Tovéabba, ha megszorozzuk az (R) rendszer megfelelé sorait z7, z és xi -tel és
Osszeadjuk, akkor az S, + pS, + ¢S, = 0 Osszefiggéshez jutunk, és igy S, = 5pq.

65
Viégil, tehdt B — —25 — 3024 _4

55,5,  30pq
3. Ha T, T, .. T, az "4 4+ +z+1=0 egyenlet gydkei, akkor az
S = Z 1 osszeg ertéke
k=1 xk; _2
no__ L on . n+1 o
a)n2 l;b)(n+1)2 +1;c)n2 2
2" +1 2" —1 n+1
d) 1+(n—-1)-2 e) (n+1)-2"
1_2n+1 2n+1 _1

1. megoldas. P(0)=0, P(1)=1 kovetkezik, hogy 2 =0 és z=1 nem
lehetnek a P (z) = 0 egyenlet gydkei. 2" +2" ' +...4+ 2 +1 =0 egyenlet mindkét

oldalat beszorozzuk, z —1-gyel, kapjuk az z""

.. 2km
+ 281n 5
n+1 n—+1

=1 egyenletet, amely gyodkei

T, = cos ke {1,2,...,n}, mivel z = 1-gyel.
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Tehat a gyokok mind kiilonbozoek és x, = 2 barmely k € {1,2,...,n} esetén, igy S, -

nek van értelme, felirva a Vieté osszefiiggéseket az " +2" ' +..+2+1=0
egyenletre, kapjuk:
Z T = (= 1)1

Z TT, = (—1)2

Z zx,..x = (=1)""

1.1, = (—1)"

Matematikai indukcidval igazoljuk, hogy barmely n > 2

n

1:[(:1:1 —2) = gq _2(2331'“%71) +2° (le...xnﬂ) + ...
(2 (D) + (-2

n = 2 esetén (:13l —2)(:1:2 —2) =z, —2(:1:1 —I—:c2)—|—4.

n = 3 esetén

(zl —2)(1‘2 —2)(z3 —2)::E:B33 —2($1l‘2 + 2,7, —|—l‘3$1)+4($1 +z, +x3>—8.

17273

(M

Feltételezziik, hogy az allitds igaz barmely k£ <n természetes szdm esetén és
igazoljuk (n +1)-re.

1 n

(xi - 2) - (anrl - Q)H(xi - 2) =

1=1 i=1

Hw 23wz, )+2 (D7, )+t (—2)”] =

i=1

n

T

< )
n+l
n+1

le - 2<Z$1...xn> +2? (le...mn_l> o+ (_2)n (le) i (—2)"“ ‘

A mi esetiinkben az (1) -es Osszefliiggés ¢és a Vieté dsszefiiggések alapjan

n

(2) H(SL’ —2)=(=2)" (1" +(=2) (=)' + ...+ (=2 () +(-2) =
(2" (="

_ _(_ n+1 _ n+1
= T = (=" (1—-2"").

Ugyancsak indukcioval igazolhato, hogy barmely n > 2 esetén

[z (ml — 2) <x2 — 2) (%4 — 2)] = Z TT,..T, | — 2 (2 (Z TT,.T )) +
+2° (3 (Z T.T,..7, )) — (=2 ((n —1) (Z x1)> +(=2)""n.

A (2) -es Osszefiiggésbe helyettesitve a Vieté osszefliggéseket irhatjuk, hogy
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[Z (ml — 2) (x2 — 2)...(%71 — 2)] =
= (=1 =2 2(=1)" P 223 (=) (D)2 =
= (1" [14+2:243-22 4.+ (n—-1)2"" +n2" | =
=) 144D 244 (n-2)+ D)2+ (n -1 +1)2" '] =
D)4 24 2 ) 2(1 2 27 ) 2 (14 2) + 20
=)o — 1)+ 22 <)+ 22 22— 1)+ 2 (2-0)=
()" 2" = (1424427 ) = ()" 1+ (n—-1)2"].

Ko6z6s nevezdre hozva a torteket:
. [Z(wl ~2)(z, = 2)...(z, , — 2)] ()" -12"] 1+ (n-1)2"
n n - n+1 - n+1 :
I1(z —2) (- [1—2""] 1-2
i=1
A helyes valasz d).
2. megoldas. A P(z)= (v —z,)(z —x,)...(r — z,) polinomra igaz a
Plla) 1 1 1 1
+ + +...+
P(x) x—2  x-1z, T-1, r—zx,

egyenldség, ahol P’ a P polinom (formalis) derivaltja. Igy

k-2t
. D DL
- - n - 1 _ 27L+1 :

" P2) Z ok

4. Ha az f(z) = 2’ + az® + b polinom (b = 0) gyokei x,, x, és x,, akkor az

S:f<;r2+$3>+f(:v3+x1>+f(:vl—l—x2)
T z,

2171 2

osszeg érteke
a) a’; b) 2a —b; d) o’ +0*; e)l.

Megoldas. A Vieté osszefliggések alapjan:

c) —2a°;

z, —i—mz —i—xs = —a
Tz, +r,r, + r,0 = 0.

T,T,T, = —b

z, +3, +7, :<37 + T, +$3)2 —2(271:52 + 7, +x3z1>:a )
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f(av1 +x3):(x2 —|—x3)3 —|—a(x2 —|—x3)2 —|—b:—(a+x1)3 —i—a(a—l—xl)? +b=

:—(a+xl)2x1+b.

TehétM:(a+xl>z+_
z, z,
Hasonl()anM:—(a+x2)2+i,ésM:_(a+$3>2+i'
T T x x

2 2 3 3

Tehat S = —[(a +;r1)2 +(a +;r2)2 +(a +;r3>2}+b$1$2 T 2T, + 1T

L, Ly Ty

:—[aQ —i—(xl + z, +x3)+(x12 + +x§>]:—2a2.

A helyes valasz c).
5.4
P($):1+I+x(x+l) +:17(33+1)(3:+2)+ +x(z+1)(z+2)...(:1;+n—1)

2 ! 3 ! n !
polinom gyokei
a) valos szamok;  b) természetes szamok; ¢€) valodi komplex szamok;

d) egész szamok; ) nem mind valés szamok.
Megoldas. Legyen

B z(z+1) z(z+1)- ... (z+n-1)
fn(ac)—l—l—:c—l—?—i- .+ S .

Matematikai indukci6é modszerével igazoljuk, hogy f, gyokei —1, —2, .
n =1 esetén az 1 + = = 0 egyenlet gyoke —1.
z(z+1)

e, M.

1
n =2 esetén az 1+ x + = 0 egyenlet atalakitva F(m +1)(z+2)=0,

tehat a gyokok —1 és —2. Tegylik fel, hogy barmely £ < n esetén az
z(z+1) z(z+1)- .. (z+k-1)
==L+ =0
! k!
egyenlet gyokei —1, —2, ..., —k. Bizonyitjuk, hogy az f  (z)=0 egyenlet

gyokei: —1, =2, ..., —n, —(n+1).

1+2x+
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/ ; z(z+1) ... (x+n)
@) = f, @+ .
n+1 n (n + 1) '
Az indukcios feltétel alapjan f (—1)=f (—=2)= ... = f (—n) =0, ugyanakkor
r(z+1) ... (x+4+n)
¢szrevehetd, hogy az kifejezés a -1, -2, ..., —n
(n+1) !
értékekre szintén 0.
Ebbdl kovetkezik, hogy f  (-1)=f  (-2)= .. =f (=) =0.Tovabba
n(n+1)
[ (=n—=1) :1—(n—|—1)+T+...
nn+1)..(n+k—1) . (n+1)1°
(-1 ..+ (-1
=D k! =D (n+1)!
n n n+1
fn+1 (_n _1) = CS,H B C:Lﬂ + Cjﬂ_ +(_1) Cnill = (1_ 1) T= 0,

tehat —(n +1) is gydke az f (z) =0 egyenletnek. Tehat az f  (z) =0 egyenlet

gyokei —1, =2, ..., —n, —(n +1) s mivel az egyenlet (n + 1)-ed foka nem lehet
ennél tobb gyoke. A helyes valasz a) és d).
Lo o 2, a P(Q(x)) = 0 egyenlet gyékei, ahol P(z)= x* 4 3z +1

és Q(r)=2"—92° +102" —z—3.

6. Legyen T,

a) Z r, =18; b) A gyikok egyenldk egymassal;

18 -
c) Y a =18; d)z, cR, k=118 e)r, ¢R, k=118.
k=1

Megoldas

P(X):X2+3X—|—1:[X—|—3+2\/3][X—|—3_\/5].

P<Q<X>>=Q<X>2+3Q<X>+1=[<QX>+3+f][@<x> 3‘f].
P(Q(X))=[(QX)+ 3+2*/5][Q(X)+ 3_2*/5]:0
Ha
[Q(X)+3_2*/3]:X9 —9X® +10X"7 —X—3+3_2\/3 =0

18
ekkor a gyokok Osszege a Viete-képletek alapjan Z T, =9.

i=9
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18 9
Tehat a gyokok Osszege S = in = 18. Ugyanakkor fo =81—-20=61 és
i=1 i=1
18 18

> 2’ =81-20=61, tehat » 2’ =122. A Viéte-képletek alapjan az is lathato,
=9 i=1
hogy nem lehet minden gyok ugyanolyan eldjelii és a gyokok nem mind egyenlok

egymassal, tehat a helyes valasz a).
999

7.Haa k=0, 1998 a P(X) = (1 + 2+ 2 )999 polinom egyiitthatoi, akkor kz:a%
=0

a) primszam; b) oszthato 3-mal; c) paros; d) 11111; e) 0.
Megoldas

(1+X+X2)999 =C' 1+X)"+0 X1+ X)" +...

999 999

o+ 0398X1996 (1 + X) + 0999X1998 _

99 999

=Cy (C“ +CL X+ . +c9"9X999)+

999 999 999 999
+C!
999
2
+C

999

(CO +C! X+...+C‘“‘f’ng‘“‘S)X2 +

998 998 998

(C” + O X+...+0997X997)X4+...

997 997 997
998 0 1 1996 999 31998
et O (CV 4+ CIX) X 4 O X
999 1 1 999
999

> oa, =8 =ChCo +(C0,C2 +ClCh ) +(Co Coy + Ciao O+ C2 Co )+

999~ 999 999 ~ 999 999 ~ 998 998 ~ 999 999 ~ 998 999 ~ 997
k=0

—{—(CO 0998 _|_01 0996_|_”.+C49900

999~ 999 999 ~ 998 999 500>+

+<Cl 0998 +02 0996 +...+C49802 +C49900 >+

999 ~ 998 999 ~ 997 999 500 999 ~ 500

+(03 0996 +C4 0994 +...+C49800 >+<C’5 0994 _"_06 0992 +...+C497C'0

999 996 999 995 999 498 999 ~ 994 999 993 999 497) +

ot (Con O+ ConCY ) + Coe =

999 999 71 999

= Oy (Coy 4 Coy + Cog + oo+ Co )+ Co (Con 4 e + Co A+ o+ Co ) +

999 999 999 999 999 999 998 998 998 998

+C (Co 4 Chp 4 Coy o+ Ot )+ 4+ €l O + Coe =

997 997 997 997 ) 999 T 1 999

— 2998 CU 4 2997 Ol 4 2996 02 N 20 0998 4 0999

999 999 999 999 999 *

Tehat
S — 2998 CO + 2997 Cl + 2996 CZ + +20 0998 + 0999

999 999 999 999 999 *

29 — (299900 LSOl oW L gl o9 +200999) + O és igy

999 999 999 999 999 999
28 = (2+1)™ +1= 3" +1, ahonnan
_ 3999 4 1 _ 3999 4 1999 (3 4 1) M

= =2M.
2 2 2

S
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999
Tehat a, =S = paros szam és a helyes vélasz c).
k=0
n

2 n
Megjegyzés. P(X)=(1+X+X*) kifejtésében > a, — %
k=0

megkaphatjuk sokkal egyszeriibb modon is. A Q(X)= P(X)+ P(—X) polinom
B

egyotthatoinak Osszeg 22 a,, -
k=0

és ezt

8.4z 2’ —ax® +br +1 =0 egyenletnek a és b gyokei. Az a és b értéke
a) a=1 és b=0; b)acRésb=-1; cjacR e b=1;
d)ja=1ésbeR; e a=1éb=-1.
Megoldas. Legyen f(2) = 2° —az” + bz +1=0. f(0) =1 = 0 kdvetkezik, hogy
a =0 és b= 0, mert ellenkezo esetben f(0) = 0 kellene legyen (a és b gyokok).
{f(a):O [ab—i—l—O

=1, .
f)=0 b’ +(1—a)b* +1=0
Kovetkezik, hogy a = —% és b* + (b +1)° +1=0. Mivel

B+ (b+1) +1=b"+b"+20+2=(b+1)(b° +2),
az egyetlen valos gyok b = —1,igy a = 1. A helyes vialasz e).
9. 4 P(X)= X"+ X" +1 polinom pontosan akkor oszthaté az X’ — X +1
polinommal ha

a) n=2001; b)n=6més meN;¢c)n=10"+1;

d)n=6m+5 és meN; e)n6{6m+2, 6m+4|m€N}.

Megoldas. Ha o gydke az X’ — X +1 polinomnak, akkor P (a)=0, mert
X? — X +1 osztja P(X)-et, masrészt o’ — a + 1= 0, kdvetkezik, hogy o = —1.

P@=a" +a" +1.
Ha n = 6m akkor

P =a"" +a" +1=(a*)" +(a*)" +1=(-1)" + (-1 +1=3.
Ha n = 6m + 1 akkor

P@=a"" +a" +1+1=(a’)"a* +(a’)"a+1=0a’ +a+1=0.
Ha n = 6m + 2 akkor

P =a""" +a"? +14+1= (a:’ )4%1 a+ (as)m d+l=a"—a+1=0.

Ha n = 6m + 3 akkor

P@=a"" +a"" +1+1=(a*)"" +(’)"" +1=1-1+1=1.
Ha n = 6m + 4 akkor
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P@=a""" +a"" +1+1= <a3)4m+2 a’ + (a3)2m+l at+l=a’"-a+1=0.
Ha n = 6m + 4 akkor

P)=a""" 4o 4 1= (a3>4m+3 a+ (of)m+1 a’+1=—-a’>—a+1=0.
Tehat X* — X + 1 pontosan akkor osztja P (X)-et ha

n € {6m+2,6m+4|m e N},
A helyes valasz e).
10. Az (m+1)z° —(m* +5m —5)z* +(m* +5m —5)z —(m+1) =0
egyenletnek pontosan akkor van egy haromszoros gyoke, ha
a) me{—4,4}; by me{-3,1}; ¢) me {2}; d) m € {—4,2}; e) m € {-2,2}.
Megoldas. Legyen
P(X)=(m+1)X* —(m2 —|—5m—5)X2 —|—(m2 +5m—5)X—(m+1),

ahol P € R[X]. Mivel gradP = 3, ez pontosan akkor tejesiil, ha m + 1= 0, tehat
m = —1. Mivel P(0)=—(m+1)=0, tehat z =0 nem lehet gyoke a P (z) =0
egyenletnek. A Vieté osszefliggések alapjan:

xl+x2+x3fm +5m—5
m+1
m? +5m—5

xle + $2$3 + x3x1 = ’

T T, = 1

ahol z, z,, z, a P(x) =0 egyenlet gyokei s mivel haromszoros gydke van az

2 b
egyenletnek, ezért z = z, = z, = a, tovabba:

3a:m2+5m—5
m—+1

3a2:m2+5m—5‘
m—+1

a’ =1

Az elsd két egyenlet alapjan 3o = 3a”, s mivel o = 0, kapjuk, hogy o = 1.

2
Tehat wfﬁf = 3, ahonnan kapjuk, hogy az m paraméter —4 és 2 lehet.
m
Mivel mindkét esetben az z = —1 haromszoros gyok a helyes valasz d).

Tovébbl
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