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2.2. Indukci6 a geometriaban

2.2.1. Szamitasi feladatok
2.2.1. Feladat. Hatirozzuk meg az R sugaru korbe irt, 2" oldalu szabalyos sokszog
oldalhosszat!
Megoldas

n=2 esetén a 2" =4 oldalu szabalyos sokszog a négyzet; az R sugari korbe irt
négyzet oldalhossza a, = R2.

n=3 esetén a 2° =8 oldalti szabalyos sokszog oldalhosszat a kovetkezd 4bra alapjan
szamitjuk ki:

M—P N MN=a,=RJ2, AN =a,,0P=y=

v
—————————————————————————————————— A1P=R—y=R—4/R2—a és

9, 4
0 P AN = A1P2+PN2:\/R +R* - r

2
tehat a, =\/2R2 ~2R,|R? —“74 —R[2-2.

n =4 esetén az R sugara korbe irt szabalyos 16 oldali sokszog oldalhosszat (egy) a fentihez
hasonlo moédon szamitjuk ki, és azt kapjuk, hogy

2
a5 = \/ZRZ —~2R.|R’ —% =R\2-/2+-/2, n=5 esetén az R sugart korbe irt szabalyos
2
32 oldala sokszog oldalhossza: a,, = \/2R2 2R |R? - % = R\/2 —2+42+4/2 .

Az nei2, 3,4, 5} -re kapott értékek alapjan feltételezhetjiik, hogy

a,, :R\/2-J2+«/2+...+ﬁ minden n > 2 esetén.

n—2 darab 2—es

Feltételezéslink  helyességének  igazolasa  érdekében  bizonyitanunk  kell, hogy

a0 =R\/2—J2+«/2+...+ﬁ ,ha a,, =R\/2—J2+«/2+...+ﬁ .

n—2 darab 2-es

n—1darab 2-es

az, 2
a,. :Jsz —ZR\/RZ - T 2R 2R (R —132+J2+«/2+ 442

n-2db.

:\/sz_RzJ%ﬁ.ﬁf :RJz_@m,

n—2 darab

n—1darab

tehat a_, :R\/Z—\/2+ 24 .. 4+42, Vn22-re.
n—2db.
Megjegyzések. 1. A fent bizonyitott képlet segitségével a 7 szamot meghatarozhatjuk

kilonb0z06 sorozatok hatarértékeként.
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a) Bizonyitsuk be, hogy 7r=1im2”\/2—\/2+«/2+...+«/§ ;

n—2 darab

b) Bizonyitsuk be, hogy 7 = lim

TR [ 2]}

Bizonyitas

a) Az R sugart kor 2zR keriilete nem mads, mint a beirt 2" oldalhosszl szabalyos sokszog

keriiletének hatarértéke, amikor n a végtelenbe tart. Tehat

2R =1im2"a,, = 1im2"R\/2—J2+«/2+...+ﬁ : tehat
n=2 db.

n—0

7= 1im2"-1\/2—J2+«/2+...+ﬁ .

n—2darab

b) Az R sugart kor 7R’ teriilete nem mas, mint a beirt 2" oldalhosszii szabalyos sokszog
i s . . , |
teriiletének hatarértéke, amikor n végtelenhez tart. A teriilet: 7 = 5 2" -a AP s ahol

2

ap,, = R =% :§\/2+«/2+...+ﬁ

4
n—1darab
a sokszdg apotémaja. Igy T, :2"‘2-R2\/2—J2+«/2+...+ﬁ -\/2+«/2+...+(=
n-2 n-2
=2"7 ~R2\/2—w/2+...+ﬁ =2"?-R-a,,
n-3
T, 2".a,-ap, ap, °
2 _ — Py _ %P, :003180 gy
T,. 2" -R-a, R 2"
L heh_ o1 1]
T, T, T, T 180° 180" 180"
cos—— cos cos
2 8 4
2
ahonnan 7, =T, - ! = 2R . Igy a kor
180° 180 180° 180° 180° 180°
COS———+...nC0S———COS——  COS——+...-COS———COS— —
8 4 2 8 4
2 .o 4 : 2R2 ror 3 .
7R~ terlilete egyenld a lim - — hatarértékkel, vagyis
cos45” -...-cos = cos 2”‘3

7 = lim

H(F f ”m

a7
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képletet hasznaltuk.

ahol a cos =
2

2. Ha matematikai indukcié segitségével kiszamitjuk a 2" oldalu, p keriileti szabalyos
sokszogbe és a sokszog koré irt korok », és R, sugarait, tovabbi sorozatokat gyarthatunk,
amelyek hatarértéke 7 .

2 a2 _pl2

n=2 esetén 1/2:%:g és R, = 22 3

n -szogbe és koré irt korok », és R, sugarai fliggvényében a p keriiletli szabalyos (n + 1)-

. Most szamitsuk ki a p keriiletli szabalyos

szogbe és koré irt korok r,,, és R,,, sugarait, a

C mellékelt 4dbra segitségével.
G Az dbrin AB=a, =2, C az AB Kériv
E 2 2n

felezopontja, E ¢és F pedig az AC ¢és BC

A D B felezépontjai. Mivel
m(EOF )= m(EOCZ)+ m(COF /) =

_m(40C2) s m(BOCZ) m(AOB~)

0 2 2 2

kovetkezik, hogy EF a 2""'oldali, OF sugaru korbe irt kor oldala. Ennek a sokszognek a
keriilete:

3

AB .
2" EF =2 S 2"AB=p,igy r,, =0G és R, =OE. Mivel OC-0G=0G-0D,
. . . R +1 oottt
kovetkezik, hogy R -7, =r,. —r, vagyis r, =" 5 “. Az OEC derékszogl
, . 2 . 2 Rn + rn
haromszogben OE” =O0C-OG, vagyis R, =R, -r,,,,ahonnan R , =_|R, - .
Vizsgaljuk most meg az r,, R,, r;, R;, ..., 1,, R, , ... sorozatot. A sorozat hatarértéke a
p kertileti kor sugara, azaz 2
V4
1 2 2-1 2-/2 -4 1
p=2-re r2=z, R2={, r3=\F8, R3=£ stb. Ha =0 ¢és R1=5—et

valasztunk, akkor a

0

11 2 2-1 22-4 22444241
s 2 s 4 s 4 s 8 s 8 5 16 5 aes
sorozat (amelyet gy képeziink, hogy az els6 két tagot leirjuk, majd felvaltva az eldzo két tag
szamtani, majd mértani kozéparanyosat képezziik), hatarértéke a 2 keriiletll kor sugara,
vagyis l
T

2.2.2. Feladat. Legyen az R sugaru korbe irt szabalyos k -szog beirt korének sugara r, .
Bizonyitandd, hogy
(n + 1)7’n+1 —nr, >R.
(Szovjet versenyfeladat)
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Megoldas. Nyilvanvaldéan k>3, igy az R, r, és a szabalyos k-szog a, oldalanak fele
altal alkotott derékszoglh haromszogbdl

T
r, = Rcos—,
k

tehat ( R -rel végigosztva) azt kell bizonyitanunk, hogy

(n+1)cos d —ncos£>1=0050,(1)
n+ n

mas szoval, hogy
n+l1 T T
n| cost———cos— |>cosO—cos——.
n n+l1

Mindkét kiilonbség pozitiv, igy ez az egyenldtlenség akkor és csak akkor teljestil, ha a bal és a
jobb oldalanak hanyadosa nagyobb, mint 1. Szorzatta alakitassal

i 4
n(cos” — cos”] nsin 2 sin 2n+l 3
n+1 n) _ n(n+1)' n n+l1l (2)
T T T ’
cosO0—cos—— — —
n+l sin 2 sin 2
n+1 n+1

Itt a masodik tényezd nagyobb 1-nél, hiszen egyrészt

2n+1 1 1 1 1
=—+ <—+-—-<l1,
n(n + 1) n n+l 3 4

masrészt

z
£>2n+1. 2
2 n 2+1 n

masrészt mert a sinus fliggvény a (0, 2) intervallumon monoton névekvo és pozitiv. (2)

elsé tényezdje egyszeriibben igy irhat6:

I’l.SlIl.X’ (3)
sin nx
z
ahol x =(21), és igy O<x<mx< % , s errdl teljes indukcidval mutatjuk meg, hogy
n(n+

mindig nagyobb 1-nél, ha n természetes szam.
n =2 esetén 0 < cosx <1 alapjan
2sinx > 2sin xcosx =sin2x,
allitasunk helyes. Feltéve, hogy az n természetes szamra (3) értéke nagyobb 1-nél, vagyis
mas alakban
(0 <)sin nx < nsin x, akkor
sin(n + 1)x = sin nx cos x + cos nxsin x < sin zx + sin x < nsin x +sin x = (n +1)sin x
tehat a tulajdonsag igaz n+1-re is. Ezek szerint (2) mindig nagyobb 1-nél, és az
elérebocsatottak szerint egyértelmii a feladat allitasaval.
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2.2.2. Trigonometrikus azonossagok

2.2.3. Feladat. Igazoljuk, hogy o = % , akkor

1 1 1 1
: +— Fod— =, (1)
sin2¢a sinda sin2"a sina

(Komal, 1978)
Megoldas:
Bizonyitsuk be elsé 1épésként a kovetkezé allitast: Ha 2°a#mx
(k =0,1, .., n; megész szélm), akkor:
LI S SR 'sm(Z -l 2)
sin2a  sinda sin2"a  sina  sin2"«
A bizonyitds mddszere teljes indukcio, n =1 esetben az allitas trividlis. Tegyiik fel, hogy n -
re teljesiil az allitasunk, megmutatjuk, hogy (n + 1)-re is igaz. Az utols6 n tagra és o helyébe
2 -t itva alkalmazzuk az indukcios feltevésiinket, ¢és a sin2x=2sinxcosx,

X+ X —
yCOS Y

sin x +sin y = 2sin

azonossagokat:
1 1 1 1 1 sin(2" - 1Pa
: +| — ot = — +— -— =
sin2a | sin2(2a) sin2"(2a)) sin2a  sin2a  sin2" -2«

1 .sin2” -2a+sin(2" —1)-2a _

sin 2a sin2™«
1 2 sin(2 mH l)a cosa 1 sin(2 o l)a
2sina cosa sin2"™ o sing sin2""'«

Ezzel éllitasunkat igazoltuk.

Ha o=

. akkor (2" —l)a =sin2"a, mivel az argumentumok Osszege 7. Az allitas

n+l

k
feltételei teljesiilnek, hiszen 0<k<n esetén 0<2'a = 22M ”1 <rm, igy (2) éppen a

bizonyitand6 egyenl6tlenséget adja.

2.2.4. Feladat. Igazoljuk, hogy minden n természetes szam mellett érvényes a kovetkezd
Osszefiiggés (ha a olyan, hogy a kifejezések értelmezettek):

tgaritgZ+ g%+ L g Lg% ocg2a (1)
BT B T By T T B T B oo

(Komal, 1973)
Megoldas. Teljes indukcioval bizonyitunk. P(n)—nel jeloljiik az (l) -et kifejezo kijelentést.
n =2 -re az allitas tga = ctga —2ctg 2« , ami igaz, mivel

cg’a—-1_ctga 1

ctgla = ,
2ctga 2 2ctga

minden olyan & -ra, amelyre ctg2qa értelmezett.
Bizonyitjuk, hogy ha P(n) igaz, akkor P(n + 1) is igaz. Valoban,
[tga+1tga+...+ ! tg “ j+ : tg o _ ! ctg£—2ctg2a+ ! -tg o _
D) L gnl ©anl T an o el el
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1 o o
t +2ctg— |—2cte2a =
2n+l ( g 2n+l g 2nj g

tehat az egyenlGség teljesiil minden n € N esetén.

ctg%—2ctg2a ,

2n+1

2.2.3. Kombinatorikus geometria

Felbontasok
2.2.5. Feladat. Hany haromszdgre bonthat6 fel egy n oldali sokszog az egymast nem
metsz6 atlok segitségével?
Megoldas
n = 3 -ra, tehat haromszog esetén ez a szdm 1, négyszog esetén kettd, 6tszog esetén 3.

Indukcios feltevésiink, hogy barmely n oldala (n > 3) sokszog (n — 2) haromszogre bomlik,
egymast nem metsz0 atlok segitségével. Feltevésiink bizonyitasa érdekében azt bizonyitjuk,
hogy, ha allitasunk igaz minden k <nesetén, akkor igaz az n-et kovetd n+1 természetes
szam esetén is. Valoban, ha az (n+1) oldald A4 4,..4,, sokszog valamely A4 A4, atlojat
tekintjik (k > 3), az a sokszoget két sokszogre bontja: a k oldalu A4 4,...4, sokszdgre és az
(n+1-k+2) oldala 4,4,,,..4
k—2,illetve n+1-k 2-2=n+1-k haromszogre bomlanak, tehat az n+1 oldali sokszog
(k=2)+(n+1-k)=(n+1)-2 haromszogre bomlik.

2.2.6. Feladat. Hany, egymast nem metsz0 atlo segitségével bonthato fel egy n oldalu
sokszdg haromszogekre?

Megoldas. Az 1-es feladatban lathato, hogy ezek az atlok n—2 haromszogre bontjak a
sokszdget. A sokszog oldalainak szdma n, a felbontdsban szereplé atlok szdma pedig N .
Minden oldal egyetlen haromszognek oldala, minden 4tlo két haromszognek oldala. Igy a
haromszogek oldalainak szama: n+2N, masrészt, mivel n—2 haromszégiink van,
mindegyiknek hérom oldala, ez a szam 3(n—2), ahonnan n+2N =3(n—2), tehat N =n—3.

A, sokszogre, ezek pedig az indukcids feltevés alapjan

n+l

2.2.7. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy egy n oldalu konvex sokszoget az atloi
(n=1)n—2)n*> = 3n+12)

haromszogre bontanak, ha ezek az atlok olyanok, hogy harmanként

24
Osszefutoak.
Megoldas. n=3n esetén (3 — 1)(;; 2)' 12_ 1 haromszdgre bomlik a hdromszdg, ami igaz.
. 3-2-16 . iy e .
n=4 esetén Y = 4 haromszogre bontjak az atlok a négyszdoget, ami igaz.
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Feltételezziik, hogy a kijelentés igaz n-re. Jeloljik P(n)-nel az n oldali sokszog

— [— 2_
felbontisaban 1étrejové haromszogek szamat. Ekkor P(n)= (n =1 2)(11 3n+12). Az

24
(n+1) oldalu A4 A4,..A,A4,,, sokszoget az A A, 4tloja az n oldal 4 4,...A, sokszogre és az
A A, A, hiaromszogre bontja. Az 4 A4,..A,A4,, sokszdg atloi az A4 A4,...A, atloi, illetve az

A, AA ., . A_ A | atlok. Az AA,...A, atloi P(n) darab haromszoget hatiroznak

meg. Az A,A4,,, 4atlo egyik oldalan a sokszdg 4, cslcsa, a masikon n—2 darab cslcs

n+l n+l > n+

talalhato, igy az A4,4,,, atld metszi az eredeti sokszog l-(n —2) darab atlojat, ezaltal n—2

darab 1) haromszoget hoz létre az 4, 4,...A, sokszdgben. Az A, A, atl6 egyik oldalan az 4,
4, és A, cstics, a masikon (n—3) darab cstics talalhato, igy
az A, A, atl6 metszi az eredeti sokszog 2-(n—3)
darab atlojat, ezaltal 2-(n—3) darab 0j hiromszoget
hoz létre stb. Végil, az 4,4, , atlo egyik oldalan
(n—2) darab csucs: az 4,, 4,, A,_, csucsok, a masik
oldalan egy cstics — 4, — talalhato, tehat ez az atlo
metszi az eredeti sokszog (n—2)-1 atlojat, és (n—2)

darab 1) héromszoget hoz létre az A4 4,..4,

sokszogben. Ugyanakkor a fenti atlok az 4,4, 4

n*n+l

haromszoget (n - 1) darab haromszogre bontjak.A fentiek alapjan
P(n+1)=P(n)+1-(n—2)+2-(n=3)+...+(n—2)-1+n—1, vagyis

P(n+1):P(n)+n—l+n(n_16)(n_2):

(n=1)n—-2)n> =3n +12)+ (n)n=1)n=2)
6

B 24 n—l=
:(n_l)én_Z)'nz+Z+12+”_1:’12;1[(n_2 n2+n+12)+24]:
_(n=1)nln> =0 +10) _[(n+1)=1]-[(n+1)=2]n +1) —3(n+1)+12],

24 24

tehat allitdsunk igaz minden n > 3 esetén.
2.2.8. Feladat. Adott n darab tetszdleges négyzet. Bizonyitsuk be, hogy ezeket fel lehet
darabolni ugy, hogy a darabokbo6l egy ijabb négyzetet lehessen 6sszerakni.

Megoldas
A M B n =1-re a kijelentés trivialis.
n =2 esetén jeloljik a négyzetek oldalait x -szel és y -
nal (y <x).
9 Az x oldalu ABCD négyzet oldalain vegyiik fel az M € AB,
0 NeBC, PeCD ¢és Qe AD pontokat ugy, hogy , majd
vagjuk el a négyzetet az MP ¢és QN egyenesek mentén. Ezek
N a négyzet O kdzéppontjdban merdlegesek egymadsra, és az
elvagds utan 4 darab, egymadssal egybevagd négyszog
5 P keletkezik. Most ezeket a darabokat helyezziik el az y oldala
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A'B'C'D'" négyzet oldalai mentén, amint ez a mellékelt abran lathato.

M
A4 B A A B N
’ X c”
D c D C
P
D"

Az igy kapott alakzat egy négyzet, mivel m(4"2)=m(B"2)=m(C"2)=m(D"2)=90", az
M', N', P', Q' -ben osszeillesztett szogek Osszege 180° és 4"B" = B"C"=C"D" = D"A".

Igazolni fogjuk, hogy ha ndarab négyzet esetén igaz az éallitas, akkor n+1darab négyzet
esetén 1s igaz. Valoban, ha N, N,,.., N, , N, -gyel jeloljik a négyzeteket, akkor

kivalasztunk koziiliik kettét: N, -et és N, -et, és a fent mutatott modon egy N, négyzetet
hozunk létre beldle. igy az N,, N,, .., N, ,, N négyzeteink maradnak, és az indukcios

feltevés alapjan ezekbdl lehet egy Gijabb négyzetet 1étrehozni.
2.2.9. Feladat. Egy konvex sokszog belsejében tekintiink 2n, n>1 kiilonb6z6 pontot.
Akkor a sokszog felbonthato n+1 konvex sokszogre ugy, hogy mind a 2n pont csak
sokszogek oldalain talalhato.
Megoldas

n=1 esetén a sokszOg belsejében taldlhatdé két pontot Osszekotd egyenes két
sokszdgre bontja a sokszoget:

Be kell latnunk, hogy ha 2n pont esetén elvégezhetod a felbontas, akkor 2(n + 1) pont esetén is
elvégezhetd. Ezt a kovetkezOképpen fogjuk igazolni: Tekintsiink egy olyan d egyenest,
amelynek a sokszdggel nincs kozOs pontja, €s a sokszdg belsejében levd pontok koziil
valasszuk ki azt , amely a d -t6] a legkisebb tavolsagra helyezkedik el (ha tobb ilyen pont is
van, akkor az egyik ilyent). Ha legaldbb két ilyen pont van, akkor a rajtuk 4tmend egyenes
parhuzamos d -vel, ¢s a megmaradt 2n pont koziil egy sem helyezkedik el az egyenes altal
meghatarozott két konvex sokszog koziil a d -hez legkozelebb esdnek a belsejében, a masik
belsejében pedig nincs tobb, mint 27 pont (ha kevesebb van, még hozzatesziink tetszélegesen
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annyit, hogy 2n pontunk legyen). Az indukcids feltevés alapjan akkor ezt a sokszoget
felbonthatjuk »+1 sokszdgre, tigy, hogy a megadott pontok az oldalaikon helyezkedjenek,
tehat az eredeti sokszoget felbontottuk n+2 sokszogre, melyek oldalain talalhato a 2n+2
pont.
Ha csak egy ilyen A4 pont van, akkor B -vel jeloljik a megmaradt 2n+1 pont koziil azt,
amelyre az AB -nek a d -vel alkotott, trigonometrikus irdnyban mért szoge minimalis. Ekkor
az AB egyenessel osztjuk a sokszoget két sokszogre, amelyek koziil a d felé esé egyetlen
pontot sem tartalmaz a belsejében, a masik pedig legtobb 2n pontot. Az el6z6hdz hasonld
modon a sokszoget felbonthatjuk n + 2 sokszogre, melyek oldalain taldlhaté a 2n + 2 pont.
2.2.10 Feladat. Legtobb hany részre osztja n egyenes a sikot?
Megoldas. n =1 esctén egy egyenes két részre osztja, n =2 esetén két egyenes a sikot
négy részre osztja.

n =3 esetén a maximalis szama a keletkezheto sikrészeknek 7, amint az a mellékelt abran
is lathato.
Altalaban n egyenes akkor osztja a legtobb részre a sikot, ha
nincs koztiik harom Osszefutd egyenes, és parhuzamosok
sem talalhatok kozottik. Jeloljik P(n)-nel n darab ilyen
egyenes altal meghatarozott sikrészek szamat. Vizsgaljuk
meg, hogy mennyivel novekszik a meghatarozott sikrészek
széma, ha az egyenesek szamét n-r6l (n+1)-re emeljiik. Az

(n +1)-ik egyenes mindegyik masik egyenest pontosan egy
olyan pontban metszi, amely eddig nem volt metszéspont. igy minden tj metszéspont mentén.
egy Ujabb sikrész alakul ki. Tehat P(n+1)= P(n)+n+1, vagyis k =1, n—1-re:

A fenti 0sszefliggéseket 0sszegezve kapjuk, hogy
2
(1)= n(n+1)+1= n +2n+2 .

P(n)=2+3+..+n+P

I+1+2 =2 rész, n:2-re4+§+2:4 rész, €s

Valoban, n=1-re

n4n+2+n+l 0P +3n+4  (n+1) +(n+1)+2

2 2 2
tehat az eredmény helyességét az indukcio is igazolja.

P(n+1):P(n)+1 =

b

2.2.11. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy n fiiggetlen sik a teret é(n3 +5n+ 6) részre osztja
fel.

Megoldas. n=1 esetén ez é(l+5+6): 2 rész, ami igaz. Be kell latnunk, hogy ha n

figgetlen sik a teret é(rf +5n+6) sikrészre osztja, akkor n+1 darab sik
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n’ +3n* +8n+12

6
mindegyik masik sikot metszi egy-egy egyenesben, ezek nem parhuzamosak, és csak
kettonként metszik egymast, és mindegyik az n+1-ik sikban taldlhatd. Az el6z6 feladat

(n2+n+2)

részre osztja a teret. Valoban, az (n +1)-ik sik

é((nﬂ)3 +5(n+1)+ 6)=

értelmében ezek az egyenesek az n +1-ik sikon siktartomanyt hataroznak meg,

ezen tartomdnyok mindegyike ketté oszt egy, mar meglevo, térrészt, tehat:
n’+n+2 B n+5n+6 nt+n+2 B n’ +3n° +8n+12

6 2 6

2.2.12. Feladat. Melyek azok az n értékek, amelyekre minden konvex n-szog

felbonthato fehér és fekete haromszogekre gy, hogy fehér haromszog oldala nem esik a

sokszog keriiletére, és egyez0 szinli haromszogek oldalainak nincs kdzos szakasza.
(Komal,1981)

Megoldas. n szerinti teljes indukcidoval bizonyitunk. n=3-ra a haromszoget feketére

festve kapunk megfelel6 megoldast.

Tegylik fel, hogy konvex m-szogre igaz az  Allitdsunk, tekintsik az

A, 4,.. 4,4, , =P, konvex (n+1)-széget. Jelolje B, az A;A4,,, oldal egy belsé pontjat,

n* n+l n+l

P(n + 1) = P(n)+

i+1

i=2,3,..,n. Ekkor az A4,B,B,..B, =0, n-szdg konvex, bele van irva P, -be, csak

n+l

cstcspontjai vannak P, keriiletén. Tekintsiik QO -nek egy, az indukcios feltevés szerint
1étez6 felbontasat, de cseréljiik fel benne a fekete és a fehér szint. Végiil P, -nek a O, altal

le nem fedett részét feketére festve, a P

n+!

-nek egy megfelel6 felbontdsat kapjuk.
Eszerint minden konvex sokszdg felbonthat6 a kivant modon. (P,,, leirt felbontdsa a Q,

felbontasahoz képest n 1j haromszoget tartalmaz.)

Megjegyzés. Kissé fonakul hat, hogy a teljes indukcios bizonyitas elinditasaban ,,1 részre
bontunk”, amit igy is lehet mondani: nem bontunk. Gyakori azonban, hogy ilyen
bizonyitasokban a kiindulds tobbé-kevésbé elfajult eset, vagy csak mesterkélt értelmezés
mellett mutat példat. Az erre az f, =1-re a fentiek szerint kialakitott f, = f,+3=4

felbontas azonban mar valddi bontas, és ilyen n =3 -ra is van, ebben is f; =4.

Euler tipusi problémak

2.2.13. Euler tétel
Ha egy sokszog-graf csucsainak, lapjainak €s ¢éleinek szadma rendre ¢, / és e, akkor
c+l—e=2.
Bizonyitas. A lapok szama szerinti indukciot
alkalmazunk. A bizonyitashoz figyeljiilk meg, hogy
a tétel érvényessége nem valtozik, ha a masodfoku
csucsokat megsziintetjiik ugy, hogy ugyanabba a
csucsba futd két ¢€lt egy ¢ll¢ egyesitjiik. Ezzel a
miivelettel eggyel csokken a csticsok €és az élek
szdma 1is, igy a c+/—e 0sszeg nem valtozik.
Ugyanez igaz akkor is, ha valamely élre egy Uj
masodfoku csticsot iktatunk be. A bizonyitasban
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feltételezhetjiik tehat, hogy a grafnak nincs masodfoku csucsa. Ha / =2 akkor ez a végtelen
tartomanybol és egy csucshoz tartozo hurokélbdl all, tehat c=1, /=2 és e=1, vagyis
c+l-e=2.

Feltételezziik, hogy az 0sszefliggés igaz minden olyan grafra, amelyre a lapok szdma kisebb
/-nél. Bizonyitjuk, hogy az [/ lapu graf esetén is igaz. Sziintesslink meg egy hataron levo élt.
Ezzel a graf még 6sszefliggd marad, de egybeolvad az a két lap, amelynek a megsziintetett ¢l
volt a k6z0s hatéra. Az igy kapott / —1 lappal, ¢ csticcsal és e—1 ¢llel rendelkezd grafra az
indukcios feltevés alapjan ¢ + (I —1)+(e—1)=2, tehat c+1—e =2

2.2.14. Euler-féle poliédertétel

Ha egy konvex poliéder csucsainak, lapjainak ¢és éleinek szama rendre c, / és e,
akkor c+/—-e=2.
Bizonyitas. Helyezziik a poliédert egy elég nagy sugari gombbe, melynek kozéppontja a
poliéder belsejében talalhatd. Vetitsiink a gomb kozéppontjabdl minden csucsot a gémb
feliiletére. A gdmbon kapott grafot vetitsiik a graf egy nem hatarpontjabol a gémbéot az
atmérosen ellentett pontban érintd sikra. Az igy kapott sikgraf lapjainak, éleinek és csucsainak
szama megegyezik a poliéderével, tehat az Euler tétel poliéderek esetén is érvényes.
Kovetkezmények

Bizonyitsuk be, hogy egy olyan sokszogratban, amelyben minden cstics legalabb
harmadfoku és nincs hurokéliik, van olyan lap, amely legfeljebb 6toldalu.
Megoldas. Mivel minden cstcsba legalabb harom ¢l fut be, az éleket a csucsokban
megszamolva kapjuk, hogy 3c nem haladja meg 2e-t (mivel minden ¢l két csucsot kot

0ssze), Tehat ¢ < ?e (1).
Feltételezziik, hogy minden lap legalabb hatoldalu. Akkor 6/ nem haladja meg 2e-t (mivel

minden ¢l két lapot hatérol), tehat / > ;e (2).

Az (1) és (2) egyenl6tlenségbdl c+1/ < ;e + ie =e, vagyis c+/—e<0, ami ellentmond

Euler tételének.
Megjegyzés. Minden konvex poliédernek van olyan lapja, amely legfeljebb 6toldalq.
Alkalmazasok

1. Adott a sikban 6t pont. Bizonyitsuk be, hogy nem kothetjiik 6ssze az 6t pont
mindegyikét minden mas ponttal egymast nem metsz6 vonalak segitségével.

2. Bizonyitsuk be, hogy barmely konvex poliédernek van vagy haromszdgii, vagy
négyszogl, vagy 0tszogl lapja.

3. Bizonyitsuk be, hogy nem létezik hét élii poliéder.

4. Minden konvex poliédernek van legalabb 8 ¢€lii csucsa, ha lapjai paros
oldalszamuak.

5. Milyen szabalyos testek 1éteznek?

Szinezési problémak

Adott a sikban egy tetszéleges térkép. Azt mondjuk, hogy helyesen szineztik a
térképet, ha a térkép minden orszagéat egy bizonyos szinnel szineztiik, ugy, hogy két kdzos
hatarral rendelkez6 tartomany kiilonbozo szinli legyen. Feltevédik a kérdés, hogy minimum
hany szinnel lehet kiszinezni egy térképet. A mellékelt abrakon megjelend térképeket rendre
2, 3, illetve 4 szinnel lehet kiszinezni.
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Mindeddig nem talaltak egyetlen térképet sem, amit négy szinnel ne lehetett volna helyesen
kiszinezni. Erre Moebius német matematikus hivta fel eldszor a figyelmet, mar a XIX.
szazadban. Azdta a négyszin problémaval igen sok neves matematikus foglalkozott
sikerteleniil, de nem eredményteleniil, mivel a vele kapcsolatos kutatasok soran a grafelmélet,
topologia, kombinatorika szamos teriiletét fedezték fel és dolgoztak ki. A modern matematika
egyik sikereként konyvelhetd el a négyszin sejtés bizonyitasa. Ez talan az elsd olyan
matematikai tétel, amelynek bizonyitdsaban a szamitogép volt a f6 eszkoz.
A kovetkezdkben feltételezziik, hogy a térkép nem rendelkezik ,,belsé¢” hatarokkal (vagyis
olyanokkal, amelyek egy tartomany belsejében huzddnak), mert ebben az esetben nincs
értelme helyes szinezésrdl beszélni. Ugyanakkor azt is feltételezziik, hogy a térképnek nincs
olyan csucsa, amelyben csak két hatar (¢él) talalkozik. Tehat csak azon térképekkel
foglalkozunk, amelyeknek minden cstcsdban legalabb harom ¢l fut Ossze, és egyetlen
végtelen tartomanya van.
Ertelmezés

Egy olyan térképet, amelynek minden csticsdban pontosan harom ¢l fut Ossze,
harmadfoku regularis térképnek neveziink.
Eszrevehetjiik, hogy ha egy tetsz6leges térkép (A abra) minden olyan csucsa koré, amelyben
tobb, mint 3 ¢l fut Ossze megfeleléen kis kordket rajzolunk, és ezeket a csucsokkal
szomszédos valamely tartomanyhoz csatoljuk, akkor egy normal térképet kapunk, amelyen
ugyanannyi tartomany van, mint az eredeti térképen. Az igy kapott térkép akkor és csak akkor
szinezhetd ki négy szinnel, ha az eredeti is.

Tekintslink most néhany példat két szinnel szinezhetd térképekre:
2.2.15 Feladat. Adott a sikban »n darab kor. bizonyitsuk be, hogy ezek barmilyen
egymashoz viszonyitott helyzete mellett az altaluk alkotott térkép kiszinezhetd két szinnel.

A. dbra B. dbra

Megoldas. Matematikai indukci6 segitségével igazoljuk allitasunkat.
n =1 esetén az allitas nyilvanvaldan igaz.
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Feltételezziik, hogy allitdsunk igaz barmely n kor altal alkotott térképre. Tekintsiink egy
n+1 kor altal alkotott térképet. Tavolitsunk el egy kort. Az igy megmaradt n korbdl allo
térkép kiszinezhetd két szinnel. Végezziik el a szinezést (A abra).

Ezutan huzzuk meg az (n + 1)-ik kort, és a kor belsd tartomanyaban talalhatdé minden egyes

tartomanyt fessiik at ellenkezd sziniire. igy egy helyesen szinezett térképet kapunk.
2.2.16. Kétszin-tétel

Annak sziikséges ¢€s elégséges feltétele, hogy egy térkép két szinnel szinesithetd
legyen az, hogy minden csucsaban. paros szamu €l talalkozzon.
Bizonyitas. A feltétel sziikségessége nyilvanvalo, hiszen ha a térképen van olyan cstics,
amelyben pdaratlan szamu ¢él fut Ossze, akkor a cstccsal szomszédos tartomanyok nem
szinezhetdk helyesen.

A feltétel elégséges voltat a térkép éleinek szama szerinti indukcioval bizonyitjuk.

n =2 esetén, a két éllel rendelkezd térkép esetén, amint azt az abra is mutatja, az allitas
nyilvanvalo.
Feltételezziik, hogy allitasunk igaz minden olyan n+1-
nél kevesebb ¢éli térkép esetén, és tekintsiink egy n+1
¢li, a feltételeket teljesitd térképet. Induljunk ki egy
Q tetszoleges A csucsbol, és egy kivalasztott iranyban
jarjunk korbe a hatarok mentén.
Mivel véges szamu csucs van, visszatériink valamely, mar
érintett cstcsba, és igy egy zart vonalat hatdrozunk meg,
amelyet eltavolitunk a térképrol. Az eltavolitas utdn nyert térkép élszama kisebb, és minden
csticsban paros szamu ¢l fut 6ssze, mivel az eredeti térkép minden csticsabol 0 vagy 2 élet
tavolitottunk el. Az indukcios feltevés alapjan az igy nyert térkép két szinnel szinezhetd.
Szinezziik ki az igy kapott térképet, majd tegylik vissza az eltavolitott zart vonalat. A zart
vonal belsé tartomanyéaban talalhatd tartomanyok szinét a masik szinre valtoztatva az eredeti
térképet két szinnel szineztiik.
2.2.17. Haromszin-tétel
Annak sziikséges ¢és elégséges feltétele, hogy egy térkép
harom szinnel szinezhetd legyen az, hogy az dsszes tartomanynak
paros szamu éle legyen.
Bizonyitas. A feltétel sziikségessége nyilvanvald, hiszen ha a
térképnek lenne egy olyan tartomdnya, amelynek paratlan hatara
van, akkor ezt a tartomanyt, és a vele szomszédos tartomanyokat
nem lehetne helyesen szinezni harom szinnel (ha az adott
tartomanyt az egyik szinnel szinezziik, a megmaradt paratlan
szamu szomszédos tartomanyt a megmaradt két szinnel nem tudnénk kiszinezni).

A feltétel elégségességét a térkép tartomanyainak a szama szerinti indukcioval
bizonyitjuk. Egy 3 tartomanyt tartalmazo6 regularis térkép esetén (A
abra) az allitas evidens. Négy tartomanybol allo regularis térkép
esetén (B 4bra) szintén szinezhetd harom szinnel, ha a ,bels6”
tartomanyt a ,kiilsével” azonos szinlire szinezziik. A masik tipusu
négy tartomanybdl alld regularis térkép nem teljesiti a paros szamu
hatarral valo rendelkezés feltételét. Tehat n =3 és n =4 esetén az
allitas igaz. Feltételezziik, hogy a tétel igaz minden olyan regularis

térképre, amelynek minden tartomanya paros szamu hatarral rendelkezik, és tartomanyainak
szama n—1 vagy n. Vizsgaljunk meg egy hasonld feltételekkel rendelkezd, n+1
tartomanybol allo térképet.

Nem lehet
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A. abra B. dbra

Amint azt mar megmutattuk, a térképen taladlhaté egy legtobb 5 hatarral rendelkezd
tartomany. Ennek hatarszama az adott feltételek mellett vagy 2 vagy 4. Ha o hatarszdma 2,
jeloljik A-val és B-vel a cstcsait, és o,-gyel és o,-vel a szomszédos tartomanyokat (C
abra).

Eltavolitjuk a o, és o kozti hatart, igy egy
Ujabb regularis térképet kapunk, mivel A4 _
€s B megsziinik ezaltal csucs lenni, a tobbi <>
csucsba pedig ugyanannyi €l fut be, mint az A - B

eredeti térképen. Az 10 térkép minden o,

tartomdnydnak paros szdmua hatdra lesz,

mivel o, és o, hatdrainak szdma kettd-kettovel csokken, a tobbi tartomany hatarainak szama
pedig nem valtozik.

Mivel az 0j térkép tartomdnyainak szdma », az indukcios feltétel értelmében kiszinezhetd az
a, B,y szinekkel. Legyen «, illetve [ az a két szin, amivel a o) =0 +0, ésa o, =0,
tartomanyokat szineztlik. Visszarajzolva a hatart és y-val szinezve a o tartomanyt, az §
térkép egy helyes szinezését kapjuk.

Ha a o hatarainak szama 4, akkor megtorténhet, hogy a o -val szomszédos, ellentétes

oldalain elhelyezkedd két tartomanynak legyen kozos hatdra, vagy egybeessenek (D ¢és E
abrak).

D. abra

Ebben az esetben viszont 1étezik két olyan o -val szomszédos tartomany, amelyeknek nincs
kozos hatara, és nem is esnek egybe. Legyen az E dbran o, és o, két ilyen tartomany.

Adjuk a o, és a o, tartomanyokat a o tartomanyhoz, az 4B és a CD élek eltavolitasaval. Egy
olyan 0j térképet kapunk, amely regularis, és minden tartomany hatarainak szama paros.
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Valoban, harendre a 0,,a 0,,a o, ésa o, hatdrainak a szama 2k,, 2k,, 2k, és 2k,, akkor

a 0'=0+0,+0, tartomany hatarainak szama
2k, +2k,—-4, a o/ =0, hatdrainak szama
2k, -2, a o0} =o0, hatdrainak szama pedig
2k, —2, a tobbi tartomany hatirainak szama
pedig valtozatlan marad. Ha a o, és a o,
tartomanyok egybeesnek, akkor ennek a
tartomanynak az 1j térképen 4-gyel kevesebb
hatara lesz, mint az eredeti térképen.

Mivel az uj térképnek n—1 tartomanya van,
helyesen szinezhet6 3 szinnel: a, £, y -val.
Bizonyitsuk be, hogy ebben az esetben a o és a

o, tartomanyok azonos szinnel szinezettek. Ha a

’
o'-tet a-val, a o, -tet f-val szineztiikk, mivel

E. abra

az MN mentén o' -tel paratlan szamu (2k, —3) tartomany hataros, és ezek szineinek

valtakoznia kell: y, g, v, B, ...y ,a o, szine f lesz.

Most visszarajzolva a o hatarait, és y -val szinezve, az eredeti térkép egy jO szinezését

kapjuk.
Feladatok

1. Volinski tétele. Egy regularis térkép akkor és csak akkor szinezhet6 ki négy
szinnel, ha a hatarai szdmozhatok 3 szamjeggyel

2. Otszintétel. Minden regularis térkép szinezhet6 5 szinnel.

3. Adott a sikban n kor, és a korok mindegyikében meghtuzunk egy hurt. Bizonyitsuk
be, hogy az igy létrejott térkép szinezhetd 3 szinnel.
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