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OPERATORI COMPACTI. ANALIZA SPECTRALA

Luminita JARDA

Rezumat. Within this article we present a few ideas about compact oper-
ators and spectral analysis along with examples of compact operators and
spectral properties of some compact and non-compact operators defined
on the spaces IP.

Cuvinte cheie. Compact operators, spectral properties.

1. INTRODUCERE

In acest articol ne propunem sa prezentam atat proprietati ale oper-
atorilor compacti, cat si notiuni de analiza spectrala pentru operatori
liniari si continui.

In sectiunea dedicata operatorilor compacti vom studia in cadrul Ex-
emplului 1 operatori multiplicativi compacti definiti pe spatiile [P, iar
in sectiunea consacrata analizei spectrale vom determina valorile proprii
si spectrul operatorilor multiplicativi nu neaparat compacti (Exemplul
2). Tot in cadrul sectiunii de analiza spectrala vom analiza proprietatile
spectrale ale operatorilor shift definiti pe [* (Exemplul 3), despre care
vom vedea ca nu sunt compacti. in finalul acestei sectiuni vom studia
proprietatile spectrale ale unui operator definit ca gi compunere a oper-
atorului right shift cu un operator multiplicativ (Exemplul 4).

Notiunile teoretice referitoare la operatorii compacti si analiza spec-
trala au fost preluate din monografia lui H. Brezis [2], iar exemplele
contin solutii ale autoarei la unele probleme propuse in capitolul 6 din
[2].

Notatii utilizate
Simbolul K desemneaza unul din corpurile R sau C. Daca X si YV sunt
K-spatii vectoriale, iar A: X — Y este un operator liniar, atunci scriem
Az = A(x), daca x € X. De asemenea, N(A) desemneaza nucleul
operatorului A, iar Im(A) imaginea sa. Daca X este un K-spatiu normat,
atunci norma pe acest spatiu se noteaza cu || -||x, iar bila unitate inchisa
cu Bx. Daca X si Y sunt K-spatii normate, atunci LC(X,Y) reprezinta
spatiul operatorilor liniari gi continui de la X la Y, iar LC(X) spatiul
operatorilor liniari si continui de la X la X. Operatorul identitate definit
pe X este notat cu I: X — X, Ix = x, oricare ar i x € X.
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Reamintim, pentru inceput, cum sunt definite spatiile [ . Fie s multimea
tuturor sirurilor cu elemente din K si fie p € [1,00]. Multimea [P este
definita astfel:

epcl,oo) : IP={(Tp)nen €5 Z |z |P < oo},

°p =00 : 1° ={(zp)nen+ € s : (xn)neN* este marginit }.
Pentru spatiul I? cu p € [1,00) norma || - |;p : P — R este definita
astfel:
.\
"(xn)nEN* r = (Z ‘xk|p>
k=1
Pentru spatiul [* norma || - ||« : {* — R este definita astfel:
|(n)nent |lo = supq{|z,| : n € N*}.
Reamintim faptul ca atat pentru p € [1,00), cat gi pentru p = oo,
avem ca (P, || - |l») este un K-spatiu Banach.

2. OPERATORI COMPACTI

Fie X si Y doua spatii Banach reale, inzestrate cu topologiile induse
de normele considerate pe acestea.

DEFINITIA 1. Un operator A € LC(X,Y) se numeste compact daca
orice submultime marginitda D a lui X are imaginea A(D) relativ com-
pacta (deci are inchiderea compacta) in Y.

Notatii: Multimea operatorilor compacti de la X la Y se noteaza cu
K(X,Y), iar K(X) := K(X, X).

ProproziTiA 1. Fie A € LC(X,Y). Urmatoarele afirmatii sunt echiva-
lente:
(i) Ae K(X.,Y).
(ii) A(Bx) este relativ compacta in Y.
(iii) Orice sir marginit (z,,) € X are un subsir (z,,) astfel incat sirul
(Az,, ) este convergent.

Demonstratie. Implicatia (i) = (1) este evidenta.
(11) = (ii7) Fie (z,) € X un sir marginit. Deci exista o constanta reala
M > 0 astfel incat ||2,||x < M, pentru orice n. Intrucat termenii girului
(yn) := (z,,/M) apartin bilei Bx, termenii sirului (Ay,) apartin multimii
compacte cl(A(B,)). Asadar exista un subsir (y,, ) al lui (y,,) astfel incat
(Ayy,,) este convergent la un [ € cl(A(B;)). Dar atunci subsirul (z,, ) al
lui (x,,) are proprietatea ca (Ax,, ) converge la M - .
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(7i1) = (i) Fie D o submultime marginita a lui X. Aceasta inseamna ca
orice gir din D este marginit. Fie (y,) un sir din A(D). Atunci exista
un gir (z,) in D astfel incat y,, = Az, pentru orice n. Din (iii) rezulta
existenta unui subsir (z,,) al lui (z,) astfel incat sirul (Ayn,) = (Yn,)
sa fie convergent. in baza Teoremei 2.14.4 din [1], multimea A(D) este
relativ compacta. Asadar operatorul A este compact. O

TEOREMA 1. Multimea K (X,Y") este un subspatiu vectorial inchis al
lui LC(X,Y) (in topologia asociata normei || ||Lo(x,v))-

Demonstratie. A se vedea [2, Theorem 6.1]. O

DEFINITIA 2. Fie A € LC(X,Y). Operatorul A se numeste de rang
finit daca Im(A) este finit dimensional.

OBSERVATIA 1. Orice operator de rang finit este compact.

Demonstratie. Fie A € LC(X,Y) un operator de rang finit. Din faptul
ca subspatiul Im(A) al lui Y este finit dimensional, rezulta ca el este o
multime inchisa in Y. Asadar inchiderea multimii A(Bx) este inclusa in
Im(A). Cum A € LC(X,Y), multimea A(Bx) este marginita. Folosind
din nou faptul ca Im(A) este finit dimensional, se obtine ca multimea
A(Byx) este relativ compacta in Y. O

COROLARUL 1. Fie (A,,) un sir de operatori de rang finit din LC'(X,Y)
si A € LC(X,Y) astfel incat ||A, — Allrox,y)y — 0. Atunci A este
compact.

OBSERVATIA 2. Faimoasa problema a aproximarii cunoscuta ca fi-
ind problema Banach, Grothendieck, vizeaza reciproca Corolarului 1
si anume: Fiind dat un operator compact A € LC(X,Y), exista in
LC(X,Y) un gir de operatori (A4,) de rang finit astfel incat ||A, —
Allrex,yy — 07 1in general, nu. Se poate ardta ca in multe cazuri
raspunsul este totugi afirmativ, de exemplu, daca Y este un spatiu Hilbert.

Lema urmatoare va fi utilizata in cadrul Exemplului 1.

LEMA 1. Fie (X,d) un spatiu metric, (z,) un gir din X, iar z € X.
Daca orice subsir al sirului (z,) are un subsir ce converge la z, atunci
(x,) converge la z.

Demonstratie. Presupunem, prin reducere la absurd, ca x,, /A z. Atunci
exista un € > 0 astfel incat pentru orice n € N, exista m > n astfel incat
d(zm,x) > €. Asadar existd un subsir (x,,) al lui (z,) cu proprietatea
ca d(xy,,x) > € pentru orice k € N. Rezulta ca niciun subsir al lui (x,, )
nu poate converge la z, contradictie. ([l
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EXEMPLUL 1. Fie X =[P cu 1 <p < o0, iar (A\,) un gir marginit din
R Operatorul multiplicativ M € LC(X) este definit prin

Mz = (MNz1, Moo, ooy ATy, o), T = (21, Tay .oy Ty o).
Atunci M este compact daca si numai daca A\, — 0.

Demonstratie. Pentru inceput, consideram ca A, — 0 si aratam ca M
este compact. Pentru orice n € N*, fie A,: X — X definit prin

Anl' = ()\11’1, )\21'2, cey )\nmn, O, )
Fiecare operator A,, n € N*, este de rang finit. Cum

lim ||A, — M|[zcx) = lim sup |[Ay| =0,
avem ca A, — M. in baza Corolarului 1 rezulta ca M este compact.
In continuare, presupunem ca M este compact si aratam ca A, — 0.
Pentru orice n € N*, fie

e" =(0,...,0,1,0,...)

sirul al carui termen de pe pozitia n este egal cu 1, iar ceilalti termeni
sunt 0. Fie acum (e"), un subsir al lui (") cu proprietatea ca sirul
(Me™) = (A, €™)y este convergent. Fie z € [P limita acestul sir.
Reamintim faptul ca daca (y"),, converge la y in [P, atunci avem pentru
orice i € N* ca y — y; cand n — oo (datorita faptului ca |y — y;| <
ly™ — ylli» pentru orice i, n € N*).
In cazul girului (An, €™ )k, Observam ca pentru orice ¢ € N* avem

lim A, e* = 0.
k—o0
Intr-adevir, daci i & {n, : k € N*}, atunci A, e* = 0 pentru orice

k € N*, iar dacd i = ny,, ko € N*, atunci A\, e;* = 0 pentru k # ko si
Angei® =1 pentru k = ko. Asadar z = Op.

Cum ||e"||;» = 1, oricare ar fi n € N*, gi cum operatorul M este
compact, rezulta, in baza Propozitiei 1 si a rationamentului de mai sus,
ca orice subsir (™) al girului (e™) are un subsir ("), cu proprietatea
cad lim Me™i = Op. Lema 1 implica atunci lim Me" = 0p. De aici

Jj—00 n—00
se obtine ca lim || M (e")||» = 0, asadar lim |A,| = 0. Concluzionam ca
lim A, = 0. 0
n—oo

ProprozITIA 2. Fie X, Y si Z trei spatii Banach. Daca S € LC(X,Y)
siT € K(Y,Z) (respectiv S € K(X,Y)siT € LC(Y,Z)), atunci To S €
K(X,2).



Operatori compacti. Analiza spectrala 23

Demonstratie. Daca S € LC(X,Y) si T € K(Y, Z), atunci multimea
S(Byx) este marginita in Y, de unde rezulta ca multimea (7" o S)(Bx)
este relativ compacta in Z.

Daca S € K(X,Y) si T € LC(Y,Z), atunci multimea cl(S(Bx))
este compacta in Y, de unde se obtine ca multimea cl(7'(S(Bx))) =
T(cl(S(Bx))) este compacta in Z. O

TEOREMA 2. Fie A € K(X). Atunci au loc urmatoarele afirmatii:
a) N(I — A) este finit dimensional.
b) Im(I — A) este inchis.
c) NI —-A)={0} <= Im(I — A) =X.

Demonstratie. A se vedea [2, Theorem 6.6]. O

OBSERVATIA 3. Proprietatea c) este cunoscuta in dimensiune finita.
Daca dim X < oo, atunci un operator liniar de la X in el insusi este
injectiv daca si numai daca el este surjectiv.

Daca dim X = oo, atunci un operator A € LC(X) poate fi injectiv
fara a fi surjectiv si invers. Exemple in acest sens sunt operatorii shift la
dreapta, respectiv shift la stanga (a se vedea Exemplul 3).

Concluzia c) exprima deci o proprietate remarcabila a operatorilor de
forma I — A cu A € K(X).

3. ANALIZA SPECTRALA

Consideram in continuare X un spatiu Banach real.
Vom incepe cu cateva definitii importante.

DEFINITIA 3. Fie A € LC(X).
Multimea rezolvanta p(A) a operatorului A se definegte prin
p(A) ={A € R: (A — A) este bijectiv de la X in X}.
Spectrul o(A) al operatorului A este complementara multimii re-
zolvante, adica

o(A) = R\p(A).
Un numar real \ se numeste valoare proprie a lui A daca
N(A - \I) #{0}.

In acest caz, multimea N(A — AI) se numeste spatiul propriu asociat
lui A. Multimea tuturor valorilor proprii ale operatorului A se noteaza

cu EV(A).

Mentionam ca daca A € p(A), atunci (A — X))~ € LO(X).
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~ OBSERVATIA 4. Evident, EV(A) C o(A).
In general, incluziunea este stricta: este posibil sa existe A € R astfel
incat
NA—-X)={0} silm(A—-A]) #X
(un asemenea A apartine spectrului, dar nu este valoare proprie).

Asa cum se va arita in Exemplul 3, operatorul shift la dreapta S,.: 12 — [
are proprietatile 0 € 0(A) 1 0 ¢ EV(A).

PropoziTIA 3. Fie A € LC(X). Atunci spectrul o(A) al operatorului
A este o multime compacta si are loc incluziunea

o(A) C [—lIAll, [IA]]-
Demonstratie. A se vedea [2, Proposition 6.7]. O

EXEMPLUL 2. Fie X =17, 1 < p < 00, 1 (Ay)nen+ un gir marginit
de numere reale. Fie M € LC(X) operatorul multiplicativ definit in
Exemplul 1. Ne propunem sa determinam EV (M) si o(M).

Rezolvare. Cautam A € R astfel incat M — AI sa nu fie injectiv, adica
N(M — AXI) # {0x}. Observam ca pentru orice n € N*, luand A = A, si
r=(0,...0,1,0,...) € X \ {Ox} (unde 1 este pe a n-a pozitie in girul x),
avem Mx — Ax = 0. Asadar )\, este o valoare proprie a lui M, oricare ar
fi n € N*. Avem deci ca

(A1, Ay ooy An, .} € BV (M).

Aratam ca Ai, Ao, ..., A, ... sunt singurele valori proprii ale lui M, adica
dovedim incluziunea

EV(M) C{A\, A2, .., Ay o )
Fie A € R o valoare proprie a lui M, A # \;, pentru orice ¢ € N*. Atunci
exista x = (21, X, ..., Tp, ...) € X \ {Ox} astfel ca Mz — Az = 0, deci

()\11’1, )\Ql’g, ceey )\nl‘n, ) = ()\[L‘l, )\272, PN )\[L’n, )

Cum z # Oy, exista ¢ € N* astfel incat A = )\;, contradictie. Agadar are
loc egalitatea

EV(M) == {)\1, )\2, ceey )\n, }

Determinam, in continuare, spectrul o(M). Cum EV (M) C o(M),

iar o(M) este inchis (conform Propozitiei 3), are loc incluziunea

A EV(M)Co(M).
Aratam ca are loc si incluziunea

o(M) C l EV(M).
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Presupunem, prin reducere la absurd, ca nu are loc incluziunea de mai
sus. Fie a € o(M) astfel incat o ¢ cl EV(M). Atunci d(o, EV(M)) > 0.
Fie a > 0 astfel incat |& — \,| > a pentru orice n € N*.

Aratam ca operatorul M —al este surjectiv. Fiex = (21, 29, ..., 2y, ...) €

[P. Atunci
x = T , 2 N n L. | €1,
Al —Q Ay — A, —
/

< -, oricare ar fi n € N*. De asemenea, Mz’ — ax’ = z,

deoarece

1
An—a
ceea ce dovedeste surjectivitatea operatorului M — al.

Cum o ¢ EV(M), operatorul M — al este si injectiv, deci bijectiv,
contradictie cu faptul ca a € o(M). Asadar, (M) = cl EV(M). O

ExeEmpPLUL 3. (Proprietati spectrale ale operatorilor shift)

Fie X = [?. Operatorii left shift S;: X — X si right shift S,: X —
X sunt definiti pentru un vector z € X, x = (21,2, ..., Tp, ...), prin

Six = (L9, T3, ey Ty 1y --0),s
respectiv
Spx = (0,21, Ta, ooy Tp_1, ...).

Se verifica faptul ca ||.S)|| = ||S:|| = 1.
Vom arata ca:

(1) 51,5, & K(X).
(2) EV(S,) = ¢.

(3) o(Sr) = [=1,1].
(4) EV(S) = (=1,1).
(5) o(S) = [=1,1].

Demonstratie. (1) Observiim c& S;o S, = I. Intrucat X nu este finit
dimensional, operatorul I nu este compact. Conform Propozitiei 2, avem

ca S ¢ K(X)siS, ¢ K(X).
(2) Fie A € R astfel incat S, — Al nu este injectiv. Atunci exista
x € X, x # Oy, astfel incat S,x — Ax = Oy, adica
(0, L1,y ey Tp—1, ) — ()\1‘1, )\CL‘Q, ceey )\l‘n, ) = Ox,
de unde se obtine

A1 =0, Axg =21, \x3 =29, ..., ATy = Tp_1, ....

Cum Ar; = 0, avem fie A = 0, fie z; = 0. Daca A = 0, rezulta
ca S, nu este injectiv, contradictie. Daca A\ # 0 si ;1 = 0, atunci
Ty = r3 = ... = x, = ... = 0, contradictie cu * # 0x. Asadar,

EV(S,) = 0.
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(3) Aratam mai intai ca pentru orice A € [—1,1] operatorul S, — A
nu este surjectiv. Fie A € [—1,1] arbitrar ales. Dovedim ca pentru
f=1(-1,0,0,...) € X ecuatia S,z — Ax = f nu are solutie in X. Pre-
supunem, prin absurd, ca ecuatia are o solutie x € X. Atunci

(1) (0,21, 29, e, Tp_1, ...) — (A1, AT, ooy AT, ...) = (—1,0,0,...).
Rezulta ca A # 0. Facand identificarea pe componente in (1), obtinem
1 1 1 1

TG =7, T2 = 7‘7'1%:%7"'7

b\ F, T3 = F,

/1111
T = e )

Dar x ¢ X, pentru ca A € [—1,1]. Contradictia obtinuta arata ca oper-
atorul S, — Al nu este surjectiv.

Din cele de mai sus rezulta incluziunea [—1,1] C o(S,). Propozitia 3
implica

deci

a(Sp) € [=lIS 15T = [=1, 1.
Agadar o(S,) = [-1,1].

(4) Fie A € R astfel incat |A\| < 1. Faptul ca S; — AI nu este injec-
tiv rezulta din faptul ca pentru

z= (1,00 A ) € X\ {0y

are loc egalitatea S;x — Ax = 0.

Fie acum A € R astfel incat |A\| > 1. Presupunem, prin absurd, ca
S; — A nu este injectiv. Atunci exista z = (x1, 22, ...,x,) € X, x # Ox,
astfel incat S;x — Ax = Ox. Explicit, avem

(.ﬁEQ, L3y Lgyeeey Tt ) — ()\.’L'l, >\$2, )\Ili'g, ceey )\%n, ) = OX,
de unde rezulta
v=a (1, M. ") € X,
contradictie. Avem asadar ca EV(S;) = (—1,1).
(5) Din (4) avem ca (—1,1) = EV(S;) C o(5;). Pe de alta parte, stim ca

spectrul este o multime inchisa (Propozitia 3), deci [—1,1] C ¢(S;). Tot
din Propozitia 3 rezulta ca

a(S) € [=lISil [19] = [=1,1].
Asgadar o(S;) = [—1,1]. O
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TEOREMA 3. Fie A € K(X), unde dim X = oco. Atunci:
a) 0 € o(A),
b) a(AN\{0} = EV(AN\{0},
¢) are loc una dintre situatiile urmatoare:

- fie 0(A) = {0},

- fie 0(A)\{0} este o multime finita,

- fie 0(A)\{0} este un sir care tinde la 0.

Demonstratie. A se vedea [2, Theorem 6.8]. O

OBSERVATIA 5. Casi o ilustrare a Teoremei 3, consideram cazul in care
operatorul multiplicativ M definit in Exemplul 1 este compact. Pe baza
conditiei de compactitate din acest exemplu precum si din cele aratate
in cadrul Exemplului 2, rezulta egalitatea

o(M) = EV(M) U {0}.

EXEMPLUL 4. Fie X = [? si operatorul right shift definit in Exemplul
3. Consideram operatorul multiplicativ M : X — X definit pentru x =
(z,) € X prin
Mz = (/\1%‘1, )\21’2, ceey )\nl‘n, ),
unde (\,) este un sir marginit de numere reale.
Vom determina mai intai EV (S, o M). Presupunand apoi ca A\, — A
cand n — oo, vom arata ca o(S, o M) = [—|Al, |Al].

Rezolvare. Fie p € R astfel incat (S, o M)(z) — px =0, unde = € X,
x # Oy, adica

(0, )\11‘1, )\21‘2, ceey )\n—lxn—ly ) - (,uxl,,uxz, ceey Uy, ) = Ox.
Obtinem ca
pry =0, \jxy = uxs, Moo = UX3, .oy Ay 1Tp_1 = [Ty, ... .

Daca p = 0, cum x # Oy, rezulta ca exista ¢ € N* astfel incat A\; = 0.
Daca u # 0, atunci z; = 29 = ... = x, = ... = 0, adica x = 0Oy,
contradictie.

Asadar, daca exista i € N* astfel incat A\; = 0, atunci EV (S, o M) =
{0}. Altfel, adica daca \; # 0 pentru orice i € N*, avem EV (S,oM) = ¢.

Presupunem in continuare ca A, — A cand n — oco. Daca A = 0, din
Exemplul 1 si Propozitia 2 rezulta compactitatea operatorului S, o M.
Teorema 3 implica atunci ca o(S, o M)\{0} = EV(S, o M)\{0} i 0 €
o(S, o M), deci o(S, o M) = {0}.

Presupunem acum ca A # 0. Notam A := S,.o M. Vom arata ca A—ul
este bijectiv pentru orice p cu |u| > |A|. Fie g un numar real astfel ca
|l > |A|. Din cele aratate mai sus rezulta ca operatorul A — pl este
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injectiv. Vom dovedi ca el este si surjectiv. Pentru aceasta, observam mai
intai ca operatorul M se poate scrie ca M = A + K, unde K: X — X
este un operator compact (conform Exemplului 1). Obtinem astfel ca
A=)AS, + K si

A—pl = (\S, —ul) + K1 = Jo (I +Ky),

unde J = AS, — ul e bijectiv (conform afirmatiei (3) din Exemplul 3),
iar Ky, Ky: X — X sunt operatori compacti. Injectivitatea operatorului
A — pl o implica in mod evident pe cea a operatorului I + Ks. Aplicand
afirmatia ¢) a Teoremei 2 operatorului I + K, rezulta ca acest operator
este surjectiv. Pentru ca si operatorul J este surjectiv, rezulta surjectiv-
itatea operatorului J o (I + K3) = A — pul. Prin urmare, p € p(A).

Vom arata in continuare ca operatorul A — ul nu este bijectiv daca
|| < |A|. Fie g un numar real astfel ca |u| < |A|. Presupunem, prin
reducere la absurd, ca A — ul este bijectiv. Scriem

1 1
Sr—glzX(A—MI)—XKlzjlo([—i—Kg),

unde J' = (A — pl) este bijectiv, iar K3: X — X este compact.
Afirmatia (2) din Exemplul 3 implica injectivitatea operatorului S, —£1,
de unde rezulta ca si operatorul I + K3 este injectiv. Aplicand inca o
data afirmatia c¢) a Teoremei 2, concluzionam ca operatorul I + K3 este
surjectiv. Prin urmare, si operatorul J'o(I+ K3) = S, — &1 este surjectiv.
Rezulta ca § € p(S,), ceea ce contrazice afirmatia (3) din cadrul Exem-

plului 3. Contradictia obtinuta dovedeste ca u € o(A). In concluzie,
o(Syo M) = [—=[A], |A]]. O
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