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MODELE MATEMATICE CARE CARACTERIZEAZA TORSIUNEA
UNEI ARIPI PENTRU MONOPOSTRUILE DE FORMULA 1

Daniela DARABUT

Abstract. This paper describes mathematically the torsional divergence of an
unsweapt flexible Formula 1 car front and back wing. The mathematical ”tool”
used to model this behaviour is an inear and non-homogeneous ordinary differ-
ential equation of order two. The mathematical model is based on a simplified
unswept flexible airplane wing.

Keywords Front wing torsional divergence, Rear wing torsional divergence, Ordi-
nary differential equations, Mathematical modelling

1. INTRODUCERE

Aeroelasticitatea reprezinta interactiunea dintre inertie, aerodinamica gi fortele
elastice. Interactiunea dintre cel putin doua forte mentionate anterior produce di-
verse fenomene aeroelastice precum divergenta, flutter-ul, control reversal ,buffeting
si stabilitatea dinamica. In aceastd lucrare voi descrie divergenta torsionald a unei
aripi a unui monopost de formula 1.

Divergenta torsionala este cel mai intalnit tip de divergenta care apare atunci cand
unghiul local al aripii cregte pana in punctul in care cauzeaza cedarea structurala.
Acest fenomen se petrece cand fortele de ridicare pe o aripa induc un moment de
torsiune care rasuceste aripa in jurul axei sale elastice. Aceasta rasucire are ca rezultat
cresterea unghiuli local de atac al aripii, care la randul sau, produce o noua rasucire.

Obiectul studiului fiind aripa unui monopost, nu vom discuta despre o forta de
portanta ci vom aduce in prim-plan downforce-ul (forta de apésare). Downforce-ul
este o fortd de ridicare (asemanitoare portantei), dar aceasta este aplicatd de sus in
jos gi apare datorita caracteristicilor aerodinamice ale unui vehicol/ componentd a
unui vehicol. Scopul acestei forte de apasare este de a permite masinii sa se deplaseze
mai repede prin cresterea forgei verticale asupra pneurilo, crednd astfel mai multa
aderenta.

Aripa frontald a unui monopost este compusa din doua aripi simetrice fata de botul
monopostului care le leaga. Datorita acestei simetrii, in continuare voi analiza doar
despre una dintre cele doua aripi.

Articolul principal luat drept punct de pornire discuta despre un model matematic
al unei aripi de avion [1], care este de fapt o aripd de monopost rasturnaté orizontal
precum se observa in imaginea urmatoare:
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Figure. 1.1 — Diferenta dintre sectiunea trabsversala a unei aripi de avion gi cea de magina

2. PRELIMINARII

Aceastd lucrare detaliaza unele aspecte legate de aeroelasticitae, astfel consider ca
este necesard o sectiune care explica terminologia folosita.
In cazul aeronavelor cu aripi subtiri si drepte in consold, existd doud moduri tipice
de migcare. Primul este un mod de incovoiere in care varful aripii se indoaie in sus si
in jos in raport cu radacina fixa a aripii. Acest efect se numeste divergenta.

DRUM DREPT

Figure. 2.2 — Exemplu de de divergenta a unei aripi frontale pentru monopostul Mercedes
si Redbull
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In acest caz, momentul produs de sarcina de aer este mai mare decat rigidi-
tatea structurala la torsiune a aripii gi, prin urmare, aceasta va fi rasucita de pe
vehicul. Viteza de prag pentru aparitia acestui tip de defectiune se numeste viteza de
divergenta si se spera ca va fi mult mai mare decat orice viteza normala de functionare
a vehiculului.

Al doilea este un mod de rasucire, in care aripa se roteste in jurul axei sale de
rigiditate, acest efect se numeste flutter.

Figure. 2.3 — Exemplu de de flutter a unei aripi frontale dusa la extrem cu scop explicativ,
in realitate 6 este foarte mic

3. MODELUL MATEMATIC CARE DESCRIE DIVERGENTA TORSIONALA A UNEI
ARIPI FRONTALE

Interactiunea dintre sarcinile aerodinamice gi deformarea prin rasucire a aripilor
subtiri poate fi idealizata astfel incat conditiile de echilibru sa fie reprezentate cu
ajutorul unor ecuatii diferentiale.

In acest caz, structura este distribuita uniform de-a lungul aripii, astfel incat orice
deformare va fi distribuita continuu de-a lungul aripii.

In aceastd lucrare vom folosi un model clasic (discutat in mod curent in toate
textele de aeroelasticitate) pentru a descoperi efectele aeroelasticii asupra unui model
de aripa de fidelitate mai mare. In special, modelul ne permite sa prezicem modul in
care se redistribuie incarcaturile de aer din cauza aeroelasticii.

.
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Figure. 3.4 — Forma de plan a aripii
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Structura flexibila continua a aripii, prezentata in plan in figura 3, are doar libertate
de rasucire, in ciuda faptului ca aripa se va indoi si sub actiunea sarcinilor aerodinam-
ice distribuite. In cazul aripii, structura se extinde continuu de la bazi(suport) pana
la varf si este incorporatd intr-o aripa cu coarda constantd. Coarda unei aripi (in
aeronauticd) este o linie dreaptd imaginara care uneste marginea de atac gi marginea
de fugd a unei aripi.

Figure. 3.5 — Aripa frontala a Ferrari F310

Modelul are o linie de referintd a centrelor aerodinamice si o linie a centrelor de
forfecare (numita axa elasticd), astfel incat intre cele doud exista o distanta constanta,
e. In plus, masa aripii este luata in considerare prin distribuirea unei mase constante
pe unitatea de lungime de-a lungul aripii la o distanta d in spatele axei elastice.
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Figure. 3.6 — Idealizare a torsiunii aripii neinclinate care aratd un element tipic de torsiune

Figura 5 prezinta structura continua a aripii subdivizata in sectiuni infinitezimal de
mici cu lungimi dzr impreuna cu o diagrama tipica de corp liber. Fortele de portanta
sunt distribuite, orientate in sus de la pagina, de-a lungul liniei centrelor aerodinamice
ceea ce inseamnd cd downforce-ul I(z) este distribuit cu o orientare in jos de la pagina.
Fortele de portanta produc un cuplu in jurul axei elastice a aripii.

Pentru un aeroplan, portanta pe unitate de lungime, in functie de unghiul intial
de atac si de torsiunea distribuita ,6 este:

p(z) = qce, alx) = qeag (ag + 0(x))

unde ¢ este presiunea dinamica masurata in Pascali, ¢ este coarda la coordonata z, o
este unghiul de deformare iar o este unghiul initiat inaintea deformarii.
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Deoarece in cazul nostru vehicolul inainteaza, unghiul initial inaintea deformarii va fi
mai mare ca cel de dupa deformare, astfel a(z) = ap — 0(x).

Notatia ap este utilizata ca prescurtare pentru panta curbei de ridicare locala ¢ .
Panta curbei de ridicare locala a unei aripi are semnul contrat pantei curbei de ridi-
care locald a unui aeroplan, precum se poate observa gi in figura 1. Astfel ag este
utilizata ca prescurtare pentru panta curbei de ridicare locala ¢;, si putem deduce
astfel Downforce-ul pe unitatea de lungime, in functie de unghiul initial de atac si de
torsiunea distribuita, 6(x), este:

l(x) = —qcag (g — 0(x))

Aceasta reprezentare aerodinamica este adesea denumita teoria benzilor, in care
interactiunea aerodinamica intre elemente este ignorata. In plus, un moment aerodi-
namic de tangaj este distribuit de-a lungul deschiderii la centrul aerodinamic.

Mac = ¢ CQCmac

Unde ¢pqc este coeficientul momentului sectional (presupus, de asemenea, constant
de-a lungul aripii) in jurul axei linia mediand aerodinamica. In cele din urma, greu-
tatea distribuita a aripii w creeazi momentul fortei (torque in eng.), &,

tw =nwd

unde n este factorul de sarcina normal la suprafata aripii si d este distanta dintre
linia centrului de masa gi axa elasticd. Combinand aceste sarcini, se obtine cuplul
distribuit, prezentat in figura 5 , si pozitiv, dupa cum se arata, este:

t(x) =€ - 1(x) + Mmae + tw

t(z) = —qceag (g — 0(x)) + g cmac + nwd
unde amintim ca e este distanta dintre centrul aerodinamic si axa elastica.
Relatia dintre deformarea prin rasucire pe lungimea acestei structuri si o deformare
internd de rezultantd a sectiunii transversale interne, T'(x), prezentatd in figura 3,

este data de relatia

dé
T(x) = =
(z) =GJ dr

unde GJ este rigiditatea efectiva la torsiune a sectiunii transversale a aripii. Echilibrul
momentelor fortelor interne si externe in jurul axei x da:
XM, =0
drl
T(z) — t(x)dx — (T(a:) + mdw) =0
dT
(—t(;v)—dx>dx20 ,dx > 0=
dTl
i
T (z)

Folosind ecuatia de mai sus putem obtine o relatie intre deformarea de torsiune 6 si
momentul fortei extern aplicat ¢(x) astfel :

dT d do

Substituind cele necesare obtinem :
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d do
— | GJ— | = —qceag(ay — O(x e nwd
& (075 ) = ~aecaalan = 60) + e +
Rearanjam termenii din ecutia de mai sus astfel :

d do

— [ GJ— | + qceaph(z) = —qceapag + G2 cmac + nwd

dzx dx
Cu scopul de a usura scrierea, vom introduce urmétoare constants :
(—qceaoao + g Cmac + nwd)

GJ

Astfel ecutia de mai sus se poate rescrie astfel:

d*0
GJ@ + qceapf(x) = —K - GJ

impartind ecutia de mai sus cu constanta GJ obtinem:

K:

d?0 qceag
— 0(z)=-K
dz? ( GJ ) (@)
Definim un parametru de aeroelasticitate astfel :
gceag
A=
GJ

Iar ecutia diferentiald devine:

d*0

— +N0=-K

dx?
Distingem ecuatia diferentiala ordinare de ordinul doi liniara si neomogena. Solutia
generala a acestui tip de ecuatie este:

0 =00+06,
unde 6, este solutia ecutiei diferetiale ordinare de ordinul doi liniara si omogena

asociata, iar 0, este solutia particulara a ecuatiei initiale. Ecuatia caracteristica
asociata ecutiei diferentiale de ordinul IT omogene gi liniare este :

24+ A2 =0
Astfel, se obtine ca:
A=)\
ceea ce Insea ca solutia generala a ecuatiei diferentiale va avea forma :
Oo(z) = Asin Az + Bcos Az unde 4, B € R
Solutia particulara a ecuatiei 6, are forma:
0, =Qo(x) =C unde C € R

deoarece 0 nu este solutie a ecuatiei caracteristice asociate. Introducem 6, in ecutia
diferetiala initiala si obtinem :
0+MC=-K=
K
C=—-——=
22

Astfel, solutiea ecuatiei diferentiale este :

K
O(x) = Asin Az + Bcos Az — 2 unde A, B € R
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Pentru a afla constantele A gi B, impunem conditii initiale la extremitéatile aripii
astfel:
La baza aripii, ¢ =0 :

0(0)=0=

K
Asin0+ Bcos0 — SV 0=
K
2
Introducem constanta nou aflata si obtinem o noua forma a solutiei :

B=

O(z) = Asin Az — %(1 — oS A\x)

La varful aripii, « = L si cuplu T'(L) = 0 deoarece capatul este liber :

d
T(L) = GJ£0(L) =0
Calculam L6(x) :

ix
Loy = A pan(a)) - (ic[_cosw)] N ddx[lo
= Acos(z) - %[Ax] - ((—ci[cos(;j)]) +0) K
= Acos(Az)\ - %[93] N (—Sin(Az))/\;(fx[A:c] K
~ Acos()p-1 - Nl Af sin(Az)
— AXcos(Az) - m
= AXcos(Az) — I“%W)
Astfel,

AMXcos(AL) — Ksin(AL)

=0
A

Rezolvam pentru a obtine A :
A Ktar)l\()\L) 0o
A K tan(A\L)

22
Astfel scriem solutia ecutiei diferetiale ca fiind :

-K
O(x) = V[l —cos A\x — (tan AL)(sin Ax)]
Unde :

X (—qceaoao + qc?Cmac + nwd)
GJ
si

qgcea,
A=
GJ
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Ecuatia diferentiala de mai sus descrie distributia rasucirii de-a lungul aripii, de la
radacing la varf. Noi nu trebuie s& uitdm ca aripa are, de asemenea, incovoiere flexie,
dar flexia de incovoiere nu afecteaza sarcina aerodinamica a aripii fara incovoiere.
Ecuatia de mai sus arata ca termenul tanAL are un efect important asupra rasucirii
aripii. Un grafic al tan AL in functie de AL este prezentat in figura 7.

tan(AL)

00 02 04 06 08 10 12 14
A

Figure. 3.7 — Coeficientul de amplificare a rasucirii tanAL

La AL = 57 devine infinit. Dacd A = g , mic sarcini initiale mici pe aripa produc
(teoretic) o infinitate deformatii de torsiune infinite. Din punct de vedere fizic, acest
lucru nu poate se poate intdmpla deoarece, din motive structurale gi/sau aerodinamice

aerodinamice ar face ca modelul nostru sa fie nu ar invalida ipotezele modelului.

4. MODELUL MATEMATIC CARE DESCRIE DIVERGENTA TORSIONALA A UNEI
ARIPI DIN SPATE

O aripa necambrata, cu anvergura b, este fixata pe ambii pereti ai unui tunel aero-
dinamic si plasata la un unghi de atac ag. Aripa este idealizata ca o aripa flexibila
la torsiune, cu o proprietate uniforma uniforméa, precum cea discutatd in sectiunea
anterioara. Folositi figura 4 ca referintd, dar cu anvergura b in loc de L si cu un
suport suplimentar in dreapta.

Figure. 4.8 — Exemplu de de divergenta a unei aripi din spate pentru monopostul Mercedes
si Redbull
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Figure. 4.9 — Forma de plan a aripii

Articulatia de fixare a suportului de aripa este flexibila la torsiune; un resort de
torsiune cu rigiditatea K este atagat intre radacina aripii gi suport, astfel incat
momentul de restabilire a atagamentului este K76(0) atunci cand rad&cina aripii se

rasuceste cu o valoare 6(0). In exemplul anterior, ridicina a fost restrictionati astfel
incat 6(0) = 0.
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Figure. 4.10 — Diagrama de corp a jonctiunii aripd/suport

Rationamentul pentru aflarea ecuatiei diferentiale care guverneaza modelul matem-
atic este asemanator celui prezentat in sectiunea anterioara, cu precizarea ca momen-
tul aerodinamic de tangaj si momentul fortei creat de greutatea distribuita a aripii

dispar deoarece, in cazul de fata, aripra este suportatd cu suporti pe ambele capete.
Astfel,

d*0  qcea, qeeagayg

2 ar (W =-—gg

Definim un parametru de aeroelasticitate astfel :

_ gceag

)\2
GJ
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Tar ecutia diferentiald de mai sus devine:

2
iﬁ+ve:_v%

Distingem ecuatia diferentiala ordinare de ordinul doi liniara si neomogena. Solutia
generala a acestui tip de ecuatie este:

0=00+0,

unde 6, este solutia ecutiei diferetiale ordinare de ordinul doi liniara si omogena
asociata, iar 0, este solutia particulara a ecuatiei initiale. Ecuatia caracteristica
asociata ecutiei diferentiale de ordinul IT omogene si liniare este :

24+ A2 =0
Astfel, se obtine ca:
A=)
ceea ce Insea ca solutia generala a ecuatiei diferentiale va avea forma :
Oo(x) = Asin Az + Bcos A\x unde A, B € R
Solutia particulara a ecuatiei 8, are forma:
0, =Qo(x) =C unde C € R

deoarece 0 nu este solutie a ecuatiei caracteristice asociate. Introducem 6, in ecutia
diferetiala initiala si obtinem :

0+ MC = -\ag =

C = —Q
Astfel, solutiea ecuatiei diferentiale este :
0(z) = Asin(Az) + Bcos(Ax) — ap unde A, B € R

Diferenta majora dintre ecutia diferentiala care guverneaza modelul matematic prezen-
tat in sectiunea anterioara gi cel din aceasta sectiune este reprezentata de modul in
care sunt formulate conditiile initiale.
Cuplul arcului de fixare, My, si cuplul intern al aripii, 7T, la radacina aripii se

definesc astfel

MS = KTQ(O)
si

T(0) = GJO'(0)

Echilibrul cuplului la z = 0 este o conditie la limita. Dupa cum se indica in figura
11, cuplul de la resortul de torsiune, My, si cuplul de la radacina aripii trebuie sa fie
in echilibru astfel incat T'(0) — M = 0, sau

Kr6(0) = GJO'(0) =
Kt

~26(0) = 0/(0)
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Revenind la solutia aflati, calculim 42

dx
db d .
- = - [Asin(Ax) + B cos(Az) — ao]

=A- %[Sin()\x)] +B- (%[cos()\x)] + % [—ao)

d , d
= Acos(\x) - a[)\x] + B (—sin(Az)) - a[)\m] +0
d d .
= Acos(Az)A - a[x] — B\ a[x] -sin(Ax)
= Acos(Ax)A -1 — B - 1Asin(Ax)
= Al cos(Ax) — BAsin(Ax)

Astfel, simplificand ecuatia de mai sus :

@ _ —A - (Bsin(Ax) — Acos(Ax))
dx
Revenind la conditia initiala, avem:
Kr _Kr, .
@9(0) = a(A sin(A0) + B cos(A0) — ap) =
Ky Ky Kr
—0(0)=B — oy —=—
G/ =Bgr —gg
Dar,
dZ(O) = —\ - (Bsin(A0) — Acos(A0)) =
x
do(0)
V)4
dx A
Astfel,
Krp Kr
G; s ="
Lungimea b fiind strict pozitiva, putem face urmatorul calcul :
Krb
B—ay)——=AN=
(B =) g7
GJ
GJ
B = Qp + A)\bKin =
Folosind urmaétoarea notatie g = I? TJb obtinem :
ABAb — g =B

La cealalta parte a aripii, y = b ,cuplul de la radacina aripii trebuie sa fie in
echilibru astfel incat T'(b) — My = 0, sau
Kr0(b) = GJO (b) =
Kr

F70b) =0'()
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Claculdm 6(b) astfel:
0(b) = Asin(Ab) + B cos(Ab) — g =

Kr G Kr Kr
a&(b) = GJAsm()\b) + GJBCOS()\b) R
Calculdm 6'(b) astfel :
dfl(b) = —\- (Bsin(Ab) — Acos(Ab))
x

Egaland cele doua ecuatii obtinem:

&A sin(\b) + %B cos(A\b) — ﬁao = —\ - (Bsin(Ab) — Acos(\b))

GJ GJ
Asin(Ab) + B cos(Ab) — ag = —)\% - (Bsin(Ab) — A cos(A\b))
T
Asin(Ab) + (ABAb — ) cos(Ab) — ag = f)\% - ((ABAD — ) sin(A\b) — A cos(Ab))
T
Folosind un software pentru calcul (www.symbolab.com) aflam A si substituind la
mometul potrivit 8 = ]?—T‘]b aflam urmatoarele:

Ao KragAGJ sin(Ab) + K2ag cos(Ab) + K2
K2 sin(\b) + KrAGJ + X2(GJ)? sin(Ab) + K2 cos(\b)
AEL sin(Ab) + cos(Ab) + 1
sin(Ab) + AZL + A2 {Z2 sin(Ab) + cos(Ab)
A= ay ABbsin(Ab) + cos(Ab) + 1
sin(Ab) + A\Bb + A252b2 sin(Ab) + cos(Ab)

A:ao

Atfel, putem afla B :

ABbsin(Ab) + cos(Ab) + 1 B
0 G TND) + ABb + \2A2RZsin(Ab) + cos(b) 0 0= B
B ABbsin(Ab) + cos(Ab) + 1 B
B = a0l G T a8 + 22307 sin () 1 eos )~ Y
B ABbsin(Ab) + cos(Ab) + 1 1
= (G sin(0) + 1+ AAbsim(\) + Fabcos() V)
Astfel,
B ABbsin(Ab) + cos(Ab) + 1 )
0@) = @0 G B+ ABb + A2F20% sin(b) - cos () S AT F
ABbsin(Ab) + cos(Ab) + 1
0l GO0 T ABb + A2BZbZ sin(Ab) T cos(ap) 0 T B eos(Az) = ao
B ABbsin(Ab) + cos(Ab) + 1 )
0@) = Q0 0 F ABb + 2202 sin(Ab) 1 cos() AT + ABbeos(Az) — cos(Aa)) — ao
ABbsin(Ab) + cos(Ab) + 1 (sin(Az) + cos(Ax)(ABb — 1)) — ap

0(z) = a0 sin(Ab) + ABb + A232b2 sin(Ab) + cos(Ab)
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Astfel, am descoperit solutia ecutiei diferentiale ordinare de ordinul 2 liniare si
neomogene care descrie divergenta torsionala a unei aripi din spate a unui monopost,
unde aripa este flexibila si nu are inclinare :

ABbsin(Ab) + cos(Ab) + 1
YOSin(\b) + ABb + A2B2b2 sin(Ab) + cos(\D)

Ecuatia de mai sus descrie distributia rasucirii de-a lungul aripii.

O(z) = (sin(Ax) + cos(Az)(ABb — 1)) — ag

5. CONCLUZII

Modelele aeroelastice trebuie sa includa suficiente detalii pentru a ne permite sa
prezicem ce se Intampla cu aripile unui ponopost atunci cand acesta se afla la diferite
viteze de deplasare.in acest articol am prezentat doua modele matematice care descriu
modul in care o aripa al unui monopost se poate rasucii in timpul unei curse, folosind
ecutii diferentiale ordinare, de ordinul doi liniare §i nomogene. Modelele luate in
considerare in acest capitol au fost simple si au presupus ca atat structura, cat si
comportamentul aerodinamic sunt liniare.

Modelul care descriu divergenta torsionald a unei aripi frontale are ca referinta
monoposturile de formula 1 din perioada 1975 - 2002, perioada in care aripile frontale
erau drepte. Modelul care descrie divergenta torsionala a unei aripi din spate are
care referintd monoposturile de formula 1 de dupa anul 1990, dar consider ca aceste
modele pot descrie comportamentul unui eleron de magina obisnuit.

Cercetari ulterioare ce se pot efectua folosind aceste modele sunt, spre exemplu
avand un set de date colectate se poate determina daca nivelul de torsiune al unei
aripi se incadreaza In limitele de sigurata impuse de Federatia Internationala a Auto-
mobilului (FIA). Alte cercetéri pot consta in extinderea acestui model pentru toate
tipurile de aripi (cele drepte si cele puse la un unghi).
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