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ABORDARE SISTEMATICA PRIN INTEREMEDIUL SISTEMELOR DE
ECUATII LINIARE A UNOR PROBLEME DE CICLU PRIMAR

Eduard Stefan Grigoriciuc

Rezumat. In this paper we present a problem taken from the National Compe-
tition “Gazeta Matematica Junior 2015 - clasa a II-a”. We discuss the problem
in the context of systems of linear equations and we solve the system obtained
using Gauss’s Method. We also present some remarks related to the existence
and the form of the solutions. In the final section we propose another form of
the problem with stronger hypotheses.
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1. PRELIMINARII

Fie K un corp comutativ. Un sistem de ecuatii de forma

a11x1 + a1owe + ... + a1y, = by
(1) a21T1 + a22%2 + ... + @2y = b2

Am1T1 + Am2aT2 + ... + GppTp = by,

unde a;; € K si b; € K pentru¢ =1, m, j = 1,n §i 21, ..., ©, sunt necunoscute
se numeste sistem de ecuatii liniare cu m ecuatii $i n necunoscute (vezi [2]
sau [3]). Matricea

ail a2 A1n
any a2 ... Qg

A= " € Mpn(K)
aml am2 ... Qmn

se numeste matricea sistemului, iar matricea

all (A A1n bl
— asy ano aon bg
Am1 Am2 ... Qmn bm

obtinuta prin adaugarea coloanei formata din termenii liberi ai sistemului (1)
se numeste matricea extinsd a sistemului. Pentru a rezolva un sistem de forma
(1) se pot folosi mai multe metode (vezi [2]) dintre care mentionam (si folosim
in lucrarea de fata) Metoda lui Gauss de rezolvare a sistemelor de ecuatii
liniare.
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OBSERVATIA 1. Metoda lui Gauss (metoda eliminarii succesive) este metoda
prin care un sistem de forma (1) este transformat intr-un sistem echivalent
(cu aceeagi multime de solutii) de forma triunghiularda sau trapezoidald prin
transformari elementare asupra liniilor sau a coloanelor.

OBSERVATIA 2. Numim transformari elementare asupra liniilor (coloanelor)
unei matrici A urmatoarele:

e permutarea a doua linii (coloane) ale lui A4;

e inmultirea unei linii (coloane) ale lui A cu un scalar nenul;

e inmultirea unei linii (coloane) ale lui A cu un scalar si adunarea la alta
linie (coloana).

2. PROBLEMA PROPUSA

Prezentam in cele ce urmeaza o problema extrasa din subiectele de clasa a
II-a propuse la Concursul National Gazeta Matematica Junior — Etapa I (vezi
[1, Problema 3]).

PROBLEMA 1. Scrieti numerele naturale de la 1 la 9 in casetele libere, astfel
incat cele opt egalitati scrise pe liniile orizontale si pe coloane sa fie corecte:

Figura. 2.1 — Problema 1

OBSERVATIA 3. In rezolvarea Problemei 1 se pot discuta urmatoarele doua
cazuri:

(1) cifrele scrise in casetele libere apar fiecare o singura data;
(2) cifrele scrise in casetele libere se pot repeta cel putin o data.

Desi in enuntul problemei nu este specificat cazul in care lucram, vom prezenta
o demonstratie care ilustreaza faptul ca in cazul (1) problema nu are solutii,
iar in cazul (2) problema are exact 4 solutii.

Demonstratie. Vom rezolva mai intai Problema 1 fara a tine cont de restrictiile
asupra cifrelor impuse mai sus. Tabelul din Figura 2.1 poate fi vazut ca un
sistem de 8 ecuatii cu 9 necunoscute (notate aici xy, x9, ..., xg) pe care il vom
rezolva folosind Metoda lui Gauss.
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Figura. 2.2 — Notatie - Problema 1

Folosind notatiile din Figura 2.2, obtinem sistemul

(7+:L‘1—:E2:5
T3 — 24+ x4 = x5
T+ a7 —x83 =06
S5+b—z9g=7
T+x3—x6=205
x1—24x7="17
To 4+ T4 — T8 = X9
[0+ 25 —6=T7

Fie vectorul
T = ($1,$2,$3,:IJ4,$5,SU67.’E7,.’E8,.T9),

unde 7, € Ncul < zp <9, k= 1,9 solutia sistemului (Sp). Sistemul se poate
rescrie intr-o forméa echivalenta

Tr1 — T2 =-2
xr3 + T4 — Ty =2
e + 7 — I8 =6
$9:3

T3 — x4 =-2
T + x7 =7
To + x4 —x8—x9 =0

xIs =8

din care se obtin imediat z5 = 8 §i z9g = 3. Daca eliminam cele doua
componente x5 si xg, putem construi un nou sistem (S,) cu necunoscutele

Y1, Y2, ---, Y7, unde

y= (y1a3/2793>y47y533/6,y7) = (xlvaax3ax47$67$7a$8)
si
(4) L= (y17y27y3)y4787y57y67y773)
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Astfel, obtinem un sistem de 6 ecuatii cu 7 necunoscute

Vom rezolva sistemul (.S,

Y1 — Y2 = -2
Y3+ Ya =10
Ys + Y6 —yr =6
Y3 — Y5 = -2
Y1 + Ys =7
Y2 +ya —yr=3

) folosind Metoda lui Gauss de rezolvare a sistemelor

de ecuatii liniare (vezi [3, Capitolul IV, Sectiunea 3.4] sau [2, Capitolul 4,
Sectiunea 4.3]). Matricea extinsa a sistemului (S,) este

=

1 -1 00 0 0 O -2
0 0 11 0 0 O 10
0 0 00 1 1 -1 6
0 0 10 -1 0 O -2
1 0 00 0 1 O 7
0 1 01 0 0 -1 3
0 0 00 O O O 0

Asupra acestel matrici efectudm urmatoarele transformari elementare:

e Inmultim linia 1 cu —1 si o adunam la linia 5

DO OO OO

e permutam linia

DO OO OO

-1 00 O O 0 -2
O 1.1 0 0 O 10
0O 00 1 1 -1 6
O 1.0 -1 0 0 =2
1 00 0 1 O 9
1 o1 0 O -1 3
0O 00 0O 0 O 0
2 cu linia 5
-1 0 0 O O 0 -2
1 00 0 1 O 9
0O 00 1 1 -1 6
O 1.0 -1.0 0 -2
O 1.1 0 0 O 10
1 o1 0 O -1 3
0O 00 O 0 O 0
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e inmultim linia 2 cu —1 si o adunam la linia 6

1 -100 0 0O 0 =2
o 1 00 O 1 0 9
0O 0 0 0 1 1 -1 6
O 0 10 -1 0 0 =2
0O 0 110 0 0 10
0o 0o 01 0 -1 -1 -6
0O 0 00 0 o0 o0 O
e permutam linia 3 cu linia 4
1 =100 0 O 0 =2
o 1 00 O 1 0 9
O 0o 10 -1 0 0 -2
0 0 00 1 1 -1 6
0O 0 110 0 0 10
0o 0 01 0 -1 -1 -6
0O 0 o0 0 o0 o0 O

e inmultim linia 3 cu —1 si o adunam la linia 5

1 -1 0 0 O 0 0 -2
0O 1 00 O 1 0 9
0 0 1.0 -1 0 0 -2
0O 0 0 0 1 1 -1 6
0O 0 01 1 0 0 12
O 0o 01 0 -1 -1 -6
0O 0 00 O 0 0 0
e permutam linia 4 cu linia 5
1 -1 0 0 O 0 0 -2
0O 1 00 O 1 0 9
0 0 1.0 -1 0 0 -2
0 0 01 1 0 0 12
0O 0 0 0 1 1 -1 6
0O 0o 01 0 -1 -1 -6
0O 0 00 O 0 0 0

e Inmultim linia 4 cu —1 si o adunam la linia 6

1 -100 0 O 0 =2
0 1 00 O 1 O 9
0o 0o 10 -1 0 0 =2
0o 0o 01 1 0 0 12
0 0 00 1 1 -1 6
0o 0o 00 -1 -1 -1 -18
0 0 00 O 0 O 0
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e inmultim linia 5 cu 1 i o adunam la linia 6

1 -1 00 0 0 0 =2
0O 1 00 O 1 O 9
O 010 -1 0 0 =2
0O 0 01 1 0 O 12
O 0 00 1 1 -1 6
O 0 00 0O 0 —2 —-12
0O 0 00 O O O 0
Obtinem, in final, sistemul
Y1 — Y2 = -2
Y2 + Y6 =
Ys —Ys = -2
6 S’
©) (5y) Y4 + Y5 =12
ys+ys— yr=26
—2yr = —12
Efectuand calculele pe
e linia 6, obtinem
yr =06

linia 5, obtinem

Y5 =6 —yg+yr=6—ysg +6 =12 — ys

linia 4, obtinem
Ya =12 —ys =12 — (12 — yg) = ye
linia 3, obtinem
ys=—2+ys = -2+ (12 —yg) = 10 — ys

linia 2, obtinem

Y2 =9 — ys

linia 1, obtinem
y=—-2+4+y2=—-2+09—y)=7— s

Asadar, solutia sistemului (5}) este

y = (7~ 96,9 — ¥, 10 — ¥6, Y6, 12 — Y6, Y5, 6).-

De asemenea, y este solutia sistemului (S,). Revenind la problema initiala,
avem ca

T = (7 - y679 — Yo, 10 — yﬁay6787 12 — 3/671/6;6,3)
(7) = (7-27,9— 27,10 — x7,27,8,12 — 27, 27,6, 3)

este solutia sistemului (5), unde z7 € N* astfel incat 1 < z7 < 9. O
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3. CONCLUZII

OBSERVATIA 4. Din relatia (7) se observa ca z7 apare atat pe pozitia a
patra, cat si pe pozitia a saptea in vectorul solutie . Prin urmare, nu exista
nicio solutie a sistemului in care cifrele cerute in Problema 1 sa apara o
singura data.

OBSERVATIA 5. Tot din relatia (7) obtinem urmétoarele 4 solutii:
z=(4,6,7,3,8,9,3,6,3) pentru z7=3
z=(3,5,6,4,8,8,4,6,3) pentru z7 =4
r=(2,4,5,5,8,7,5,6,3) pentru a7 =05
T = (1,3,4,6,8,6,6,6,3) pentru xz7 =6

in care cifrele se repeta cel putin o datd. Avand in vedere conditiile 7—x7 > 0
si 12 — z7 <9, nu exista alte solutii in afard de cele prezentate mai sus.

OBSERVATIA 6. Pe de alta parte, daca in enuntul Problemei 1 se face mod-
ificarea numerele naturale de la 0 la 9 (adica includem si cifra 0), atunci
Problema 1 are exact 5 solutii in care cifrele se repeta cel putin o data.
Acestea sunt

= (4,6,7,3,8,9,3,6,3
(3,5,6,4,8,8,4,6,3
(
(

) pentru xz7 =3

)
2,4,5,5,8,7,5,6,3) pentru xz7 =15

)

)

T =
T = pentru z7; =4
T =

x

1,3,4,6,8,6,6,6,3
z=(0,2,3,7,8,5,7,6,3

pentru z7 =6
pentru z7 =7

OBSERVATIA 7. O generalizare in care

(1) z1,...,x9 € N (sunt numere naturale) conduce la concluzia ca Problema
1 are exact 8 solutii:

T = (7, 9,10,0,8,12,0,6, 3) pentru z7 =0
x=(6,8,9,1,8,11,1,6,3) pentru z7=1
= (57,8,2,8,10,2,6,3) pentru z7 =2
T = (4,6,7,3,8,9,3,6,3) pentru z7 =3
= (3,5,6,4,8,8,4,6,3

( pentru xz; =4
(2,4,5,5,8,7,5,6,3
(

pentru z7 =5

x

x

z=(1,3,4,6,8,6,6,6,3

z=(0,2,3,7,8,5,7,6,3

(2) x1,...,xv9 € Z (sunt numere intregi) conduce la concluzia ca Problema
1 are o infinitate de solutii.

pentru xz7 =6

pentru z7; =7

)
)
)
)
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4. ALTERNATIVA LA PROBLEMA PROPUSA

PROBLEMA 2. Scrieti numerele naturale de la 1 la 9 (o singura data) in
casetele libere, astfel incat cele opt egalitati scrise pe liniile orizontale si pe
coloane sa fie corecte:

Figura. 4.3 — Problema 2

OBSERVATIA 8. Folosind o demonstratie similarad cu cea a Problemei 1,
obtinem sistemul

r1 — T2 =4
T3 — X4 — Ts =—4

Tg+ x7 — T8 =6

T9g =1

T3 — Tg =1

xr1 — Ty + x7 —x9=0

T — X8 =-3

xT5 =3
cu solutia
(9) :1::(1+x8,—3+x8,3+$8,4+x8,3,2+x8,4,x8,1),

unde xg € N* astfel incat 1 < xg < 9. Pentru a obtine o solutie in care cifrele
sa apara o singura data este suficient sa consideram xzg = 5. In cazul acesta,
unica solutie a Problemei 2 este

(10) z=(6,2,8,9,3,7,4,5,1).
OBSERVATIA 9. Alte solutii ale Problemei 2 ar fi
z=(4,0,6,7,3,5,4,3,1) pentru zg=3

z=(51,7,8,3,6,4,4,1) pentru axg=4

in care cifrele se repetd cel putin o data si sunt cuprinse intre 0 si 9.
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