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ECLIPSELE DE LUNA PE INTELESUL ELEVILOR

Cristina GHEORGHE

Rezumat. Geometry has a broad applicability in astronomy, and eclipses catch
people’s interest even nowadays. This paper offers an explanation of these phe-
nomena from a geometrical point of view, using elementar concepts accesible to
an elementary school student.
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1. INTRODUCERE

Eclipsele sunt fenomene care au ramas mult timp neintelese pe deplin, oame-
nii considerandu-le fenomene supranaturale. Desi sunt spectaculoase, eclipsele
pot fi explicate usor, avand o mare aplicabilitate In geometrie.

Articolul de fata isi propune sa explice modul in care se produc eclipsele de
Luna, oferind astfel un exemplu practic in care se aplica o serie de concepte de
baza ale geometriei. Partea teoretica este elaborata pe baza surselor [3], [4],
[5], [6]. Ultima sectiune este destinata descrierii unei activitati care poate fi
realizata cu elevii. Alegerea exemplului si efectuarea calculelor apartin auto-
rului articolului, diagrama fiind realizata pe baza algoritmului descris in sursa
[2]. S-au folosit coordonatele ecliptice furnizate de sursa [1]. Reprezentarile
geometrice din articolul de fata sunt, de asemenea, realizate de catre autor,
folosind softurile GeoGebra si Paint3D.

2. NOTIUNI PRELIMINARE

DEFINITIA 1. Sfera cereascd reprezinta o sfera de raza egald cu unitatea,
pe care sunt proiectate toate corpurile ceresti.

Principalele cercuri de referinta pe sfera cereasca sunt:

a) orizontul locului: reprezinta cercul mare perpendicular pe verticala
locului (directia determinata de forta de gravitatie) si contine locul in
care se afla observatorul;

b) meridianul locului: este dat de cercul mare care contine verticala lo-
cului si directia axei de rotatie a Pamantului;

c) ecuatorul ceresc: este cercul mare perpendicular pe axa de rotatie a
Pamantului si care trece prin centrul Pamantului;

d) ecliptica: cercul mare de pe sfera cereasca (cercul care contine cen-
trul sferei) descris de miscarea aparenta a Soarelui, observata de pe
Pamant. Ecliptica intersecteaza planul ecuatorului ceresc dupa dreapta
~v Q. Punctul v se numeste punct vernal, iar Q) punct autumnal.
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Coordonate ecliptice (8, \).  Coordonatele ecliptice ale unui astru sunt
latitudinea si longitudinea eclipticd, notate cu simbolurile 3, respectiv A.

DEFINITIA 2.  Ecliptica reprezinta cercul mare descris pe sfera cereasca
de drumul aparent al Soarelui in decurs de un an.

Denumirea de ecliptica provine din faptul ca
eclipsele de Soare si de Luna se produc atunci cand
Luna, In rotatia sa in jurul Pamantului se afla in
apropierea sau intr-unul dintre nodurile eclipticii
(punctele de intersectie dintre planul orbitei Lunii

- si planul eclipticii).

DEFINITIA 3.  Latitudinea ecliptica a unui
obiect de pe sfera cereasci este arcul de cerc
masurat de la ecliptica la pozitia acelui obiect ce-
resc.

-
Figura. 2.1 —  Reprezenta- DEerFINITIA 4. Longitudinea ecliptica repre-
rea coordonatelor ecliptice pe zinta unghiul dintre meridianul ecliptic al punc-

sfera cereasca tului vernal 7 si meridianul ecliptic al astrului. Se

masoara pozitiv spre est.

DEFINITIA 5.  Paralaxa diurna a unui astru (sau, pe scurt, paralaxa unui
astru) reprezinta unghiul sub care se vede din acel astru raza Pamantului.

3. GEOMETRIA ECLIPSELOR DE LUNA

Eclipsele de Luna se produc atunci cand Luna patrunde in conul de umbra
sau penumbra al Paméantului. In figura de mai jos, este reprezentat geometric
contextul in care se produc.

PENUMBRP

Y

Figura. 3.2 — Reprezentarea eclipselor de Luna
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Pentru a reprezenta modelul, am considetat cercurile de centre S si T
pentru Soare si respectiv Pamant, iar Ly, Lo, L3 trei pozitii posibile de pe or-
bita Lunii. Construind tangentele comune exterioare la cercurile S si T, in
partea opusa segmentului TS se formeaza un con de umbra avand varful in V.
Construind tangentele interioare, se va obtine, prin acelagi procedeu, un con
de penumbra, aflat de aceeasi parte a Pamantului, infasurand conul de umbra.
Atunci cand Luna se afla situata in intregime in conul de umbra (de exemplu
in pozitia Ly de pe orbita sa), spunem ca are loc o eclipsa totala, iar cand
se afla doar partial in conul de umbra, are loc o eclipsa partiala (de exemplu,
atunci cand Luna se afla in pozitia L3).

Atunci cand Luna se afla in conul de penumbra, are loc o eclipsa prin pe-
numbra, acest lucru observandu-se sub forma stralucirii mai reduse a Lunii.
O eclipsa totala se produce in mai multe etape: mai intai, Luna patrunde
in conul de penumbra al Paméantului, intensitatea sa luminoasa scazand gra-
dual, apoi pe masura ce strabate conul de umbra, suprafata Lunii pare sa
fie acoperita dinspre est cu un disc intunecat. Odata ce Luna este intrati in
conul de umbra, spunem ca eclipsa este in faza de totalitate, iar Luna nu mai
primegte lumina de la Soare, culoarea sa devenind rosiaticd. Acest fenomen
se explica prin absorbtia selectivd a luminii de catre atmosfera terestre, care
retine lumina albastra gi violet. Dupa terminarea fazei de totalitate, se ivegte o
margine stralucitoare a Lunii, iar aceasta revine treptat la stralucirea initiala.
O eclipsa totald de Luna poate dura aproximativ 5 ore (dintre care numai o
ora duradnd faza de totalitate, cand este invaluita complet in conul de umbra).

4. DETERMINAREA LUNGIMII CONULUI DE UMBRA

Pentru a verifica posibilitatea producerii unei eclipse de Luna, este necesar
sa determinam lungimea conului de umbra al Paméantului (lungime care va fi
apoi comparata cu distanta Pamant-Luna) si grosimea acestui con. Grosimea
conului ofera informatii despre posibilitatea producerii unei eclipse totale de
Luna.

Figura. 4.3 — Determinarea lungimii h a conului de umbra
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Notam cu R raza Soarelui si cu r pe cea a Pamantului si cu Py si s paralaxa,
respectiv semidiametrul aparent al Soarelui. Consideram AB si CE tangentele
exterioare, iar SE gi SB tangentele interioare. Construim BM||ST. Fie A =
ST distanta Soare-Pamant si h = TV lungimea conului de umbra, pe care
dorim sa o determinam.

Este cunoscut faptul ca raza dusa in punctul de tangenta este perpendicu-
lara pe tangenta, deci MA L AB i TB 1 AB, deci MA||TB. Mai mult,
din constructie, BM||ST, deci in cele doua triunghiuri se formeaza doua pe-
rechi de unghiuri congruente: <M BA = <T'V B, fiind unghiuri corespondente,
taiate de secanta AV sgi respectiv perechea de unghiuri <AM B = <BTV, care
sunt complementele unghiurilor considerate anterior. Prin urmare, deducem
ca triunghiurile TBV gi M AB sunt asemenea Din rapoartele de aseméanare
pentru aceste doua triunghiuri obtinem:

h r
(1) E_R*’IJ.A@
r
@h:f_ﬁ
A A

Pe de alta parte, triunghiurile SCT si SET sunt dreptunghice in C, respectiv
E, A este ipotenuza, iar R, repsectiv r sunt catete in aceste triunghiuri. Prin
urmare, se observa ca

— =gins

A

% — sin Py,

Se cunosc raza Soarelui, R = 696.000 km, raza Pamantului, r = 6.371 km
si distanta medie Soare-Pimant A =1 U.A = 149,6 - 105 km. Prin urmare,
valoarea semidiametrului aparent al Soarelui este

s = arcsin m = arcsin 0,0046524 ~ 16" = 16 - 60’ = 960”
iar valoarea paralaxei este
6.371
149,6 - 106
Deoarece unghiurile corespunzatoare semidiametrului aparent si repsectiv pa-
ralaxei Soarelui sunt unghiuri mici, putem inlocui sinusurile acestor unghiuri
cu valoarea unghiurilor exprimate in radiani. Prin urmare, ecuatia (1) devine
r
s— Py

Tinand cont de valorile determinate, avem ca

_206265”

960" — 97

Py = arcsin — arcsin4, 258689 - 1075 ~ 97

ra217r
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Se observa ca lungimea obtinuta pentru conul de umbra este mult mai
mare decat distanta de la Pamant la Luna (60 de raze terestre), prin urmare
Luna poate trece prin conul de umbra al Pamantului, daca ne referim strict
la departari. Facem precizarea ca semidiametrul aparent si paralaxa Soarelui
variaza, deoarece distanta Soare-Pamant variaza, iar in calcule au fost consi-
derate valorile medii ale acestora.

5. DETERMINAREA SEMIDIAMETRULUI APARENT AL UMBREI PAMANTULUI

Pentru a verifica posibilitatea ca Luna sa intre in intregime in conul de
umbra al Pamantului (adica sa aiba loc o eclipsa totald), se impun anumite
conditii legate de semidiametrele aparente ale umbrei si respectiv penumbrei
Pamantului. In continuare, vom determina relatia de calcul a semidiametrului
aparent al umbrei (pe care il vom nota cu simbolul p), in functie de paralaxa
Lunii, paralaxa Soarelui si semidiametrul aparent al acestuia. Vom reprezenta
din nou geometric eclipsele de Luna gi vom considera Soarele S si Paméantul
T dispuse ca in figura de mai jos.

Orbifa Lunil /

Vs

Figura. 5.4 — Determinarea semidiametrului aparent p al umbrei Pamantului

Consideram un plan perpendicular pe directia conului de umbra, plan situat
la o departare egala cu distanta Pamant-Luna. Consideram O si L punctele de
intersectie ale orbitei Lunii cu acest plan si notaam cu litera v unghiul <BV'T,
avand varful in varful conului de umbra. Unghiul <7'OB fiind unghi exterior
triunghiului ATOV, avem ca

(2) m(<TOB) =p+wv

Dar, unghiul <T'OB este unghiul sub care se vede din O (pozitia Lunii)
raza Pamantului, prin urmare <T'OB este chiar paralaxa Lunii, iar relatia (2)
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devine
(3) P(( =p+v

Pe de alta parte, se remarca faptul cd unghiul <T'AB este unghiul din
care este vazuta din Soare raza Paméantului, adica reprezinta de fapt paralaxa
diurna a Soarelui. Mai mult, se observa ca unghiul <AST (care este de altfel
si semidiametrul aparent s al Soarelui) este unghi exterior triunghiului AAVT
deci

(4) s=PFPo+v
Din relatiile (3) si (4) deducem ca
s=Po+FPg —p
Deci semidiametrul aparent p al umbrei Pamantului este dat de relatia
(5) p=Ps+Pg —s

6. DETERMINAREA SEMIDIAMETRULUI APARENT AL PENUMBREI
PAMANTULUI

In mod similar se poate determina semidiametrul aparent si pentru conul
de penumbra al Pamantului. Consideram si de data aceasta Soarele centrat in
S si Pamantul cu centrul in T, de asemenea construim un plan perpendicular
pe directia conului de penumbra si consideram punctele L si O’ punctele de
intersectie ale orbitei Lunii cu acest plan, ca in figura 6.5 Vom nota cu o
semidiametrul aparent al conului de penumbra.

Orbita Lundii

Figura. 6.5 — Determinarea semidiametrului aparent o al penumbrei Pamantului



Eclipsele de Luna pe intelesul elevilor 27

Fie {X} = BCNTS. Observam ca o, semidiametrul aparent al conului de
penumbra, este unghi exterior triunghiului AO’TX. Deci

(6) o= Pg +m(<O0'XT)
Dar, <O’ XT este, la randul sdu unghi exterior triunghiului AT X C, deci
(7) m(<O'XT) = Py + s

Asadar, din (6) si (7) obtinem formula de calcul pentru semidiametrul apa-
rent al penumbrei Pamantului:

(8) o=Py+Pg +s

OBSERVATIA 1.  Considerand valorile medii pentru paralaxe si pentru se-
midiametrul aparent al Soarelui, Pr, = 97, P = 34407, respectiv s = 960" si
inlocuindu-le in (5) si (8), obtinem

p = 3440" + 9”7 — 960" = 2489 = 41'29”

si
o = 3440" + 97 4+ 9607 = 4409” = 1°13/29”

Cunoscand semidiametrul aparent mediu al Lunii ca fiind s/ = 937" =
15’377, se poate observa ci s’ < p si s < o, prin urmare Luna poate intra
partial sau in Intregime atat in conul de penumbra, cat si in cel de umbra. Am
aratat ca eclipsele de Luna sunt posibile ori de cate ori Luna nu trece mult
prea jos de axa conului de umbra al Pamantului. In continuare, ne vom ocupa
de aceasta conditie, ca Luna sa nu treaca prea jos sau prea sus in raport cu
axa conului de umbra.

7. DETERMINAREA LATITUDINII GEOCENTRICE A LUNII

Presupunem corpurile S, T si L situate ca in figurd si vom considera ca
axa conului de umbra este situata in planul eclipticii. Facem precizarea ca
L reprezinta pozitia Lunii si este aleasa astfel incat discul sau aparent sa fie
tangent la conul de umbra.

Figura. 7.6 — Determinarea latitudinii geocentrice a Lunii
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Axa conului de umbra TV este inclusd in planul eclipticii, de aceea un-
ghiul dintre axa TV si directia spre centrul Lunii este latitudinea ecliptica
geocentrica a Lunii, pe care o vom numi, pe scurt, latitudinea geocentrica a
Lunii.

OBSERVATIA 2. Latitudinea geocentrica a Lunii delimiteaza cazurile in
care sunt posibile eclipse de Luna.

De pe figura, se observa ca unghiul § este alcatuit din unghiurile <1 si <2,
unde unghiul <2 este chiar semidiametrul aparent s’ al Lunii. Unghiul TCB,
unghiul sub care se vede raza Pamantului din punctul C, este unghi exterior
al triunghiului CTV, de aceea, unghiul <1 se calculeazi cu ajutorul relatiei

(9) <11:P@ —v

Unghiul <v se poate determina aplicand sinusul in triunghiul dreptunghic
ATBYV si folosind aproximatia sinv ~ v, deoarece unghiul v este foarte mic:
r R—r R r
— = = —— —=sins—sinPy =s— P,
V.- A A A © ©
Reamintim ca A = ST, s este semidiametrul aparent al Soarelui, iar Pg
paralaxa Soarelui. Ultimele doua marimi reprezinta valori de unghiuri foarte
mici, prin urmare poate fi aproximat sinusul pentru fiecare din aceste valori
cu insagi valorarea respectiva. Relatia (9) va deveni

(10) <l=Pg +Py—s

sinv ~ v =

iar latitudinea geocentrica va fi data de relatia
(11) B=Py+Pg —s+s

Pentru a se produce o eclipsa totala de Luna, este necesar ca discul Lunii
sa fie tangent interior la conul de umbra sau in interiorul conului de umbra.
Pentru ca discul Lunii sa fie tangent conului de umbra, adica unghiul valoarea
unghiului 8 obtinuta prin relatia (11) va trebui micgoratd cu dublul semidi-
ametrului aparent al Lunii, s’. Notand cu (; latitudinea geocentrica a Lunii
pentru care se produce eclipsa totala de Luna, vom obtine ca

(12) Bt < Po+Pg —s—s

Pentru a se produce o eclipsa partialda de Luna prin umbra, este suficient
ca discul Lunii sa patrunda partial in conul de penumbra, adica valoarea lati-
tudinii geoentrice (), sa fie mai mica decat valoarea obtinuta in formula (11),
adica

(13) Bp<Po+ Py —s++s
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Perigeu | Distanta medie | Apogeu
Py 9” 9” 9”
S 944” 960” 976”
Pg | 36827 3440” 32367
s’ 1003” 937” 881”7

Tabela 1 — Valori ale paralaxelor si semidiametrelor lunare si solare

Daca inlocuim in relatia (12) valorile la perigeu si apogeu pentru paralaxele si
semidiametrele aparente ale Lunii gi Soarelui obtinem

Br <97 + 3682”7 — 944”7 — 1003” = 1744” = 29'4”

respectiv
By > 9”7 + 3236” — 976" — 881”7 = 1388” = 23'8”

Prin urmare, conditia care se impune pentru ca o eclipsa de Luna sa fie
posibila este ca 23'8” < 3 < 29'4”.
Procedand analog pentru ecuatia (13) obtinem

B, < 60327

si
B, > 5303”
Deci pentru ca o eclipsa partiala de Luna sa se poata produce, este neceasar
ca 53'03” < B, < 60'32”

8. STUDIUL ECLIPSEI TOTALE DE LUNA DIN 26 MAI 2021

Pentru a studia eclipsa de Luna din 26 mai 2021, vom folosi datele din
Anuarul Astronomic pentru anul 2021, mai exact longitudinea gi latitudi-
nea eclipticd a Lunii, respectiv longitudinea si latitudinea ecliptica a Soarelui
(masurate in grade), date care se gasesc in tabelul de mai jos.

Data Ora Ao Bo Aq B
2021/05/26 | 00.00 | 64.979425 | 0.000132 | 238.306011 | 1.141701
2021/05/26 | 01.00 | 65.019423 | 0.000130 | 238.939374 | 1.084362
2021/05/26 | 02.00 | 65.059421 | 0.000129 | 239.572733 | 1.026888
2021/05/26 | 03.00 | 65.099418 | 0.000127 | 240.206075 | 0.969287
2021/05/26 | 04.00 | 65.139415 | 0.000125 | 240.839389 | 0.911568
2021/05/26 | 05.00 | 65.179411 | 0.000124 | 241.472663 | 0.853738
2021/05/26 | 06.00 | 65.219406 | 0.000122 | 242.105886 | 0.795806
2021/05/26 | 07.00 | 65.259401 | 0.000120 | 242.739045 | 0.737781
2021/05/26 | 08.00 | 65.299396 | 0.000119 | 243.372130 | 0.679670
2021/05/26 | 09.00 | 65.339390 | 0.000117 | 244.005129 | 0.621481
2021/05/26 | 10.00 | 65.379383 | 0.000115 | 244.638030 | 0.563224
2021/05/26 | 11.00 | 65.419376 | 0.000114 | 245.270821 | 0.504907
2021/05/26 | 12.00 | 65.459368 | 0.000112 | 245.903491 | 0.446537

Tabela 2 — Valori ale coordonatelor Lunii gi Soarelui, 26 mai 2021
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Pentru a avea loc o eclipsa de Luna, este necesar ca Luna si Soarele sa se
afle In opozitie, adica unghiul dintre latitudinile geocentrice ale acestora sa fie
de aproximativ 180°. Vom considera data de 26 mai 2021, ora 10 : 00. La
acest moment, avem urmatoarele valori

Ao = 65.379383, A\¢ = 244.638030, Br = 0.000115, B¢ = 0.563224,

Calculand A\¢ — A obtinem valoarea 179, 258647 (grade), prin urmare Luna
se afla la o diferenta de 0.741353 grade de pozitia in care s-ar afla In opozitie cu
Soarele. Pentru a determina in cit timp ajunge in punctul in care s-ar afla in
opozitie, vom observa ca longitudinea ecliptica a Lunii creste cu A3 ~ 0.633
grade/ora, iar cea a Soarelui cu Afg ~ 0.03999 grade pe ora. Diferenta dintre
aceste doua valori este de aproximativ 0.59301 grade. Prin urmare, diferenta
de 0,741353 grade va fi eliminata in 0.741353/0.59301 ore, adica in 1.25 ore.
Asadar, momentul la care Soarele, Pamantul si Luna formeaza un unghi de
180° este, aproximativ, ora 11 : 15. La (UTC)+3, 14 : 15, ora Romaniei,
eclipsa de Luna nu a fost vizibila de pe teritoriul tarii noastre.

OBSERVATIA 3.  Din tabel, se observa ca la ora 11 : 00 (UTC), diferenta
A¢ — Ao este de 179.851445, mult mai apropiata de valoarea cautata (180°).
Procedand analog, se va obtine acelagi moment la care cele doua astre sunt in
opozitie.

Mai departe, vom determina, cu ajutorul unei metode intuitive, prezentata
in cartea lui Duffet-Smith (vezi [2]), principalele momentele ale eclipsei de
Luna (acolo unde a fost vizibila). Metoda este simpla, accesibila elevilor de
gimnaziu. Pentru a deduce aceste momente, se va construi o diagrama a
eclipselor. Desenam mai intai o linie orizontala, reprezentand planul eclipticii.
Sub aceasta, vom considera o axa paraleld, care va determina momentele de
timp si pe care vom alege o unitate cu care se poate lucra usor (de exemplu,
1 ora = 2 cm). Pe axa vom marca ora 11 : 00 si alte cateva ore consecutive
din vecinatatea acesteia. Pe ecliptica, vom marca punctul P la momentul
la care Luna si Soarele se afla In opozitie. Desenam apoi cercuri concentrice,
avand centrul in P, tinand cont de semidiametrul aparent al conului de umbra,
respectiv penumbra. Valorile acestor marimi sunt, conform [7],

p = 0.7719°, respectiv o = 1.2981°

Ne amintim ca diferenta AB¢ — ABe era de aproximativ 0,593 grade/ora.
Pe axa pe care am marcat unitatile de timp, o ord corespundea lungimii de
2 cm, prin urmare, deducem ca 0,593 grade se pot reprezenta la scarad prin
aceeasi unitate de masura, 2 cm. Aplicand regula de trei simpla, se poate
deduce ca 1° va fi reprezentat pe diagrama prin 3.372 cm.

Pentru a reprezenta conul de penumbra, vom desena un cerc centrat in P si
avand raza egala cu 1.2981 - 3.372 cm = 4.377 cm, iar pentru conul de umbra
vom construi un cerc cu raza de 2.6 cm. In continuare, vom reprezenta tra-
iectoria Lunii in interiorul umbrei Pamantului. Mai intai, marcam pozitia Q
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a Lunii la ora 10:00. Punctul Q se afla la 0,563° deasupra eclipticii, adica, pe
desen va fi reprezentat la o distanta de 0,563 - 3,372 cm ~ 1,9 cm.

Vom mai reprezenta pozitia Lunii la un alt moment de timp, de exemplu
doua ore mai tarziu, la 12:00 (UTC), pozitie pe care o vom nota cu R. Aceasta
va fi data de latitudinea ecliptica (vezi in tabel) la momentul de timp consi-
derat, adica

B¢ = 0.446537°,

care pe desen va deveni 0.446537 - 3.372 cm =~ 1.5 cm. Unind punctele Q si R
se va obtine traiectoria Lunii.

Pentru a putea reprezenta pozitia Lunii la orice moment de timp, este su-
ficient sa desenam cercuri cu centrele pe dreapta RQ. Tinadnd cont ca semi-
diametrul aparent al Lunii este, conform tabelului, s’ ~ 0.26° (am considerat
valoarea medie), raza acestor cercuri va fi de 0.88 cm.

Marcam pe diagrama urmatoarele pozitii: M; (in care Luna patrunde in
conul de umbra), My (cand deja incepe faza de totalitate), M3 (cand se ter-
mina aceasta faza), si My (corespunzatoare momentului in care Luna paraseste
conul de umbra). Momentele de timp se determina de pe diagrama, folosind
axa unitatilor de timp.

W G—G- D

OO B-BH-W-0-@ H-9-® 9 OO IO G YU

: = S T T
e 10-C0 1100 " Yoo 13:00  (uTQ)

Figura. 8.7 — Diagrama eclipsei de Luna din 26 mai 2021
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Comparand datele obtinute cu ajutorul diagramei, cu momentele reale ale
eclipsei avem:

Pozitia | Moment obtinut | Moment real
M, 9h 57m 9h 44m
Mo 11h 8m 11h 11m
Ms 11h 45m 11h 25m
My 13h 8m 12h 52m

Tabela 3 — Compararea valorilor obtinute cu cele reale, 26 mai 2021

In ciuda faptului ca metoda este una simpla, intuitiva, au putut fi determi-
nate aproximativ momentele de timp reale. Erorile mari obtinute pentru M,
si M3 pot proveni din alunecarea liniarului pe hartie la construirea paralelelor,
din folosirea unui creion cu mina prea groasa sau din aproximaftiile repetate
ale unitatilor de masura. Cu toate acestea, insa, metoda ofera rezultate bune
si poate fi prezentata elevilor de gimnaziu.
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