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APLICATIE METODICA A SEPARARII TOPOLOGICE
A MULTIMILOR Q SI R\Q

ANCA GRAD

Abstract. The lecture entitled Calculus 1 presented to the students majoring
in Mathematics aims to synthesise all the notions and results learned during the
high-school. The most important purpose is for the students to be able to ra-
tionalize formally, using mathematical concepts rather than just numbers. The
strict separation between the sets of rational and irrational numbers proves to
be a very useful tool in studying existence and convergence of sequences whose
general term is not defined explicitly. This article presents the interesting topo-
logical behavior of both the sets of rational and irrational numbers. Morover, it
contains a simple yet important proof for the existence of monotone sequences of
either rational or irrational numbers converging to each real number. Particular
examples complete the paper.
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1. INTRODUCERE

Pe parcusul anilor de liceu in special, elevii constata ca materia in sine
pare defalcata in mai multe parti: algebra, geometrie gi analiza. Ele nu sunt
insa deloc independente, ci puternic interdependente. In articolul de fata
prezentam un astfel de caz, in care notiuni specifice algebrei, cum sunt cele
de numere rationale si irationale, sunt folosite pentru a demonstra fenomene
interesante specifice analizei matematice.

Principalul rol al cursurilor prezentate sudentilor anului intai de la speci-
alizarea Matematica din semestrul intai, pe langa cel de sintetizare a tuturor
notiunilor acumulate pe parcursul liceului, este acela de a crea o lejeritate in
utilizarea rationamentelor formale care folosesc variablie, nu neaparat numere
concrete. Intelegerea temeinici a notiunilor topologice atasate unei multimi,
cum ar fi: interiorul, exteriorul, frontierea, multimea punctelor de aderenta
(inchidere), multimea punctelor de acumulare reprezinta primul obiectiv al
unui curs de analizd matematica. Un exemplu elegant de testare al acestei
intelegeri este prezentat in cele ce urmeaza. De asemenea, va fi demonstrata
existenta unor giruri (monotone, respectiv nemonotone) de numere rationale,
sau irationale, sau mixte, (a caror convergenta este demonstrata in absenta
formularii explicite a termenului general), convergente catre un numar real
arbitrar.
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2. PRELIMINARII TEORETICE

2.1. Notiuni de topologie. Fie g € R un punct si » > 0. Numim bila de
centru zg si raza r, intervalul centrat in punctul xg, de lungime 2r, deci
B(zg,r) = (xo — 1,20 +7) ={z € R: |z — 20| <1}

Folosirea acestei notatii se justifici mai ales atunci cand se trece la spatii
vectoriale multidimensionale, in particular, in R3 bila (definita prin inlocuirea
modulului cu norma Euclidiani), devine chiar sfera centrata in punctul zp de
raza .

Acesta bila reprezinta de fapt piatra de temelie care std la baza tuturor
rezultatelor clasice ale analizei matematice. Ea admite extinderi si la capetele
axei reale. Astfel pentru r > 0, vom folosi urmatoarele notiuni: bila centrata
in co de raza r, multimea

B(oo,r) = (r,oo] ={x e R:z < r}
si bila centrata in —oo de raza r, multimea
B(—o0,r) =[—00,—r)={z e R:2x < —r}.

O generalizare a acestor intervale centrate in jurul unui punct o reprezinta

vecinatatile.

DEFINITIA 1. O submultime V C R este o vecinitate a punctului xo € R
daca

Ir > 0 astfel incat B(xzg,r) C V.

Multimea tuturor vecinatatilor punctului zy va fi notata cu V(xg).
Fie D C R o submultime de numere reale. Elementul y € R se numeste
punct de aderenta sau de inchidere al multimii D daca

VV € V(y) are loc VN D # 0.

Multimea tuturor punctelor de aderenta ale multimii D se noteaza cu clD.
Elementul y € R se numeste punct de acumulare al multimii D daca

VYV € V(y) are loc V. N D\{y} # 0.

Multimea tuturor punctelor de acumulare ale multimii D se noteaza cu D’.
Punctul zg € D se numegte punct izolat al multimii D daca

AV € V(xg) astfel incat VN D = {zp}.

Multimea tuturor punctelor izolate ale multimii D se noteaza cu Izo(D). Se
demonstreaza usor ca

(1) DN D' = D\IzoD.
Punctul y € D se numeste punct interior al multimii D daca

D € V(y),
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sau, echivalent
IV € V(y) astfel incat V C D.

Multimea tuturor punctelor interioare ale multimii D se noteaza cu int(D).
Punctul y € R se numeste punct exterior al multimii D daca

R\D € V(y),

sau, echivalent
IV € V(y) astfel incat V' C R\D.

Multimea tuturor punctelor exterioare ale multimii D se noteaza cu ext(D).

OBSERVATIA 1. Pentru introducerea sau demonstrarea unor proprietati to-
pologice ale mulfimilor, se poate folosi in mod echivalent limbajul cu bile sau
cel cu vecinatati. Deoarece

YV e V(y) <= Vr > 0...B(y,r)

St
IV € V(y) < Ir > 0...B(y, ).

2.2. Siruri de numere reale.

OBSERVATIA 2. Specificam cd pe parcusul acestui articol, mulfimea nume-
relor naturale este N = {1,1+ 1,1 + 1+ 1,....}. Astfel, cititorul trebuie sa
ia in considerare cd in toate definitiile, atunci cand vorbim despre mulfimea
numerelor naturale, 0 nu % apartine.

Fie kK € N. Multimea tuturor numerelor naturale mai mari sau egale cu k
va fi notata prin
Ni:={neN:n>k}

Un sir de numere reale este o functie

z: Ny — R,
pentru care folosim, pentru fiecare n € Ng, notatia

z(n) := x,.
Notatiile uzuale folosite pentru un sir de numere reale sunt:

(Tn)neny = (@n)n>k = (Tn).

Pe parcusul acestui articol, vom considera k = 1 si vom folosi notatia simpla
(z,,) pentru un sir de numere reale. Mentionam ca am ales aceasta particula-
rizare doar din motive de simplificare a expunerii.

Elementul zo € R se numeste limita a sirului de numere reale (x,,) daca,

YV € V(xg), Ing € N, astfel incat Vn > ng,x, € V.
Aceasta definitie se exprima in mod echivalent, prin bile astfel:

Ve > 0,3ng € N, astfel incat Yn > ng, z, € B(zo,¢).
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Constatam ca atunci cand renuntam la vecinatati, pentru a caracteriza limita
unui sir de numere reale avem nevoie de trei cazuri distincte.

TEOREMA 1. Elementul zo € R este limita sirului de numere reale (x,)
daca st numai daca

1) pentru cazul xo € R
Ve > 0,3ng € N, astfel incat Vn > ng, |z, — zo| < €;
2) pentru cazul xg = 00
Ve > 0,dng € N, astfel incat Vn > ng, z, > €;
3) pentru cazul xy = —00
Ve > 0,dng € N, astfel incat Vn > ng, x, < —e.
3. CARACTERIZARI TOPOLOGICE ALE MULTIMILOR NUMERELOR RATIONALE
ST TRATIONALE

Multimea numerelor rationale, si respectiv cea a celor irationale, sunt intens
studiate la nivel de teoria numerelor, prezentand proprietati remarcabile. In
cele ce urmeaza vom aborda aceste doud multimi din punct de vedere topologic.

DEFINITIA 2. Multimea numerelor rationale, este
Q:{%:aéZ,bGN}.
iar mulfimea numerelor irationale este complementara ei, deci R\Q.
Ele se bucura de urmatoarea proprietate de separare stricta

TEOREMA 2. Fie x <y € R. Atunci

(2) exista t € Q astfel incat v <t <y
1
(3) exista s € R\Q astfel incit x < s <y

PROPOZITIA 1. Relativ la multimea numerelor reale (deci nu in R)
intQ = 0 = int(R\Q).

Demonstratie. Presupunem prin reducere la absurd ca intQ # 0, deci

Jy € intQ.
Din definitia punctelor interiorare, rezulta ca exista r, > 0 astfel incat
(4) B(y’ Ty) cQ.

In particular constatam ca y < y + 7y, si aplicind Teorema 2, 2) exista
s € R\Q, astfel incat y < s <y +ry.
Astfel

(5) s € B(y,ry) NR\Q.



Aplicatie metodicd a separirii topologice a multimilor Q si R\Q 37

Din (4) si (5) obtinem contradictia dorita.
Demontratia pentru R\Q se face analog, prin aplicarea Teoremei 2, 1). O

PROPOZITIA 2. Relativ la multimea numerelor reale (deci nu in R)
extQ = () = ext(R\Q).
Demonstratie. Deoarece pentru o multime arbitrara D C R, are loc egali-
tatea
intD = ext(R\D),
constatam prin aplicarea Propozitiei 1 ca

extQ = intR\Q = 0

si
extR\Q = int(R\(R\Q)) = intQ = 0.

PROPOZITIA 3. Relativ la multimea numerelor reale (deci nu in R)
bdQ = clQ = R = bd(R\Q) = cl(R\Q).

Demonstratie. Din punct de vedere conceptual deomonstratiile pentru Q si
R\Q sunt similare. Pentru aceasta propozitie vom face demonstratiile doar
pentru multimea R\Q.

Cea mai simpld abordare este si folosim urmatoarea egalitatea care este
valabila pentru orice submultime arbitrara D C R:

(6) intD U bdD U extD = R.
Prin aplicarea Propozitiilor 1 si 2 gasim
intR\Q U extR\Q = 0,
astfel, din (6) concluzionam ca:
bdR\Q = R\0 = R.

Atunci,
cR\Q = intR\QU bdR\Q = PUR = R.

Din motive metodice vom da gi demonstratia directa pentru frontiera,
in cele ce urmeaza. Astfel, consideram un element y € R arbitrar ales, si vom
demonstra ca y € bdR\Q, care se scrie conform definitiei, astfel

Vr > 0 are loc B(y,r) NR\Q # 0 si B(y,r) NR\ (R\Q) = B(y,r) N Q # 0.

Fie r > 0 arbitrar ales. Atunci y < y+r si aplicand Teorema 2 de separare,
exista t € Q si s € R\Q astfel incat:

y<t<y+rdeiteB(y,r)NQ

si
y<s<y+rdecise B(y,r) NR\Q.
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Deoarece r a fost ales arbitrar, obtinem ca y € bdR\Q. Tinand cont de faptul
ca y a fost arbitrar ales in R, concluzionam ca

bdR\Q = R.
Automant, c/R\Q = R.

PROPOZITIA 4. Relativ la multimea numerelor reale (deci nu in R)
iz0Q = izoR\Q = ()
Demonstratie. Sa presupunem prin reducere la absurd ca exista x € iz0Q,
atunci,
Ir >0al B(z,r)NQ = {z}.
Deoarece x < x + r, din Teorema 2, 3t € Qal x <t < x+r. Astfel x # ¢
si {z,t} C B(z,r) N Q, conducand la o contradictie. Demonstratia pentru

izoR\Q se face analog.
U

PROPOZITIA 5. Relativ la multimea numerelor reale (deci nu in R)
Q' =R\Q' =R.

Demonstratie. Vom folosi egalitatea (valabila in R) de legatura intre
inchiderea si interiorul unei multimi:

Q' = clQ\iz0Q
care va conduce, prin Propozitiile 3 si 4 imediat la concluzia
Q =R\0) =R.
Demonstratia pentru R\Q se face analog. g

PROPOZITIA 6. Relativ la mulfimea numerelor reale extinsd (deci in R)
AQ=cR\Q=R si Q=R\Q =R
Demonstratie. Vom demonstra ca
—o0 € clR\Q
folosing metoda reducerii la absurd. Presupunem ca
—00 ¢ cIR\Q
deci, exista r > 0 astfel incat
(7) [—00, —1) = B(—o00,r) NR\Q = (.
Dar —r — 1 < —r, deci, aplicand teorema de separare 2
dseR\Q al —r—1<s<-r,
deci
(8) s € B(—o0,r) NR\Q.
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Relatiile 7 si 8 conduc la contraditie. Astfel
—o0 € clR\Q
Analog se poate demonstra ca
—0€cdQ s oc0€edR\Q si oo €dQ.

Deoarece atat multimea punctelor de inchidere, cat si cea a punctelor de
acumulare atunci cand sunt considerate relativ la R contin ca submultimi
multimea punctelor de inchidere, respectiv multimea punctelor de acumulare
relativ la R, din Propozitiile 3 gi 5 stim cd R este de fapt egald cu aceste
multimi considerate doar in R. Din cele deomstrate mai sus, rezulta ca atunci
cand consideram notiunile relativ la multimea numerelor reale extinsa, pentru
Q si R\Q, atunci cand vorbim de inchidere si puncte de acumulare se adauga
capetele de la 0o i —oo. Astfel

R=cQ=0Q =cR\Q=R\Q.

4. SIRURI DE NUMERE RATIONALE SI IRATIONALE

Elevii de liceu sunt obignuiti sa abordeze siurirle de numere reale prin cal-
cularea cu diverse procedee specificie a limitei. In aceste cazuri se lucreazi
cu exemple concrete, In care girurile au specificata explicit formula termenului
general z,, cu n € N. Atunci cand termenului general nu este dat explicit,
studiul devine mai greu, dar in acelasgi timp mai interesant.

Urmatoarea teorema garanteaza existenta gi convergenta unor siruri de nu-
merere rationale si respectiv irationale catre un numar real fixat, avand sau nu
proprietati de monotonie. In demonstratia ei se observa clar ca nu este deloc
nevoie de exprimarea explicita a termenului general a girurilor, in schimb vom
folosi caracterizarile numerelor rationale gi respectiv irationale.

TEOREMA 3. Fie xg € R. Urmdatoarele afirmatii sunt adevdrate:

a) existd un gir strict crescator de numere rationale, (ap)nen € Q cu
lim a, = xg.
n—o0

b) exista un gir strict descrescator de numere rationale, (by)neny € Q cu
lim bn = Xy.
n—o0

c) ewista un sir alternant de numere rationale (¢p)neny € Q cu lim ¢, =
n—0o0
Zo.

d) exista un gir strict crescator de numere irationale, (dy)neny € R\Q cu
lim d,, = zg.
n—o0

e) exista un gir strict descrescator de numere irationale, (en)nen € R\Q

cu lim e, = xp.
n—oo

f) exista un sir alternant de numere irationale (fp)nen S R\Q cu

lim f, = xo.
n—oo
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Demonstratie. Ideea pentru demonstratiile tuturor subpunctelor teoremi re-

zida in bilele centrate in x( cu raza %, unde n € N. Reamintim ca

1 1 1
B <x0,> = <$0— ,ZL’0—|-> .
n n n

1
De asemenea, folosim (cel mai clasic sir cu limita 0), sirul <> cu
N/ neN
1
lim — =0.
n—oo N

b) Vom construi pas cu pas, inductiv, girul dorit. Stim ca zo + % < zo+1,
deci din Teorema (de seprare) 2

1
db € Q al. $0+§<b1<x0+1.

Apoi, folosind inegalitatea xg + % < xg + % si aplicand din nou Teorem 2,
constatam ca

1 1
dby € Q ald. $0+§<b2<x0—|—§.

Continuand inductiv, pentru orice n € N este adevarata inegalitatea
1 1
To + m < xg+ o
careia, daca 1i aplicam Teorema 2 gasim
(9) db, € Q a.l. xo—f—ni1<bn<x0+i.
Am construit astfel girul (b,)nen € Q cu proprietatea ca

1 1 1 1
gt —— <bp <o+ —<bp 1 <0+t ——<bp1<..<bi<zg+ =
n+1 n n—1 1

deci
b < by < .o < by < by

astfel, acest gir este strict descrescator si este format exclusiv din numere
rationale. Trecand la limita in inegalitatea 9 concluzionam:

. 1 . . 1
rg = lim <:U0—|— ) < lim b, < lim <:E0+ > = xy.
n—00 n+1 n—oo n—o0 n
Astfel

lim b, = zo.
n—0o0

Deci sirul construit (b,)nen satisface cerintele problemei.

f) Vom aplica un procedeu asemanator cu cel de la punctul b), prin constru-
irea pas cu pas a sirului alternant, facand de aceasta data ”salturi” in jurul
lui zg. Astfel, considerand n € N, dacd n este par, deci n = 2k, cu k € N,
folosind inegalitatea

1
<20+ —

Ry 2%




Aplicatie metodicd a separirii topologice a multimilor Q si R\Q 41

aplicand teorema de separare 2 gasim ca exista

R 1 1
(10) fn S R\Qa a.l. X + %7_1 < fn < xo+ ﬁ

Atunci, pentru n + 1, deci 2k + 1, care este impar, putem folosi inegalitatea

1
T0 T op ST 9

din care, prin aplicarea Teoremei 2, constatam ca
Afp+1 € R\Q a.l

. 1
(11) fneQ, al 330—ﬁ<fn+1<960—2k_1-

Aplicand teorema clegtelui prin trecerea la infinit a inegalitatii (10), conclu-
zionam ca subsirul indicilor pari satisface

lim fgk = Z9.
k—oo

Cu ajutorul aceleasgi proceduri, de data aceasta pentru subsirul indicilor im-
pari, folosind inegalitatea (11) concluzionam ca

lim for+1 = wo.

k—o00

Astfel

lim f, = xp.
n—oo

Deci sirul construit (fy,)neny € R\Q satisface cerintele problemei, avand limita
xo si fiind alternant, deoarece pentru orice k € N are loc inegalitatea

for+1 < o < fok-

Toate celelalte subpuncte se demonstreaza similar cu ele explicitate mai
sus. 0

OBSERVATIA 3. Dacd a € Q atunci sirul (an)neny € Q cu termenul general
1
apn=a——, VnéeN
n

este un exemplu clasic de sir strict crescator de numere rafionale convergent
catre a. Sirul (by)nen € Q cu termenul general

1
bp=a+—, VYneN
n

este un exemplu clasic de sir strict descrescator de numere rationale convergent
catre a. Sirul (¢p)neny € Q cu termenul general

_1)n
cn:a—l—( n) , VYneN

este un exemplu clasic de sir alternant de numere rationale convergent catre
a
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OBSERVATIA 4. Daca a € Q atunci sirul (dp)nen € R\Q cu termenul ge-
neral

1
dn=04— ——=, VneN
n nﬂa
este un exemplu clasic de gir strict crescator de numere irationale convergent
catre a. Sirul (en)neny € R\Q cu termenul general

1
en=a+——, VneN
" n\@

este un exemplu clasic de sir strict descrescator de numere rationale convergent
catre a. Sirul (fn)neny C R\Q cu termenul general

=
n=0a-+ R Vn e N
J n\@

este un exemplu clasic de gir alternant de numere rationale convergent catre
a

OBSERVATIA 5. Dacd i € R\Q atunci sirul (on)neny € R\Q cu termenul
general
Qp =1 — l, Vn eN
n
este un exemplu clasic de gir strict crescator de numere irationale convergent
catre a. Sirul (Bn)nen € R\Q cu termenul general

1
Bpn=1i+—, VYneN
n

este un exemplu clasic de sir strict descrescator de numere irationale conver-
gent catre a. Sirul ((n)neny € R\Q cu termenul general

—1)"
Cn:l—F(n), Vn e N

este un exemplu clasic de sir alternant de numere irationale convergent catre
a

OBSERVATIA 6. Daca j € R\Q, atunci este mai greu de dedus expresia
explicita a termenului general al unui gir de numere rationale (crescator, des-
crescator sau altenant), care sa aiba limita j. Un exemplu de sir de numere
rationale care are ca limita j este (Yn)nen € Q , cu termenul general

ni
Y = M, Vn e N
n
unde prin [x] se intelege partea intreagda a lui x. Convergenta acestui gir

se demonstreaza folosind bine-cunoscuta inegalitate care caracterizeaza par-
tea tntregd a unui numar real:

r<[z]<x+1
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g1 teorema clestelui pentru sirul (Y, )nen. Demonstratia trebuie tratata separat
pe cazul pozitiv i respectiv cel negativ. Trebuie remarcat ca un astfel de sir
este departe de a fi monoton sau alternant. Spre exemplu, dacd consideram

J=V2,

atunci girul (Yn)nen avand termenul general

’yn:M, Vn €N
n

foloseste
[1v2] = 1,[2v2] = 2,[3V2] = 4,[4V2] = 5, [5V?2] = 7,[6V/2] = 8,
st ta valorile

1va) _

2v3 334 [V 5 [V T [6vE) 8

1 = < — _ =val e
1 2 3 37 4 4’ 5 5 6 6
Astfel, termenii sirului se afla in urmdtoarele relafii
4 5 7 8
l=1<=->-<=-<=....
< 3 - 4 < 5 < 6

sirul continuand neordonat din loc in loc.

In concluzie, pentru un astfel de caz, existenta si monotonia unui gir (fie
el de numere rationale sau irationale), este garantata usor doar cu ajutorul
Teoremer 3.

De remarcat este faptul ca separarea celor doua multimi Q si R\Q permite,
prin procedee asemnanatoare celor folosite in demonstratia teoremei anteri-
oare, construirea unor siruri convergente cu proprietati bune de monotonie, cu
structura maleabila in raport cu cerintele initiale.

OBSERVATIA 7. Cazul in care xg € {£oo} nu necesita un efort mare in
demonstratii. Vom trata aceste cazuri doar prin prisma unor exemple evidente.
Astfel (n)neny C Q si (nﬂ)neN C R\Q sunt giruri strict cresyatoare cu limita
00, tar luate cu - sunt strict descrescatoare si au limita —oo.

Remarcam de asemenea ca nu exista sir descrescator cu limita oo, nici §ir
strict crescator cu limita —oo.

Aspectele prezentate in acest articol reprezintd notiuni elementare de ana-
lizd matematica, iar in demonstrarea lor pot fi folosite orice resurse bibliogra-
fice in acest domeniul. Din vasta oferta publicistica in acest domeniu doresc sa
directionez cititorii catre niste carti atent redactate si documentate, din care
se Invata Analiza Matematica la Facultatea de Mateamtica i Informatica la
Universitatea Babeg-Bolyai din Cluj Napoca [3], [4], [2], [1].

In ceea ce priveste aplicatii ale aspectelor teoretice prezentate in acest arti-
col, recentul articol [5] prezinta exemple in care separarea multimilor numere-
lor rationale de catre cea a celor irationale este folosita pentru generarea unor
exemple interesante si atipice de functii continue.
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Acest articol nu ar fi existat fara indrumarea competenta si atentd a dom-
nului Prof. univ. dr. emerit D. I. Duca, care a slefuit de-a lungul a zeci
de ani minti tinere de matematicieni la cursurile de Analizi Matematici. Ii
multumesc din suflet pentru increderea pe care mi-a acordat-o atat pe plan
profesional cat si personal.
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