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PATRATELE PERFECTE IN PREGATIREA ELEVILOR
DE GIMNAZIU PENTRU OLIMPIADE SI CONCURSURI

MADALINA DANCS

Pregatirea elevilor pentru olimpiadele i concursurile de matematica presu-
pune parcurgerea in detaliu a fiecarei teme din programa.

In programa de olimpiada scolara la matematica atat etapa locala cat si
etapa judeteani, nationala, apare tema Patrate perfecte.

Grigore Moisil afirma ca ”un profesor bun e cel care te face ca lucrurile grele
sa-ti para mai usoare”.

Se remarca faptul ca in subiectele de la olimpiada apare deseori un exercitiu
referitor la patrate perfecte.

Un numar natural n se numeste patrat perfect daca existd k un numar
natural pentru care n = k2.

Exemple: 0 =02 1=12,4=229=32 ..., deci 0, 1, 4, 9, 16, 25, 36,...
sunt patrate perfecte.

Exemplele pot continua daca ludm orice numar natural k, apoi calculam k2
si astfel 1l obtinem pe n, care este patrat perfect.

Din multitudinea de proprietati, teoreme, enunturi si aplicatii referitoare la
patrate perfecte ne propunem sa analizam faptul ca suma numerelor impare
este un patrat perfect, demonstratia cd un numar este rational si alte aplicatii
extrase din subiecte date la olimpiade si concursuri.

Orice patrat perfect nenul poate fi scris ca suméa de numere naturale impare
consecutive, cu primul termen al sumei 1.

Exemplu: 4=14+39=14+34+5;16=14+3+5+T7.
In caz general

2 =14+3+54+7+...4+(2k—1), ke N*.

Metode de rezolvare a calculului sumei primelor n numere impare
1. Metoda contorului
Fie suma numerelor impare, k¥ numar natural nenul.

S=1+345+...+(2k—1).
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Observam ca numerele sunt din 2 in 2 gi astfel avem:

1=2-1-1
3=2-2-1
5=2-3-1

2% —-1=2-k—1, ke N*
S=1+3+5+. +2k—1=2(1+2+3+.. Fh —1-F
k(k + 1)
2

=2. —k=k(k+1)—k=k(k+1-1)=k-k=Fk

2. Metode pitagorice
Nota istorica

Pitagora, acum 2500 de ani, a infiintat la Crotona, in sudul Italiei, o scoala
filosofica: Scoala pitagoreica. Aici a avut peste 600 de discipoli. Ca semn de
recunoastere, pitagoreicii aveau pentagonul stelat sau pentagrama. Literele
scrise 1n varfurile pentagonului corespundeau cuvantului salut. Ei considerau
ca lucrurile sunt create din numere: Numarul guverneaza lumea.

Numerele erau reprezentate sub forma unor puncte asezate in diferite mo-
duri obtinand diferite figuri geometrice. Astfel apar numerele figurative, rea-
lizandu-se pentru prima data o legatura intre aritmetica si geometrie. Fiecare
punct simbolizeaza o unitate, un atom material, care este inconjurat de un
camp gol.

Ei considerau:

[ ] — [} — [ ) — [ )
1

[ ] — [} — [ ) [
1

1 4

[ ] — [} [ [ ]
l \ 4

12=1,22=1+3,32=143+5,42=1+4+3+5+7
Generalizand rezulta
14+34+5+...+(2k—1) =k

De asemenea, pitagoreicii mai utilizau si metoda denumita ”stadion” pentru
a obtine patrate perfecte.
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De exemplu, pentru a determina pe 72, reprezentau numerele de la 1 la 7 si
apoi de la 7 la 1 astfel:

- 1 2 3 4 5 6

«~ 1 2 3 45 6

Se intra pe stadion cu numaérul 1, apoi la cotitura se afla numaéarul 7 al carui
patrat 1l calculam si se iese de pe stadion tot cu numarul 1. Astfel, vor avea:

=49, T=21+2+3+4+5+6)+7

3. S S, S,

primelor n nr. impare ~— “primelor n nr. naturale — ®primelor n nr. pare
Fie S,, suma primelor n numere naturale, Sy suma primelor n numere pare.
n y D2k

Sp=1+2+3+...+n
Sop=24+446+... 42k keN
Shr. impare:(1+2+3+~--+n)+(2+4+6+...—|—2kj)

1 k(k+1 1
2 2 2
Exemplu. Sa se calculeze 1 +3 45+ ...+ 2007.

Rezolvare.

14+345-4...42007 = (1+2+3+...+2007)
— (244464 ... + 2006)

_ 20072008, 1003-1004
2 2

= 1004 - (2007 — 1003) = 10042

In calitate de evaluator la olimpiada locali si judeteana, am obsevat ca
aceastd metoda e preferata de elevi in rezolarea subiectului.

4. Metoda lui Gauss
S=143+5+...+42k—54+2k—3+2-k—1.
Observam ca avem k termeni.
S=2k—-14+3k—-34+2k—5+...+5+3+1
285 =2k—1+2k—-3+2k—-5+...+5+3+1

de k ori
28 =2k - k=S =k

5. Aplicarea formulei de la progresii aritmetice
Sp=[(ti +ty) -n]:2,

unde
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t; — primul termen
ty — ultimul termen
n — numarul de termeni
Fie S=14+3+5+...+2k—1, k € N*. Asadar

ti=1, ty =2k —1, n =k (termeni)

(1+2k—-1)-k  2k-k
2 2
Deci, putem aplica direct faptul ¢ 1 +3+5+...+2k — 1 = k2.
Pentru a calcula numarul de termeni gi a afla forma generala a ultimului
termen se poate aplica metoda contorului pentru a nu introduce termenul de
ratie la clasa a V-a.

S = = k2

6. Gruparea termenilor
Grupam primul termen cu ultimul, al doilea cu penultimul g.a.m.d.

S=1+3+5+...+2k—1, ke N*
S=(1+2k—1)+(B+2k—-3)+...(...)

k
Avem 3 paranteze

5:2k+2k+...+2k:2k-§:k2.

7. O alta metoda
12 = 1 — 1 numere impare
22 = 4 — 2 numere impare
32 = 9 — 3 numere impare
4?2 = 16 — 4 numere impare

si asa mai departe, adica patratul numarului natural este egal cu suma atator
numere impare consecutive, incepand cu 1, cate unitati are acel numar.

Calculul sumei primelor n numere impare este important pentru exercitiile
din clasa a VII-a.

Exemplu. Sa se arate ca numarul

a=+v1+3+5+...42009+ 2011 + 2013

este rational.
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Rezolvare.

14+34+5+...42009 + 2011 + 2013 = 10072

2k —1=2013
2k = 2014
= 1007

V1I+2+5+...+2009 + 2011 + 2013 = V10072 = 1007, 1007 € N*

Cunoagterea notunii de patrat perfect este necesara in rezolvarea proble-
melor din Gazeta Matematica gi a problemelor date la examene, concursuri si
olimpiade.

Exercitii rezolvate

1. a) Sa se calculeze 12 4 2% + 52 + 102 + 272 + 342
b) Aratati ca numarul 20152015 poate fi scris ca o sumi de 6 patrate

perfecte.
(S.G.M. 11/2015)
Rezolvare. a) 12 + 22 + 52 4 102 + 272 + 342
=1+4+ 25+ 100+ 729 + 1156 = 2015
b) 20152015 = 20152014 . 2015

= 201521 - (12 4 22 4 52 4+ 10% + 272 4 34%)
= (20151007)2 . 12 1 (201510072 22 4 (20151007)2 . 52
+ (2015'%7) - 107 4 (2015'%7)2 - 27% - (2015'%7)? - 347
= (20151007 . 1)2 + (20151007 . 2)2 + (20151007 . 5)2
+ (20157 10)% + (20157 - 27)% + (20151007 - 34)2
2. Fie numerele

A=14+3+5+7+...+2017

B=1-2-3-...-2017 + 3.
Aratati ca A este patrat perfect si B nu este patrat perfect.

(O.S.T. 2016)
Rezolvare
2k — 1 = 2017
2k = 2018
k = 1009

A = 1009? patrat perfect
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