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ASUPRA UNEI PROBLEME DE COMBINATORICA

MIRA-CRISTIANA ANISIU

Abstract. We present a problem in arrangements, which was solved in 1934 by
M. H. Martin in a constructive way, namely to obtain a sequence of n symbols
so that each of the n" arrangements with repetition of r symbols appears exactly
once as a subsequence of length r. We then mention some of the achievements
of Martin in his 100 years life, as the foundation of an institute of applied math-
ematics, the revitalization of a hystorical house and the prizes established for
young students and researchers.
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1. 0 PROBLEMA CU ARANJAMENTE CU REPETITIE

In 1934, Martin a publicat lucrarea [9] in care se refera la o problema de
combinatoricé, despre care afirma ca a aparut in cercetarile sale in domeniul
dinamicii.

Problema este formulata astfel:

Se considera cele n” aranjamente cu repetitie ale simbolurilor diferite
e1,€9,...,e, luate cate r. Se poate construi un sir cu aceste simboluri astfel
incat fiecare dintre aceste n” aranjamente cu repetitie s apara exact o data
ca o secventa de r simboluri consecutive in acel gir?

Asgadar, este vorba de o problema de existenta, care este rezolvata construc-
tiv.

Inainte de a prezenta solutia, autorul da un exemplu simplu.

Exemplul 1 Pentru n = 3 gi r = 2, cele n” = 9 aranjamente cu repetitie
sunt

€1€1,€1€2,€1€3
(1) €2€1, €2€2, €2€3
€3€1, €3€2, €3€3

si un gir cu proprietatea ceruta este
(2) €1€3€3€9€3€1€2€2€1€1,

in care remarcam ca primei secvente ejeg i se alatura ultimul simbol e3 al
secventei urmatoare egeg, procedeul continuand pe baza ingiruirii de mai jos:
€1€e3 — €3€3 — €369 —» €2€3 — €3€]1 — €162 — €363 — €2€1 — €1€].

Sirul (2) se poate scrie circular sub forma unui ciclu, renuntandu-se la ulti-
mul e;.
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Solutia problemei este constructiva, prezentandu-se un algoritm format din
trei reguli simple.
Algoritmul Martin

1. Fiecare dintre primele v — 1 simboluri se alege egal cu eq.
II. Simbolul an, care se va adduga sirulus

(3) G102yl 1o Oy, A = .. = Qp_] = €1, M > T

(a-urile noteaza e-urile intr-o anumita ordine) este e; cu cel mai mare indice
astfel incdt am—rs1...Gm—10m nu repetd nicio succesiune de 1 simboluri din
sirul (3).

ITI. Regula 11 se aplica intdi pentru m = r (caz in care an, = a, = e,) §i
apoi se repeta pana cand o noud aplicare este imposibild.

Se poate verifica ugor ca prin aplicarea algoritmului pentru n = 3 i r = 2
se obtine sirul (2).

Exemplul 2 Pentru n = 2 gi r = 3, cele n” = 8 aranjamente cu repetitie,
scrise pentru simbolurile 0 si 1, sunt
(4) 000, 001,010,011

100,101,110,111

si aplicand algoritmul lui Martin gasim secventele 001 — 011 — 111 — 110 —
101 — 010 — 100 — 000, care conduc la girul

(5) 0011101000.

Presupunéand ca prin aplicarea Regulii I, urmata de aplicarea repetata a
Regulii II se obtine un sir
(6) a102...0r—10p...0p—pQp—pi1...0p—1, Q1 = ...=0p_1 =€1, P> T,

Martin demonstreaza doua leme, prima referitoare la posibilitatea aplicarii
Regulii I, iar a doua la ajungerea algoritmului la punctul de stop.

Lema 1 Daca cel putin unul dintre simbolurile din secventa a,_,41...ap—1
din (6) difera de e;, Regula I mai poate fi aplicata cel putin o data pentru a
adauga un alt simbol, fie acesta ay, sirului (6).

Lema 2 Pentru ca Regula II sa nu mai poata fi aplicata pentru a adauga un
nou simbol secventei ap—y41...ap—1 din (6), este necesar si suficient ca fiecare
simbol din secventa a,—,ap—r41...ap—1 sa fie egal cu eg.

In sfargit, presupunand ca pe baza celor doua leme s-a ajuns la girul
(7) a1az...ar—10p...dN—r4+1...GN, aj = aN_j =anN = €1, ] = 1,2, Y e 1,
se demonstreaza rezultatul final

Teorema 1 Orice aranjament cu repetitie al simbolurilor ey, e, ..., e, luate
cate r apare exact o data ca o secventa de r simboluri in girul (7).

Observatia 1 Se poate vedea usor ca N =n" +r — 1.
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Berstel si Perrin ([3]) includ in 2007 acest rezultat printre cele din care
a aparut Combinatorica cuvintelor. Numarul girurilor care sunt solutii ale
problemei de mai sus pentru n = 2 (doua simboluri), egal cu 22“1*7", a fost
determinat pentru prima data de Camille Flye Sainte-Marie in 1894 ([5]). Apoi
a aparut rezultatul lui Martin, care a fost primul care a indicat un algoritm prin
care a construit un astfel de gir, pentru n arbitrar. Independent, problema a
fost propusa din nou in 1943 de Klaas Posthumus (1902-1990), un inginer care
lucra la Philips Research Laboratories si care a determinat numaéarul de cicluri
pentru n = 2 si r = 1,2,3,4,5, respectiv 1,1,2,16,2048. Ciclurile cu r = 5
prezentau interes tehnic. Codul Baudot, inventat in 1870 si patentat in 1874
de Emile Baudot (1845-1903), foloseste cuvinte de 5 biti pentru a coda 32 de
caractere. Codarea se obtinea prin rotirea unei roti cu 32 de contacte electrice.
Existenta unui ciclu pentru r = 5 era un element esential pentru acest tip de
codare, care inlocuise codul Morse, fiind apoi inlocuit de codul ASCII pe 8
biti aproape un secol mai tarziu. N. G. de Bruijn, al carui nume a ramas legat
de aceste cicluri, a devenit interesat de determinarea numarului lor pe cand
a Inceput sa lucreze si el la Laboratoarele Philips in 1944. El a calculat cu
mana cazul n = 2, r = 6, determinand 67108864 de cicluri si folosind metodele
pentru a da o formula care raspundea problemei lui Posthumus. Mentionam
ca, pentru r = 7, numarul de cicluri are 18 cifre. In 1946, de Bruijn a regasit
([4]) formula data de Flye Sainte-Marie.

Problema pentru n simboluri a fost rezolvatda in 1951 de van Aardenne-
Ehrenfest si de Bruijn ([1]), numérul de cicluri fiind n~"(n!)”"'. Pentru e-
xemplul lui Martin (n = 3, r = 2) exista 24 de solutii.

In cele ce urmeazi vom considera n = 2 si simbolurile 0 si 1.

Algoritmul lui Martin mai este numit, in acest caz, algoritmul Preferd 1.
Acest algoritm a fost redescoperit de Ford in 1957 ([6]) si in multe lucrari ii
este atribuit acestuia. Vom da aici formularea din lucrarea recenta [10].

Algoritmul Prefera 1

Se pleaca de la secventa cu r simboluri egale cu 0. De la orice secventa
ai...a, se continua cu as...a,1 daca nu a aparut deja; altfel, se alege celalalt
succesor as...a,0. Cand ambii succesori au aparut deja, stop.

Observatia 2 Sirul care rezulta din acest algoritm este glisat fata de cel
care rezultd din Algoritmul Martin, deoarece se porneste cu primul simbol
repetat de r ori. Daca se foloseste reprezentarea circulara, rezultatul este
exact acelasi.

Exemplul 3 Constructia pentru » = 3 si simbolurile 0 si 1 se face astfel:
000 — 001 —- 011 — 111 — 110 — 101 — 010 — 100, generand secventa

(8) 0001110100 (sau ciclul (00011101)),

care contine toate cele 23 secvente de lungime 3 din (4). Analog, pentru 7 = 2
rezultd: 00 — 01 — 11 — 10, care genereaza 00110 (sau ciclul (0011)).
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De asemenea, in [10] se prezinta si un alt algoritm, tot simplu de descris,
care a fost dat de Alhakim ([2]), numit Prefera opusul.

Algoritmul Preferda opusul

Se pleaca de la secventa cu r simboluri egale cu 0. De la orice secventa
aj...a, se continua cu as...a,(1 — a,) daca nu a aparut deja; altfel, se alege
celalalt succesor as...ara,. Cand ambii succesori au aparut deja, stop.

Spre deosebire de algoritmul Prefera 1, algoritmul Preferd opusul nu pro-
duce toate secventele de lungime r, 1...1 lipsind. Pentru a se remedia acest
lucru, trebuie in plus ca 1...1 sa fie pus inainte de 1...10.

Exemplul 4 Pentru r = 3 obtinem: 000 — 001 — 010 — 101 — 011 —
110 — 100, respectiv ciclul (0001011). intr—adevér, 111 nu apare, si va trebui
sa-1 adaugam Inainte de 110: 000 — 001 — 010 — 101 — 011 — 111 — 110 —
100. Rezulta sirul 0001011100, respectiv ciclul (00010111).

Algoritmul lui Martin are avantajul ci este foarte usor de descris si de
implementat. Totusi, in practica este greu de aplicat, deoarece necesita multa
memorie pentru a stoca secventele de lungime r care au aparut deja. La fel se
intampla in cazul Prefera opusul.

Folosind operatorul D definit de Lempel ([7]), in [10] se demonstreaza o
legatura interesanta intre algoritmii Prefera 1 si Prefera opusul.

Fie D : {0,1}" — {0,1}7~! dat de
D(ajaz...a;) = (a2 — a1) (a3 — a2) ... (ay — ar—1),

unde diferentele se iau modulo 2.

Se observa ca, daca notam in Exemplul 3 s; = 000, s = 001, s3 = 010,
sq = 101, s5 = 011, sg = 110, sy = 100, obtinem aplicand D urmatoarele
imagini: D(s1) = 00, D(s2) = 01, D(s3) = 11, D(s4) = 11, D(s5) = 10,
D(sg) = 01, D(s7) = 10. Eliminand repetitiile, sirul imaginilor este 00, 01,
11, 10, adica exact girul dat de algoritmul Preferd 1 pentru r = 2 (obtinut in
Exemplul 3). Acest lucru este valabil in general.

Teorema 2 Daca (s;);=1,..27—1 este ciclul generat de algoritmul Prefera
opusul, atunci ciclul (D(s;)), din care s-au eliminat repetitiile, este ciclul dat
de algoritmul Preferd 1 pentru r — 1.

2. M. H. MARTIN (1907-2007)

Monroe Harnish Martin s-a nascut in Lancaster, Pasadena pe 7 februarie
1907, fiind cel mai mare dintre cei doi fii ai familiei Amos Zimmerman Martin
si Mary Harnish Martin. A studiat matematica la Lebanon Valley College in
Annville. A obtinut doctoratul la Universitatea Johns Hopkins in 1932 cu teza
Asupra matricilor ortogonale infinite, conducatorul lui fiind Aurel Wintner,
autorul unui tratat de mecanica cereasca celebru. Martin a scris astfel de
lucrari in perioada aceea, pe urma a trecut la mecanica fluidelor. Tot in 1932
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s-a casatorit cu Virginia Parker din Baltimore. Au avut o fiica, Mary Helen,
nascuta in 1933, doi nepoti si doi stranepoti.

A lucrat cu George David Birkhoff la Universitatea Harvard in domeniul
teoriei ergodice, ca National Research Fellow. In 1933-1936, a predat mate-
matica la Trinity College in Hartford, Connecticut, publicand in 1934 lucrarea
[9] al carei rezultat a fost prezentat in sectiunea precedenta. In 1936 s-a mu-
tat la Universitatea Maryland, unde a ramas pana la pensionare, fiind intai
conferentiar gi din 1942 profesor. Martin a condus departmentul de matema-
tica al Universitatii Maryland din 1943 pana in 1954 si a fost director fondator
al Institute for Fluid Dynamics and Applied Mathematics (numit acum Insti-
tute for Physical Sciences and Technology - IPST), din 1952 pana in 1968.
Ca membru al Senatului, a contribuit la stabilirea procedurilor de angajare si
promovare in cadrul Universitatii. Intre 1969-1970 a condus o cercetare asu-
pra integrarii, care este recunoscuta pentru importanta sa in deschiderea de
oportunitati de studiu pentru minoritati la Universitatea Maryland.

A intuit importanta crescanda a informaticii si a meteorologiei si a atras la
universitate personalititi deosebite din aceste domenii ([12]). Pe baza pusa de
el, institutul s-a dezvoltat, ajungand unul din centrele de excelenta in mate-
matica aplicata si fizicd. Unul dintre regretele sale a fost ca nu l-a acceptat in
1950 pe Joseph Smagorinsky, care lucrase cu John von Neumann la Universita-
tea Princeton, producand primul model numeric al atmosferei pe calculatorul
Eniac. Un program de predare si cercetare in meteorologie a demarat abia la
inceputul anilor 60, fiind invitat si E. Lorenz sa-si prezinte lucrarea Determi-
nistic Non-Periodic Flow ([8]), care a stat la baza teoriei haosului.
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Martin a fost un bun profesor, atat pentru studentii incepatori, cat si pen-
tru avansati. A adus contributii importante la dinamica fluxurilor atmosferice,
precum si la studiul undelor de soc generate de particule cu viteza superso-
nica. Studiile sale sunt importante pentru intelegerea turbulentelor generate
de avioane si rachete la depasirea barierei sunetului. A fost consultant pentru
United States Naval Ordnance Laboratory si i-a incurajat pe colegi sa faca la
fel, contribuind astfel la aparitia primelor contracte si granturi guvernamentale
la Universitatea Maryland.

Martin a fost secretar executiv la Division of Mathematics of the National
Research Council — National Academy of Sciences intre 1955-1959, si din nou
intre 1961-1963. A avut functia de gef al comitetului acestei divizii de aplicatii
ale matematicii din 1958 pana in 1959. A condus comitetul de matematica
aplicata al American Mathematical Society intre 1951-54. A lucrat la Univer-
sitatea St. Andrew’s in Scotia si la Universitatea din Roma ca John Simon
Guggenheim Fellow in 1960.

A primit titlul onorific de Doctor of Science la Lebanon Valley College in
1958, si College’s Alumni Citation in 1975.

La pensionarea de la Universitatea Maryland in 1972, a primit titlul de
Profesor Emerit [13].

Dupa aceea, Martin si sotia lui au trait la Potter Hall, caminul lor istoric
datand din perioada coloniald. Era situat pe raul Choptank in districtul Ca-
rolina. Ei cumparasera casa si parcul in 1951, si s-au ocupat cu restaurarea lor
dupa o serioasa documentare. Eforturile depuse au condus la listarea Potter
Hall in Registrul Istoric National. Familia lor a dat deseori receptii pentru
prieteni gi vizitatori. Martin a continuat sa locuiasca la Potter Hall si dupa
moartea sotiei sale, survenita in 1994. In 1997 a primit o distinctie din par-
tea Maryland Historical Trust pentru eforturile lui de pastrare a proprietatii
pentru generatiile viitoare. Fondul de conservare Monroe H. and Virginia P.
Martin a fost constituit pentru finantarea proiectelor de cercetare si a res-
taurarilor efectuate de organizatii non-profit.
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Casa are trei sectiuni: una Inalta cu caramida flamanda construita in 1808,
alaturata celei centrale construite prin 1750, tot cu caramida flamanda, si
o aripa cu un singur nivel continadnd o bucatarie, adaugata in 1930. Toate
sectiunile au acoperig mansardat. Potter Hall poarta numele primului propri-
etar, Zabdiel Potter, care a construit un ponton si casa mica din caramida. El
a avut un rol important in transportul tutunului la Baltimore.

Martin a continuat sa cerceteze, lucrand cu fiica sa Mary Helen si cu sotul
acesteia Timothy Goldsmith la modele matematice ale deplasarii auxinei (un
hormon de cresgtere) in tesuturile plantelor. Mary Helen Goldsmith este pro-
fesor emerit al Universitatii Yale, unde a lucrat din 1963. Domeniul siau de
predare si cercetare este Biologia gi fiziologia celulara a plantelor.

In 2007, cu ocazia centenarului siu, Monroe H. Martin a fost omagiat pentru
realizarile de o viata in cercetare si educatie la Universitatea Maryland intr-o
proclamatie semnatd de guvernatorul Martin O’Malley [11]. Monroe Harnish
Martin a incetat din viata la 12 martie 2007, lasdnd prin testament un fond
pentru infiintarea unei catedre care 1i poarta numele la IPST. Aceste aspecte
biografice se gasesc in [15] si [16].

La Universitatea Maryland, pentru studentii la nivel de licenta in anul ter-
minal existd Premiul Monroe H. Martin in Matematicd Aplicatd in valoare de
250 $, fiind acordate cel mult 4 premii anual. Studentii trebuie sa depuna o
lucrare gi sa faca o prezentare de o ora. De asemenea, IPST acorda, din cinci
in cinci ani, un premiu international — Premiul Monroe H. Martin — tinerilor
matematicieni din domeniul matematicii aplicate. Lista celor care au primit
premii se poate consulta la adresa [14]. Bursa de cercetare Monroe H. Martin
la nivel Master este acordata incepand cu 2007 pentru a sustine un student
la Colegiul de Stiintele Naturii, Matematica si Informatica, interesat atat de
matematica, cat si de fizica.

La Universitatea Johns Hopkins, din 2007 au loc Prelegerile Monroe H.
Martin sustinute financiar pe baza unui fond caritabil creat de profesorul
Martin in timpul vietii.
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