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TEOREMA LUI NAPOLEON. CERCUL CELOR NOUA PUNCTE ALE
LUI EULER

Diana-Florina Halita

Abstract. Geometry offers us several beautiful problems with many synthetic
demonstrations. In this paper I have proposed a proof with Complex Numbers
for two well-known theorems: Napoleon’s Theorem and for Euler’s Nine-Point
Circle. I have started from the idea that many problems from Geometry can be
proved using Complex Numbers Theory.
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1. ASUPRA TEOREMA LUI NAPOLEON

LEMA 1. Flie Al(al), Ag(ag), Ag(ag), By (bl), Bg(bg), Bg(bg) Se dau triun-
ghiurile Ay AsAs si By BoBs. Stiind ca cele doud triunghiuri sunt la fel orien-
tate putem spune ca urmdtoarele afirmatii sunt echivalente:

i) triunghiurile A1 AgAs si B1BaBs sunt asemenea in aceasta ordine

nax—ay; by —b
ii =

as—ar by —b

1 1 1
’LZZ) a; az az| = 0.
b1 by b3

Demonstratie. Are loc echivalenta dintre cele trei afirmatii:
ii) < i)
b2

ar—ar by —by az — ax by — by

_ b=y ag —ai,
as —a, by —b <:>‘a3—a1| N ‘bg—b1| th arg(ag_al) —arg(bg_bl)
lag —a1] b —bi| . B
= S1 m(Z(Ag,AlAQ)) = m(l(BgBlBQ))
lag —a1|  [bs — b
A1Ay BBy
= /(A3A1A2)) = m(L(B3sB1B
1A, B133§1m( (A3A142)) = m(£(BsB1B2))
54 AAlAQAg ~ ABlBQBg
iii) & ii)
1 1 1 1 0 0 B B
a1 as az|=0&lay as—a1 a3 —ap :0<:>a2 91 ds— =0
by — by by — by
b1 by b3 b1 by —b1 b3y — b

<:>(ag—al)-(bg—bl)—(ag—al)-(bg—bl):O
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<:>(a2—a1)-(b3—b1) = (ag—al)'(bg—bl)
az —a;p az —a

by —by b3 —by

OBSERVATIA 1. Fie Mi(z1), Ma(22), M3(z3). Urmatoarele afirmatii sunt
echivalente:

i)triunghiul My MyMs este echilateral

ii)zl~€+z2-€2+23:0,

2 2- 4. 4.
unde € = COS(J) +i- Sin(Tﬂ) sau € = COS(TW) +i- Sin(Tﬂ).
1 1 1 1 1 1 1 1 1
lZZ) Z1 29 RZR3| = |k2 Z3 Z1| =1|k3 %1 R=g| = 0
zZ9 23 21 z3 21 22 Z1 R9 23
iv)z%+z§+z§221-22+22-23+23-21.
Zog —Z1 23— %2

z3— 20 21— 23
1 1 1
Vi) + + =0, undez:m.
zZ—21 Z—2Z9 Z—23 3

LEMA 2. Triunghiul ABC este asemenea cu triunghiul BC A < triunghiul
ABC este echilateral si are loc a +¢-b+ €2 -c = 0, unde € este raddcina
complexa nereala, de ordinul 3 a unitatii.

Demonstratie. Fie A(a), B(b),C(c). Conform lemei anterioare triunghiurile

1 11 1 0 0
ABC gi BCA sunt asemenea < [a b ¢|=0<|a b—a c—al =0«
b ¢ a b c—b a-—0»

b—a c—a|
c—b a-0»
sda+bl+E=a-bta-ctb-ce(a—b2+b-c)?+(c—b2>*=0
(a+e-b+e-c)-(a+e-ct+e?-b)=0
triunghiul ABC' este echilateral

0

TEOREMA 1. In ezteriorul triunghiului ABC' se construiesc triunghiurile
echilaterale pozitiv orientate AC'B, BA'C,CB’A. Demonstrafi cd centrele de
greutate ale acestor triunghiuri formeaza un triunghi echilateral.



Teorema lui Napoleon. Cercul celor noua puncte ale lui Euler 17

Demonstratie. ( enuntul problemei a fost preluat din [1], o alta demonstratie
cu numere complexe in [1] p.74)

Fie A(a), B(b),C(c),A'(d'), B'(V/),C' (') i G1,G2,G3 centrele de greutate
ale triunghiurilor AC'B, BA'C,CB’A. Din observatia anterioara si din ipoteza
teoremei, conform careia triunghiurile AC’B, BA'C,CB’A sunt echilaterale
stim:

a+cd -e+b-e2=0

b+ad -e+c-e2=0

c+V -e+a-e2=0

Centrele de greutate ale triunghiurilor echilaterale AC’ B, BA'C, C' B’ A sunt:
G1(a"), G2(b"), G3(¢"") unde:

1

a’ = 3 (a+b+ )
1

b = g (a +b+c)
1

d'= 3 (a+b +c)
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Ramaéane sa demonstram ca triunghiul G1G2G3 este echilateral, adica :

1
c”+e-a”+52~b”:0<:>g-((a+b’+c)+(a+b+c’)-s+(a’+b+c)~52)

1
= g-((a+c/-8+b-£2)+5-(b+a'~5+c-52)+52-(c+€-b’+€2-a)) =0
O
OBSERVATIA 2. Concluzia acestei teoreme ramane valabila chiar daca tri-
unghiurile echilaterale nu sunt construite in exteriorul triunghiului.

2. CERCUL CELOR NOUA PUNCTE ALE LUI EULER

TEOREMA 2. Muloacele laturilor unui triunghi, picioarele inalfimilor , mij-
loacele segmentelor ce unesc varfurile cu ortocentrul sunt noud puncte situate
pe un cerc, cu centrul in mijlocul segmentului care uneste centrul cercului cir-
cumscris triunghiului dat cu ortocentrul si cu raza egald cu jumdtate din raza
cerculut circumscris, numit cercul lui Fuler.

Demonstratie. (enuntul problemei a fost preluat din [1], o altd demonstratie
cu numere complexe in [1] p.106, iar una geometrica in [3] p. 15)
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Fie triunghiului ABC, O centrul cercului circumscris acestui triunghi, H
ortocentrul si Ay, By, C7 mijloacele laturilor BC, AC, respectiv AB. Notez
A", B",C" mijloacele segmentelor AH, BH, CH, E mijlocul segmentului OH,
si A’, B', C" picioarele inaltimilor triunghiului ABC, utilizand litere mici pen-
tru a nota afixele punctelor considerate.

b h
Fie O originea reperului ales si A(a), B(b),C(c) = a1 = ;C, a’ = a—;— .

Demonstrez ca h =a+ b+ c:

Fie O7 simetricul lui O in raport cu BC' = 01 =2-a1 —0=0b+c.

Fie A" punctul de pe cerc obtinut astfel incat AB 1. BA".

BHCA" paralelogram = A; este si mijlocul lui HA"

OHO, A" paralelogram(diagonalele se intersecteaza in mijloc) = HO; ||
AO. Dar AH || OO; = AOO; H paralelogram = o+h = 014+a = h = a+b+c

h b

Avem |a| = |b| = |¢| = R. Deoarece e = — avem: e = u.

Se observa ci E este si mijlocul segmentului A”A; = FEA” = EA;.

Patrulaterul A’A;OH fiind trapez dreptunghic avem A’E = EA;. Deci

a R
A’; Ay, A” sunt pe cercul cu centrul in E gi de raza: FA; = |a; —e| = |§\ =5
Analog se demonstreaza ca si punctele By, B’, B”, C1,C’, C"” sunt pe centrul

de centru E si raza %.
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