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DERIVABILITATEA DE ORDINUL DOI A FUNCTIEI PUNCT
INTERMEDIAR DIN TEOREMA DE MEDIE A LUI CAUCHY

Beatrix-Mihaela Pop si Dorel I. Duca

Abstract. If the functions f,g: I — R are differentiable on the interval I C R,
then for each x,a € I there exists a real number 6 €]0, 1] such that

(f(@) = f (@) gV (a+0(z—a) =(9(z) —g(a) f¥ (a+0(z—a)).
In this paper we study the behaviour of the number 6 €]0,1[, when = ap-
proaches a.
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1. TEOREMA DE MEDIE A LUI CAUCHY

Teorema de medie a lui Cauchy este una din teoremele fundamentale ale
analizei matematice. Este prezentata de obicei in urmatoarea forma (vezi, de
exemplu, [1]):

TEOREMA 1. (teorema de medie a lui Cauchy, a doua teorema de medie a
calculului diferential) Fie a si b numere reale cu a < b si f,g : [a,b] — R.
Daca:

(1) functiile f si g sunt continue pe |a, b],

(17) functiile f si g sunt derivabile pe ]a, b,
atunci exista cel putin un punct ¢ €]a, b| astfel incat:

(1) [£(0) = f(@]g™M(e) = [g(b) = g(@)]f P (e).

Daca, in plus,
(i13) g (x) # 0, oricare ar fi x €]a, b],

atunci

9(b) # g(a)
5t

— f(a (e
o) 1) = f(@) _ 1)

g(0) —g(a) — gW(e)’

Egalitatea (1) poarta numele de ”a doua formula a cresterilor finite” sau
7 a doua formulda de medie a calculului diferential”.

EXEMPLUL 1. Pentru functiile f, g : [-1,1] — R definite prin

f(z) =22, g(x) =z, oricare ar fi x € [—1,1],
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existd un singur punct ¢ €]—1, 1] $i anume ¢ = 0 astfel incat (1) este adevarata.
Y%

EXEMPLUL 2. Pentru functiile f, g : [-1,1] — R definite prin
f(z) =23, g(x) =z, oricare ar fi x € [—1,1],

V3 V3

exista doud puncte ¢y = —5°% §i cg = 5° aslfel incat (1) este adevarata. v

EXEMPLUL 3. Daca n este un numdar natural, atunci pentru functiile f,
g : [-nm,nw| = R, definite prin

f(z) = coszx, g(x) =expx, oricare ar fi x € [—nm,n7),

exista 2n — 1 puncte ¢ €] — nw,nw| $i anume
¢y = km, k €] —n,n[NZ,

astfel incat (1) este adevarata. v

Are loc urmétoarea teoremé de unicitate a punctului intermediar c.

TEOREMA 2. (teorema de unicitate a punctului intermediar) Fie a §i b
numere reale cu a < b i f, g : [a,b] = R functii care satisfac urmdatoarele
conditii:

(1)  functiile f si g sunt continue pe [a,b],

(13) functiile f si g sunt derivabile pe |a,b|,

(ii3) g (x) # 0, oricare ar fi x €la,b|.

Dacd functia f0) /gD este injectivd pe ]a, b], atunci existd un punct ¢ €]a, b|,
si unul singur, astfel incdt (2) este adevarata.v

Demonstratie. Vezi, de exemplu, [1] O

Prin urmare, daca functiile f,g : [a,b] — R satisfac ipotezele teoremei lui
Cauchy, atunci exista cel putin un punct ¢ €la, b[ astfel incat sa avem (2).
Urmeaza ca notand cu @ raportul

c—a

0 .=
b—a’

obtinem ca
6€]0,1], c=a+(b—a)d
si deci
F0) — fla) _ fV(a+ (b a)p)
g9(b) —g(a)  gW(a+(b—a))

Deducem ca teorema lui Cauchy poate fi formulata si in modul urmator:
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TEOREMA 3. (teorema de medie a lui Cauchy) Fie a $i b numere reale cu
a<bsif,g:lab — R. Daca:

(1) functiile f si g sunt continue pe |[a,b],

(17) functiile f si g sunt derivabile pe ]a, b,
atunci exista cel putin un numar real 0 €]0, 1] astfel incat:

[£(0) = f(@]g™M(a+ (b= a)§) = [9(b) — g(@)]f M (a + (b~ a)f).

Daca, in plus,
(i1i) gV () # 0 oricare ar fi x €la,b],
atuncs

g(b) # g(a)
St

— fla D(a —-a
3) fb) = fla) _ f(a+ (b—a)f)

g) —g(a) — gD(a+ (b—a)b)

.V

EXEMPLUL 4. Fie a,b € R cu a < b. Pentru functiile f,g definite prin
f(x) =22 g(z)==x, oricare ar fi x € [a,b],

exista un singur numar real 6 €0, 1[, si anume 0 = 1/2, astfel incat egalitatea
(3) sa fie adevdrata. v

EXEMPLUL 5. Pentru functiile f,g: [1,2] — R definite prin
f(x)=z, g(x)=expz, oricare ar fix € [1,2],

existd un singur numdar real 0 €)0,1[, si anume 0 = In(e — 1), astfel incdt
egalitatea (3) sa aiba loc. V

TEOREMA 4. (teorema de unicitate a punctului intermediar) Fie a §i b
numere reale cu a < b si f,g : [a,b] = R functii care satisfac urmatoarele
conditii:

(1)  functiile f si g sunt continue pe |a,b],

(13)  functiile f si g sunt derivabile pe |a,b|,

(i13) g (x) # 0, oricare ar fi x €]a,b|.

Dacd functia fV /g1 este injectivd pe ]a,b], atunci existd un numdr real
0 €]0,1[, si unul singur, astfel incat (3) sa fie adevaratd.

Demonstratie. Demonstratia este imediata. ]
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2. FUNCTIA PUNCT INTERMEDIAR

Fie I C R un interval, a € I si f,g : I — R functii derivabile pe I astfel
incat ¢V (z) # 0, oricare ar fi 2 € I'\{a}.

Atunci din teorema 1, pentru fiecare = € I'\{a} exista cel putin un punct
¢z, In intervalul cu extremitéatile x si a, astfel incat

(4) =

Avand in vedere teorema 2, daca f(l)/g(l) este injectiva pe I, atunci pentru
fiecare x € I'\{a} exista un singur punct ¢, in intervalul cu extremitatile z si
a, astfel incat (4) este verificata. In acest caz putem defini functia c: I\{a} —

I\{a} prin:

(5) c(x) = ¢y, oricare ar i x € I\{a}.

Functia c are proprietatea ca

(6) = (z)) oricare ar fi z € I'\{a}.

Daci f(V)/g() nu este injectivi, atunci existd puncte z € I\{a}, pentru
care exista mai multe puncte ¢, in intervalul cu extremitatile x si a, astfel
incat (4) este verificata. Daca pentru fiecare = € I'\{a} alegem un punct c,,
in intervalul cu extremitatile = i a, care indeplineste (4), atunci putem, de
asemenea, sa definim functia ¢ : I\{a} — I\{a} prin formula (5). Aceasta
functie ¢ verifica de asemenea (6).

In consecinta urmatoarea afirmatie este adevarata.

TEOREMA 5. Fie I un interval din R, a un punct din I gi f,g : I — R.
Daca functiile f si g sunt derivabile pe I i g(l)(x) # 0, oricare ar fi x €
I\{a}, atunci exista cel putin o functie ¢ : I\{a} — I\{a} astfel incdt (6) este
adevaratd.

Daca, in plus, functia f(l)/g(l) este injectiva, atunci functia c este unica.Vv

Daca = € I\{a} tinde citre a, deoarece
c(z) —a| < |z —al,
deducem ca exista limita functiei ¢ in punctul a si

iﬂliré c(z) = a.

Atunci functia ¢ : I — I definita prin
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(7) c(x) =

a, daca r = a,

{ c(xz), dacaxzel\{a}

este continua in punctul x = a.

Unul din scopurile acestei lucrari este de a stabili in ce conditii functia ¢ este
derivabila (de ordinul intéi si superior) in punctul = a. Depind derivatele
functiei ¢ in punctul x = a de functiile f si g7 Daca exista mai multe functii
¢ care satisfac relatia (6), atunci derivatele functiei ¢ in punctul = a depind
de functia ¢ aleasa?

EXEMPLUL 6. Fiea =0 si f,g: R — R functiile definite prin
f(x) =22 g(z) ==, oricare ar fi x € R.
Rezulta imediat ca functia ¢ : R — R este definita prin formula
¢(x) =x/2, oricare ar fi x € R.
FEvident functia € este derivabild in punctul x =0 gi
eV (0)=1/2.v
EXEMPLUL 7. Fiea =0 si f,g: R = R functiile definite prin
f(z)=z, g(x)=-expx, oricare ar fi x € R.
Rezulta imediat ca functia ©: R — R este definita prin formula
() = { In 222210 dacd o € R\{0}
0, daca x = 0.

Mai mult, functia € este derivabild in punctul x =0 gi

eV (0)=1/2.v

Pentru a calcula derivata functiei ¢ in punctul £ = a avem nevoie de raportul

c(z)—c(a) c(x)—a

x—a x—a
pentru fiecare x € I'\{a}.
Urmeaza ca daca notam cu

0 f(x) = CL

, oricare ar fi z € I'\{a},
x J—

atunci functia ¢ : I — I este derivabila in punctul £ = a daca si numai daca
functia 6 : I\{a} —]0, 1] definita prin formula (8) are limita finita in punctul
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= = a; mai mult, derivata functiei ¢ in punctul z = a, adici ¢ (a), este egala
cu
c(x)—a

,(1) _ T _ 5
)=l ) = e

Evident functia @ are proprietatea ca

fz) = fla) _ fD(a+(z—a)f(z))
g9(@) —gla)  gW(a+(z—a)f ()’

In consecinta, urmatoarea afirmatie este adevarata.

(9)

oricare ar fi z € I'\{a}.

TEOREMA 6. Fie I un interval din R, a un punct din I si f, g: 1 — R.
Dacd functiile f si g sunt derwabile pe I si gV () # 0, oricare ar fiz € I\{a},
atunci existd o functie 0 : I\{a} —|0, 1[ cu proprietatea ca (9) are loc.

Daca, in plus, functia f(l)/g(l) este injectiva, atunci functia 6 este unicd.
Y

In lucrarea [3], se demonstreaza urmatoarea teorema.

TEOREMA 7. Fie I un interval din R, a un punct din I si f, g : 1 — R
functii care satisfac conditiile:

(a) functiile f si g sunt derivabile de n > 3 ori pe I,

(b) functiile £ si g sunt continue in punctul a,

(¢) fD(a)g®(a) = f®(a)gM(a), oricare ar fi k € {2,...,n — 1},

(@) T0(a) 6" (@) £ () ¢D(a).

19 Daca 0 : I\{a} —]0, 1] este o functie care satisface egalitatea
(10) (f(@) = f(a)gW(a+ (z — a)f(z)) =
= (9(x) = g(@))fV(a + (z — a)8(2)),

oricare ar fi x € I\{a}, atunci functia 6 are limita in punctul x = a i

. 1
(11) al:l_)l'ré 9(.7]) = T\l/ﬁ
20 Dacd c: I\{a} — R este o functie care satisface egalitatea

(f(2) = fla)gW(e(z)) = (9(x) — g(a)) SV (e()),

oricare ar fi x € I\{a}, atunci functia ¢: I — I definita prin

(z) = { c(x), dacax e I\{a}

a, daca r = a,

este derivabild in punctul x = a st
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1
nf\l/ﬁ.

e (a) =

In aceastd lucrare sunt date conditii suficiente pentru ca functia punct in-
termediar ¢ sa fie derivabila de doua ori in punctul x = a, precum si conditii
suficiente pentru ca functia 6 : I — [0,1] - prelungirea prin continuitate a
functiei 0 : I\{a} —]0, 1] - sa fie derivabild in punctul z = a.

3. PROPRIETATI DE DERIVABILITATE ALE FUNCTIEI PUNCT INTERMEDIAR

In acest paragraf vom studia functiile ¢ si 6 definite mai sus. Vom da conditii
suficiente pentru ca functia ¢ sa fie derivabila punctul = a. Un prim rezultat
este continut in teorema urmatoare.

TEOREMA 8. Fie I un interval din R, a un punct interior intervalului I gi
f, 9g: 1 — R functii care indeplinesc conditiile:
(a) functiile f si g sunt derivabile de doua ori pe I;
(b) functiile fP i g sunt continue in punctul = = a;
(¢) gWM(x) #0, oricare ar fi x din interiorul, int I, al intervalului I;
(@) FD(a) g®(a) # FO(a) gV(a).
Atunci urmdatoarele afirmatii sunt adevarate:
19 Existd un numdr real § > 0 astfel incat:
i) la—4d,a+9d[C I;
i) fD(x)gP(z) # fO(2)gM(z), oricare ar fi x €]a — §,a + ;
iii) /g1 este injectivd pe Ja — 6,a + d[.
20 Existd o functie ¢ :Ja — §,a + 6[\{a} —]a — 6,a + §[\{a}, si una singurd,
astfel incat

(12) -

oricare ar fi x €la — d,a + 6[\{a}.
30 Existd o functie 0 :Ja — 0, a + §[\{a} —]0, 1], si una singurd, astfel incdt

(13) f(z) = fla) _ fD(a+(z—a)f(z))
g9(x) —g(a)  gW(a+ (z—a)d(x))’

oricare ar fi x € I\{a}.
49 Functia 0 are limitd in punctul x = a si

1
lim 6(z) = 7

Tr—a

50 Functia ¢ :Ja — 6,a + 6[—]a — §,a + &[ definitd prin
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() c(x), dacazx €la—0d,a+\{a}

) =
a, dacd r = a,

este derivabild in punctul x = a st

20 (g) = %

Demonstratie. 1° Presupunem ca f1)(a)g®(a) < f®(a)g™(a). Din ipo-
teza (b) si @ € int I, rezultd ca existda un numar real 6 > 0 astfel incat
la—d,a+0[C I si

FP(@)gP(2) < f@(2)gW (), oricare ar fi z €]a — b, a + 6].

Urmeaza ca

<f(1)>(1) @) = fP(2)gW () — fD(2)g? (x) >0,

g (9 ()

g

oricare ar fi  €la — §,a + d[, si deci f(V)/g(M) este strict crescitoare pe Ja —
d,a+ 4. In consecinti, functia fW /g este injectivi pe Ja — 8, a + d].

Daci f(a)g®(a) > f?(a)gM (a), demonstratia este similar.

20 Afirmatia 2° urmeaza din teorema 5

30 Afirmatia 3° urmeaza din teorema 6

49 Tn baza formulei lui Taylor, pentru fiecare = €la — 0, a + 6[\{a}, existi
doud numere reale §f (x), gg () €]0, 1] astfel incat

14 f@) = fa) + FO@) —a) + 5O (A (@) a)?
si

(15)  gle) =g(@) + 9V (@)( — a) + 59 (Ay () (x — a),
unde

Af () :=a+ (z — a)é\f(x) si Ag(z) =a+ (z— a)gg(:r).
In baza teoremei de medie a lui Lagrange, aplicata functiilor f W i g™, pentru
fiecare x €la—0d,a+4d[\{a} existda doua numere reale 6 (x) , 0, (x) €]0, 1[ astfel
incat

(16) fW(c(2)) = fV(a+ (z = a)f(2)) = fV(a) + f(By (2))(x — a)b(x)

17) gW(e(2)) = ¢ (a+ (2 — a)f(x)) = gV (a) + ¢ (By (2))(z — a)b(2),

~—~
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unde
By (z) :=a+ (x —a)f(x)0;(x) §i By (z):=a+ (x—a)f(x)f,(z).
Inlocuind (14)-(17) in (12), obtinem c&, pentru fiecare z €]a — 6,a + 6[\{a},

avei

FW(a) + 5P (Ar (@)@ —a) _ fD(a) + fO(By (2))(x — a)f(x)

9W(a) + 39 (4g () (@ —a) — gW(a) + 9@ (By (2))(z — a)f(z)’

sau echivalent,

(18) ) { 7 (@) (B, () £ (By (2))g® (@)} +
51147 ()9 (By () — £ (By (2))g® (A (2)))(x — a) =
= S @) (A (1)) ~ £ (A ()9 (a)].

Intrucat pentru fiecare = €la — 8,a + 6[\{a}, avem c& numerele (), gf(:v),
04(x), Of(x), O4(x) apartin intervalului |0, 1], deducem ca:

(@ =)y @)| <z —al s |@-a)p@)0@)| < |zl

(@ = a)fy@)| < le—al s |@-a)b@)y)] < |z al,

oricare ar fi z €]a — §,a + §[\{a}. Functiile f(, f@) ¢ ¢ fiind continue
in punctul x = a, din (18) rezulta ca exista limita functiei  in punctul z = a
si

1
lim 0(x) = 3

T—ra

eV (a) = lim clz) —c(a) = lim clz)—a = lim 6(z).

rT—>a r—a r—a T —a r—>a

Teorema este demonstrata. O

Daca punctul a este extremitate a intervalului I, atunci are loc urmatoara
varianta a teoremei 8.
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TEOREMA 9. Fie I un interval din R, a € I extremitatea stanga a interva-
lwlui I si f, g: I — R doua functii care indeplinesc conditiile:
(a) functiile f si g sunt derivabile de doud ori pe I
(v)
(¢) gW(x) #0, oricare ar fi = din interiorul intervalului I;
(@) fD(a) 92 (a) £ O (a) ¢V(a).
Atunci urmdatoarele afirmatii sunt adevarate:
19 Existd un numdr real § > 0 astfel incat:
i) la,a+9d[C I,
i) fO(x)gP(x) # fO(2)gW(z), oricare ar fi x € [a,a + d],
i) /g1 este injectivd pe [a,a + 6]
20 Existd o functie c )a,a + §[—]a,a + &[, si una singurd, astfel incat

functiile f® si g@ sunt continue in punctul x = a;

f(z) — fla) _ fV(c(2))
g9(x) —gla)  gW(c(x))’

oricare ar fi x €]a,a + 0.
30 Existd o functie 0 :]a,a + 6[—]0, 1[, si una singurd, astfel incat

f(@) = fla) _ fD(a+(z—a)d(z))

g(®) —gla)  gW(a+ (v —a)f(x))’

oricare ar fi x €la,a + 0|.
49 Punctia 0 are limitd la dreapta in punctul z = a si:

1

5% Functia © : [a,a + 6[— R definitd prin

() c(x), daca x €la,a+ 4|
é(z) =
a, daca x = a

este derivabila in punctul x = a $1

1
Mgy = L
(@)=
Demonstratie. Demonstratia este similara cu a teoremei 8. g

O teorema asemanatoare se poate da gi daca a este extremitatea dreapta a
intervalului I.

Nu se cunosc rezultate relative la derivabilitatea de ordin superior a functiei
punct intermediar ¢ si nici rezultate relative la derivabilitatea, de ordinul intai
si superior, ale functiei § - prelungirea prin continuitate a functiei 6
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In cele ce urmeazi vom da conditii suficiente pentru ca functia ¢ si fie de-
rivabila de doui ori in punctul z = a, functia 0 si fie derivabila in punctul
z = a si vom calcula ¢ (a) si g (a).

Are loc urmatoarea teorema.

TEOREMA 10. Fie I un interval din R, a un punct interior intervalului 1
st f, g: I — R functii care indeplinesc conditiile:
(a) functiile f §z g sunt derivabile de trei ori pe I,
(b) functiile f $t g ®) sunt continue in punctul x = a,
(¢) gWM(x) #0, oricare ar fi x dm interiorul, int I, al intervalului I,
(@) £D(a) 92 (a) # O (a) ¢V(a).
Atunci urmatoarele afirmatii sunt adevdrate:
19 Exzistd un numdr real § > 0 astfel incat:
i) Ja—0d,a+0[C I;
i) fO(2)gP(x) # f@(2)gW(z), oricare ar fi x €]la — §,a + ];
iii) fU) /g este injectivd pe Ja — 8, a + d[.
20 Existd o functie c :la — §,a + 6[\{a} —]a — 6,a + §[\{a}, si una singurd,
astfel incat
o) f() = (@) _ fO(elw))
g9(x) —gla)  gW(c(x))’
oricare ar fi v €]a — 0,a + d[\{a}.
30 Existd o functie 6 :Ja — 6,a + 6[\{a} —]0, 1[, si una singurd, astfel incat

f(z) = fla) _ fP(a+ (z—a)f(z))
g9(x) —gla)  gW(a+ (z—a)d(z))’

oricare ar fi x € I\{a}.
49 Functia 0 are limitd in punctul x = a si
1
lim 0(z) = -

r—a 2°

(20)

50 Functia 0 :Ja — 6, a + 5[—]0, 1] definitd prin

B(z) = 0(x), dacazx €la—0d,a+0[\{a}
B 1/2,  daca z = a,

este derivabild tn punctul x = a st

FU (a) g™ (a) = £ (a) gV (a)
24 [fM) (a) g@ (a) — f@ (a) g™V (a)]

6° Functia ¢ :Ja — 6,a + 6[—]a — §,a + &[ definitd prin

8" (a) =
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(z) = { c(x), dacazx €la—0d,a+\{a}

a, dacd r = a,
este derivabila de doua ori in punctul x = a st

L)y = S0 @e% (@) - f<3> <a>g<><a>
’ 12[fD (a) @ (a) = £ (a) gD ()]

Demonstratie. Teorema 8 ne asigura ca afirmatiile 1° — 4° sunt adevarate.
Pe de altd parte, in baza teoremei lui Taylor, pentru fiecare x €]Ja—4, a+d[\{a},

existd 0 (), 0, (x), 0y (x), 0, (z) €]0, 1] astfel incat daci notdm cu

e (a) =

Af(a)i=a+(z—a)b;(x), Agi=a+(z—a)fy (@),

B (z):=a+ (x—a)0(zx)0; (x), By:=a+(x—a)b(z)l,(z),

@) (q 2) (q (3) .
1@ = f@+ I @m0y I o g ST O s
M (4 @ (4 B (A, (2
@) = gfa) + D (o) 4 O o D
PO et -a)o(a)) = 1D @+ (o ) (@) L BLED (22 o),
9?(a) 9? (B, (v))

9D+ @-a)i(@)) = gV () +7, 2 (@ - a)? 62 (a).

Relatia (20), daca tinem seama de ultimele patru egalitati, devine

A O A C) R il €Y 1C) RIS
1l 2l 3! _
M@ O @ @)
1! 2! 3!
@)(q ®) (B, (2
0@+ T @ ayo )+ I (o apge )
g (a) + g(zl)!(a) (x —a)f(x)+ g(g)(j;g(x)) (z —a)*6? (z)

oricare ar fi x €|a — d,a + §[\{a}. De aici deducem ca, pentru orice x €

la —d,a+ o[\{a},

(21) f(l) (a) 9(2) (a) — f(2) (a) g(l) (a)} <1'11'¢9 (x) — 2‘10|> +
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—[ﬂ”wm@@%mw—f@o@mmdmmﬂm;}m—afmm+
3) (3) 3) (3) 0* (x) 3 _
+ £ (A (@) g (By (@) = £D) (B, () 9 (47 (2))| S (2 — ) =0,

Facem pe x sa tinda catre a si tinem seama de ipoteza (b) ; obtinem ca functia
0 are limita in punctul x = a si

. 1
lim 6(z) =5

Impirtim acum relatia (21) cu (z — a) ; rezult ci

0(x) —0(a)

V@ @) = 1 @ (0] =
2 (x
+ [£D (@) g (By (@) = 1O (By (2)) g (0)] 01!(2!) -
_ [f(l) (a) g(3) (Ag (z)) — f(3) (Af (:r))g(l) (G)} ﬁ-f—
{0 (5,00 19 5y 092 )] 22 -

2(x
+ |19 (A () g (By (@) = 1P (B (2)) g™ (4, (2)] 03!(2!)

oricare ar fi x €la — d,a + 6[\{a}. Sa facem pe x si tinda cétre a si sd tinem
seama de ipotezele (b) si (d); deducem ca functia 0 este derivabila in punctul
r=asi

(':U_a)Q =0,

79 (@) 9 (@) = 1@ (@) g (a)| " (@) +
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1
+ £V (@ 9% (@) = 1D (a) g ()] 15
1 @) (@) = 19 (@) 9 (@)] 55 =0,
deci
70 () = SV @0 (@ = /P (@) g (a)
Y7240 (@) 9@ (a) - f@ (a) gD ()]
6° Afirmatia 6° urmeaza imediat din afirmatia 5°. O
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