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TRANSFORMARI MOBIUS

Diana-Florina Halita

Abstract. The purpose of this paper is to explore some properties of M&bius
transformations. The theory of M6bius Transformations is developed using only
few references to complex analysis and group theory.
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1. INTRODUCERE

Ca o continuare a structurilor algebrice introduse 1n orice capitol de Trans-
formari Geometrice, printre care Grupul Izometriilor impreuna cu subgrupu-
rile acestuia, in acest articol voi prezenta Grupul transformarilor Mébius si
proprietatile acestuia.

2. SFERA RIEMANN

Considerand planul complex extins CU{oo}, Riemann a reusit sa reprezinte
toate punctele acestuia ca puncte ale sferei unitate, numita Sfera Riemann.
Fie P sfera Riemann, data prin:

P={(zt) e CxR:|z]*+t* =1}.
Consideram polul nord al sferei punctul N(0,1) € C x R.

DEFINITIA 1. Prin proiectie stereografica se intelege o aplicatie care trans-
forma fiecare punct al planului complex in plan de pe sfera Riemann i reciproc.

Proiectia stereografica Proiectia stereografica a unei sfere

Figura. 2.1 — Proiectia stereografica
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Se definegte astfel functia 7 : CU {o0} — P, w(2) = (w,t) ¢i w(c0) = N,
unde punctul de pe sferda de coordonate (w,t) € P este cel de-al doilea punct
de intersectie al dreptei determinate de punctele N si (z,0) cu sfera.

2z —1+ |22
SR TP

SOLUTIA 1. Formula de calcul a proiectiei stereografice a punctului z se
obtine astfel:

(1) punctele de pe dreapta ce trece prin N(0,1) si (z,0) au coordonatele:
s-(2,0)+ (1 —15)(0,1) = (sz,1 —s)
(2) punctul de intersectie respectd egalitatea |z|> + 1% =1
2

TEOREMA 1. 7(z) = <

|sz|?+(1—5)2=1e5=0 sau s =

|2* + 1
Asadar se oblin punctele de intersectie ale dreptei cu sfera N(0,1)
, 2z —14z? o
i1 N’ unde N' este proiectia stereograficd a punc-
$ (Z+|Z|2,1+‘Z|2), proiect graficd a p
tulut 2.

Aceasta functie este bijectiva, iar inversa ei este 771 : P — C U {0},

1 z
t) =
et =
PRrROPOZITIA 1. Se poate masura distanta dintre cele doud puncte de intersectie:
2
d(N,m(z)) =

VIZE+1

T«z)

Figura. 2.2 — Distanta dintre N si 7(z)
OBSERVATIA 1. Propozitia de mai sus se demonstreazd cu ajutorul Teoremei
Fundamentale a Asemdnarii, utilizand faptul ca d(N,z) = /1 + |z|2.

DEFINITIA 2. Prin distanta cordala intre doud puncte z1,zo € C se intelege
distanta euclidiana dintre proiectiile stereografice ale celor doud puncte, m(z1), 7(22).
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Aceasta se noteaza cu k(z1, z2), iar din calcule rezulta formula sa:

k(21,22) = 2021 = 2
’ V14214 23
In particular,
2
K(z1,00) =

V1422
PROPOZITIA 2. Proiectia stereograficd este o transformare conformda, adica
pastreaza unghiurile dintre doud curbe.

PROPOZITIA 3. Proiectia stereografica transforma cercurile sau dreptele din
planul complex in cercuri de pe sfera Riemann. Dreptele din planul complex
vor corespunde cercurilor care trec prin polul nord al sferei Riemann.

3. TRANSFORMARI MOBIUS

DEFINITIA 3. O transformare Mdbius este o functie

b
T:CU{c} - CU {0}, T(2) = ﬂ, a,b,e,d € C,ad —bc#0
cz+d
DEFINITIA 4. Multimea tuturor transformdarilor Mobius formeaza un grup:
(Mob, o)

OBSERVATIA 2. Se pune in evidentd omomorfismul intre grupuri:

<I>:GL2((C)—>Mob,<I><Z Z) az+0

cz+d

ProprozI1TIA 4. Prin orice transformare Mdbius cercurile de pe sfera Rie-
mann devin cercuri pe sfera Riemann.

PROPOZITIA 5. Pentru orice triplete de puncte de pe sfera Riemann
(a0, a1, a00) $i (b, b1,bs) exista o unica transformare Mébius T astfel incdt

T(ag) = bo,T(a1) = b1,T(ax0) = boo

4. VIZUALIZAREA TRANSFORMARILOR MOBIUS

4.1. Puncte fixe.
az+b

=t d cu ad — bec = 1. Asadar,

Fie T o transformare Mobius T'(z) =

. < . C . b
matricea atagatd acestei transformaéri este M = ( CCL d >

In acest caz matricea M este conjugata uneia dintre matricile:

A 0 1 1
<O )\_1>,)\7é08au<0 1>

Transformarile M6bius au puncte fixe, date prin rezolvarea ecuatiei :
z = M(z).
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Datorita faptului ca ecuatia obtinuta este o ecuatie de gradul 11, aceasta va
avea maxim doua solutii. Daca o transformare Mobius are trei sau mai multe
puncte fixe, atunci ea este transformarea identica.

TEOREMA 2. O transformare Mobius diferita de transformarea identica are:

e un punct fixr, dacd matricea M corespunzatoare transformarii este con-

. . .11
Jugata matricie 0 1
e doud puncte fixe, daca matricea M corespunzatoare transformarii este
. 3 L A0
conjugata matricis My, 0 A1
OBSERVATIA 3. Dacd ¢ # 0 ambele puncte fixe sunt din C. Dacd ¢ = 0
atunci cel putin unul din punctele fixe tinde spre co.

4.2. Clasificarea transformarilor Mobius.
O transformare Mobius este:

e identitate, daca matricea M corespunzatoare transformarii este conju-

10

01

e parabolica, daca matricea M corespunzatoare transformarii este con-
1

01

e eliptica, dacid matricea M corespunzitoare transformarii este conjugata

matricii ( 3 )\91 ) A =1

e hiperbolica, daca matricea M corespunzatoare transformarii este con-

0 >,)\GR{i1}

gata matricii +

jugata matricii &

A
0 At
e loxodromica, daca matricea M corespunzatoare transformarii este con-

jugata matricii A 91 JAl# 1
0 A
Din definitia de mai sus se vede ca orice transformare Mobius de tip hiper-
bolic este si de tip loxodromic.
Echivalent, transformarile Mobius se pot clasifica si astfel:
e parabolica, daca tr(M) = +2
e eliptica, daca —2 < tr(M) < 2
e hiperbolica, daca tr(M) < —2 sau tr(M) > 2
e loxodromica, daca tr(M) ¢ R
sau echivalent,
parabolica, daca tr(M)? = 4
eliptica, daca tr(M)? < 4
hiperbolica, daca tr(M)? > 4
loxodromica, daca tr(M)? ¢ [0, 00)

jugata matricii
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Date fiind aceste clasificari se poate deduce modul in care transformarile
Mobius actioneaza asupra sferei Riemann.

e transformare eliptici, z — ez - aceasti transformare roteste sfera

Riemann fixdnd punctele 0 §i oo - punctele se migca de-a lungul unui
cerc

e transformare hiperbolicd, z — kz, k > 1 - punctele se migca de-a lungul
unui arc de cerc de la un punct fix la altul

e transformare loxodromica, z — kz,k ¢ R - punctele se migca de-a
lungul unei spirale logaritmice, de la un punct fix la altul

e transformare parabolicd, z — z + 1 - punctele se migca de-a lungul
unui cerc, prin unicul punct fix.

OBSERVATIA 4. Fie T o transformare Mobius T'(2) = Az + B. In acest caz
putem alege A = pe'®, cu scopul de a privi transformarea ca o compunere intre
o rotatie de centru «, o dilatare de ordin p si o translafie de vector B.

Interpretarea data mai sus ne permite sa observam aceste proprietati, con-
form figurii 4.3

(a) elliptic (b) hyperbolic (c) loxodromic (d) parabolic

Figura. 4.3 — Cele 4 tipuri de transformari Mdbius

OBSERVATIA 5. Pentru a« > 0,p = 1 si B = 0, T(z) este o rotatie a
planului complex, care revine la o rotafie a sferei (figura 4.8 (a)). Punctele
fize ale acestei transformari sunt cei doi poli ai sferei, care corespund in planul
complex originii si co-ului. Aceasta este o transformare Mdobius eliptica.

OBSERVATIA 6. Pentru o = 0,p > 1 ¢i B = 0, T(z) este o dilatare a
planului complex centrata in origine (figura 4.3 (b)). Punctele fixe ale aces-
tei transformari sunt cei doi poli ai sferei, care corespund in planul complex
originii §t co-ului.

Pentru a« = 0,p < 1 ¢i B =0, T(z) este o contractie a planului complex
centrata in origine.

Aceste transformdari sunt transformari Mobius hiperbolice.
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OBSERVATIA 7. Pentru a #0,p # 1 si B =0, T(z) este combinatie dintre
cele doud cazuri anterioare (figura 4.3 (c)). Punctele fize ale acestei trans-
formari sunt cei doi poli ai sferei, care corespund in planul complex originii s
oco-ului. Aceasta este o transformare Mobius loxodromicd.

OBSERVATIA 8. Pentru restul cazurilor posibile (adi

ca A=0 g B #0),

T(z) este o translatie a planului complex (figura 4.8 (d)). Singurul punct fix
al acestei transformari este oo, acesta corespunzand polului nord de pe sfera
Riemann. Aceasta este o transformare Mobius parabolicd.

5. UN SCURT EXEMPLU

Luand in considerare transformarile urmatoare:
e eliptica - z — iz - puncte fixe 0 gi 1
z

bolica - z - ——— - te fixe 0 gi 1
e parabolica - z %7 11 puncte fixe 0 si

e loxodromica - — 2iz -punct fix 0

OBSERVATIA 9. In cazul transformarii eliptice, se observa faptul ca prin

aplicarea acesteia de 4 ori se ajunge la transformarea identica.

figura 5.4(a), se observa faptul ca prin transformarea
transformd in el insusi dupa 4 iteratii.

(a) Transformare eliptici  (b) Transformare parabolicd (c)

mica

Figura. 5.4 — Transformari Mdbius

Astfel, in

aleasd fiecare cerc se

. - [ ) )
N A
PO i A o B
) 4 f c‘»«—«_ /
/=)
Transformare loxodro-

Astfel, se observa principalele caracteristici ale transforméarilor Mobius:

e parabolice: punctele de pe cercuri se migca spre
e cliptice: cercurile se misca in jurul punctului fix

punctele fixe

e loxodromic: cercurile se misca in spirale cu extremitatile in cele doua

puncte fixe.
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