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REZOLVAREA UNOR PROBLEME DE GEOMETRIE CU METODE
ALE ANALIZEI COMPLEXE

Diana-Florina Halita

Abstract. Geometry problems are a real treasure. They allow mathematicians
(...or anyone interested in) to find a wide range of techniques in which they
can solve them. In this paper I have proposed some applications of complex
numbers mapped on geometric problems. Problems were selected from different
international competitions, as specified against each section.
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1. DREAPTA LUI SIMSON

PROBLEMA 1. (enuntul problemei a fost preluat din [2])

Fie A,B,C,L,M,N sase puncte pe un cerc. Atunci dreptele lui Simson ale
punctelor L,M,N in raport cu triunghiul ABC se intersecteazd intr-un singur
punct dacd $i numai dacd dreptele lui Simson ale punctelor A,B,C in raport
cu triunghiul LMN se intersecteazd intr-un singur punct. In plus in acest caz
cele sase drepte ale lui Simson se intersecteaza in mijlocul segmentului format
de ortocentrele triunghiurilor ABC si LMN.

SOLUTIA 1.
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Notez cu literele mici corespunzatoare afizele punctelor A,B,C,L,M,N si
presupun cd cercul circumscris triunghiurilor ABC si LM N este cercul uni-
tate.

Dreapta AB este de ecuatie:

a a 1 a—2>5 a— 0 B ~
AB:|b b 1|=0&<]| b b 1 =0< (a—=b)-(z—b) = (2—b)-(a—b)
c ¢ 1 c—b ¢—-b 0

& z2—b= il_g-(z—l_))<:>z—b:—a-b-(Z—l;)<:>AB:z—|—a-b-2—a—b:O.
a

Perpendic;lam din L pe AB este LL1 si conform 2.8.7 : LL; = z — 1| =
b _

G-

&LLi:z—a-b-Z+a-b-1-1=0.
Stiind ca Ly este punctul de intersectie al dreptelor LL1 si AB putem afla

1 -
afizul acestuia:>1125-(—a~b-l+l+a+b).

Analog se gasesc punctele Lo (piciorul perpendicularei din L pe BC') si L
(piciorul perpendicularei din L pe AC)
1 - 1 .
=1 25-(—b~c-l+l+c+b) 5113 = 5‘(—a-c-l+l+a+c).
Ecuatia dreptei lui Simson a lui L fata de triunghiul ABC' este:

hoho1 h—ly h—@ 0 )
LiLs :|l3 I3 1] =0 & I3 l3_ 1 :O@(ll—lg)-(g—lg):
z z 1 z—1Il3 zZ—13 0

o _ _ 1 _
(s—lg)-(1—l5) & %-(—a-b-l+a+b+l+a-c-l—l—a—c)-[2—5-(—-a-é-l+l—|—€z+é)]
= [z—%-(—a-c-[+l+a+c)]-%‘(—d-lg-l+z+d+l§+&‘é-l—[—&—é)]

_ 1 _ B
Sle=b)(al-1) [~ 5 (-acltltato]=(@l-1)(c—b-[z-

(~=a-c-l+l+a+c)

"o bca-l2-z+a-cl-l-a-¢=2-z+a-c-l—-l—a—c
AN
1

s2-a-bcl-zZ+4b—a-b-c-P=b-c-l—a-b-l=2-2z4+a-cl—l—a—c
L1L3:2-a-b-c-l_-2—2-z:l_-(wc—&-a-b—i—b-c)—l—a—b—c%—a- b-c-1?
]
L1L3:2-a-b-c-Z2—2-1-z=a-c+a-b+b-c—1>—1-(a+b+c)+a- b-c-1
Notez Ay =a+b+c;Ao=a-b+a-c+b-c;A3=a-b-c.
<:>L1L3:2'A3-2—2-1-Z:A2—12—1'A1+A3'T.
Analog se obtine:
M1M3:2-A3-Z—2-m-z:A2—m2—m-A1+A3~rT1
N1N3:2-A3-Z—2-n-z:A2—n2—n-A1+A3~ﬁ.
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1
Intersectand LiLs cu MiMs se obtine punctul de afix z1 = 3" [m+1+

A
Al + %], 1ar intersectand Li1Ls cu N1N3 se obtine punctul de afixz: z9 =
m .
1 A
5-[n+l+A1+n—f”l]
Conditia ca cele trei drepte sa se intersecteze in acelasi punct este ca z1 = 29
A A A
S mAA+—- =nt A+ & (m—n)-(1———
m-1 n-l l-m-n
Sa-b-c=1l-m-n

)=0& Az =1-m-n

1
Deci punctul de intersectie al dreptelor este de afix: = -[a+b+c+I1+m—+n].

Procedand analog, prin simetrie se obtine ca: A1As, BiBs st C1Cs se in-
tersecteazd in acelast punct < a-b-c=1-m-n.

Ortocentrul Hy al triunghiului ABC' este de afix hy = a+b+ ¢, iar ortocen-
trul Hy al triunghiului LM N este de afiz ha = l+m+n. Mijlocul segmentului

h1+h 1
HyH; este de afix z = s 2, adicaz=§-[a+b+c+m+n+l] st deci

coincide cu punctul de intersectie al celor sase drepte ale lui Simson.

2. PROBLEMA CELOR 4 CERCURI

PROBLEMA 2. (enuntul problemei a fost preluat din [2])

Fie C1,Cs, Cs, Cy patru cercuri in plan si My, My punctele de intersectie ale
lui C1 cu Co, N1, No punctele de intersectie ale lui Co cu Cs, P, Py punctele
de intersectie ale lui Cg cu Cy st Q1,Q2 punctele de intersectie ale lui Cy cu
Ci. Sa se demonstreze ca My, N1, P1,Q1 sunt conciclice < Mas, No, Py, Qo
sunt conciclice.

SOLUTIA 2.
Pe cercul Cy se afia punctele: M1, Mo, QQ1,Qo.
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qr—m1 g1 —q2
m2 —mp M2 —q2
Pe cercul Cy se afla punctele: My, Ma, N1, No.

mp—mny Mmp—msa

c R*

= (qlam27m17q2) S R* = ay =

ng —ny ng — Mo
Pe cercul C3 se afla punctele: N1, Na, Py, P.
ny—p1 N1 — N2
:>(n1’p27p17n2)6R*:>a3: . ER*

p2—p1 P2 —n2

Pe cercul Cy se afla punctele: Py, Py, Q1, Q2.

P1—q1 :pl—pQ c R*
q2 —q1 q2 — P2

= (p1,92,q1,p2) ER* = a4 =

_— my—n
M, Ny, P1,Q1 conciclice & Ry = (mq,p1,n1,q1) € R* & Ry = —1-
b1 —m
b1 —q1
o ma — ng
My, No, Pa, Qo conciclice < Ra = (ma,p2,n2,q2) € R* & Ry = ———= ¢
b2 —n2
b2 —q2
mp—ni1 Mmi1—q Ng —Np Mp—Mm2 M1 —(q1
Rl = N :a2. . .
Pr—n1  pP1—q1 Pr—n1 n2—m2 p1—Aq
1 I pa—mng miy—ma p1—q1
Ry =as- . “(ng—nq)- .

n1—p1.n1—n2'p2_p1 ny —ng ng —Mme M1 —q1
P2—p1lp2—n2
Rlz_%‘pZ—nQ.ml—WD'pl_(h:pl_pQ_pl_p2'QQ_Ql

a3 p2—pP1 N2—MmM2 (g2—41 (q2—pP2 g2 —PpP2 M1 —(q]

a2 a4 p2 —N2 M1 —M2 42 —4q1

Ry =
as g2 —pP2 N2—Mm2 M1 —(q1
R1:a2.a4- 1 P2—m2 M1—M2 @2—q1 q1— M1
as Gr—m1 491 —G9 qy—p2 Mag—Mmp Myp—qy M2 —Mm
m2_m1'm2_QQ
mip —q2
q1 — q2
Rlz_a2'a4‘p2—n2.m2—Q2:_a2'a4‘n2—p2:nz—mzz_a2'a4'
Ry az-ai g2 —p2 N2 —m3 asz-air g2 —p2 g2 —Mm2 as - ay

Deci R1 € R* & Ry € R*.
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3. J.PETERSEN-P.H.SCHOUTE
PROBLEMA 3. (enuntul problemei a fost preluat din [2])
Presupunand ca triunghiurile ABC gi A1B1Cy sunt asemenea $i ca triun-

ghiurile AA1As,BB1 By si CC1Cy sunt si ele asemenea ardtati ca triunghiurile
AsBoCy si ABC sunt asemenea.

SOLUTIA 3.

AABC ~ AA3BsCy & las by | =0

—_
—_
[a—y

b—a_bl—al

AABC ~ AA1BICi < lar by | =0&

a b c c—a,_cl—al
i ap—a by —0b
AAA Ay ~ ABB By & |a a) ag|=0< — :b1 )
b by by d2—a D2
a1 —a a; —a
—a= by —b - - (bz — Db
S ag —a bl—b (2 )<:>a2 a+b1_b (2 )
1 1 1 bl—b Cc1 —¢C
ABBlBQNAC0102<:> b b1 bl=0«& =
bg—b Cy —C
cC C1 C
by —b b1 —b
Sby—b=— (cz—c) & by=b+ —+ -(cg —¢)
Cc1 —¢C Ci1 —C
a; —a

Din relatiile de mai sus se obtine deci ca: az = a+ -(c2 —c)
Ci —C

Atunci:
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11 o b :
as by co| =|a+ ! ~(CQ—C) b+ L ~(CQ—C) ca| =
a b c Cl] —C Ccl1 —¢C
a b c
1 1 1 1
= da-(cr—c)+ (a1 —a)-(ca—¢c) b-(c1—¢c)+ (b1 —Db)-(ca—¢c) ca-(c1—c)
cL=¢ a b c
1 1 1 1
= da-(cr—ca)+ar-(ca—c) b-(c1—c2)+bi-(ca—¢c) ca-(c1—c)
Cc1 —¢C
a b c
(—ci+ca)Lat+Lo=Ly 1 1 1 1 et 11
1T sT e Jai(ca —¢) bi(ca—c) ci(ea—c)| = 2 day b1 1| =
cL=c¢ a b c cr=c b ¢

Deci triunghiurile ABC si Ao BoCo sunt asemenea.

4. PROBLEMA TRIUNGHIURILOR CONGRUENTE

PROBLEMA 4. Fie P un punct situat pe cercul circumscris unui triunghs
ABC. Sa se arate cd ortocentrele triunghiurilor PAB, PBC, PCA formeazd un
triunghi congruent cu cel dat.

SOLUTIA 4.

Fie Hy ortocentrul triunghiului ABP = zg, = za + 2p + 2B.

Fie Hy ortocentrul triunghiului BPC = zg, = 2B + zp + 2c.

Fie H3 ortocentrul triunghivlut CPA = zp, = zc + 2p + za.

H\Hy = |zp, — zm,| = |28 + 2P + 20 — 24 — 2B — 2P| = |20 — 24| = AC.
HyH3 = |zpy — 2m,| = |24+ 2p + 20 — 2B — 2p — 2¢| = |24 — 28| = AB.
H\H3 = |zp, — 21| = |24+ 2p + 20 — 24 — 2B — 2p| = |2¢ — 2B| = BC.
Rezulta ca triunghiul H1HoHg este congruent cu triunghiul ABC.
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5. OM ST. PETERSBURG 2000
PROBLEMA 5. (enuntul problemei a fost preluat din [5])
Dreapta T este tangenta la cercul circumscris triunghiului ascufitunghic

ABC in punctul B. Fie K proiectia ortocentrului triunghiului ABC pe dreapta
T. Fie L mijlocul laturii AC. Sa se arate ca triunghiul BKL este isoscel.

I

SOLUTIA 5.

L este mijlocul laturii AC =1 = ate

Fie cercul circumscris triunghiului ABC' cercul unitate si O, centrul cercului
circumscris, originea sistemului de axe de coordonate. In acest caz ecuatia
cerculus este: z -z = 1.

S-a demonstrat ca ortocentul H este de afit h=a+ b+ c.

OB raza $i BK e tangenta = OB L BK. Cum HK | BK rezultd ca
HK | OB.

z z 1 _
Ecuatia lui OB : |0 0 =0 %l=0e2b-2b=0
b b 1 o

Ecuatia i HK este de forma: z-b— % -b+q = 0, unde q se determind
din relatia H € HK = a-b+b-b+c-b—a-b—b-b—¢-b+q =0, adicd
g=a-b—a-b+c-b—c-b

Deci HK :z-b—%z-b+a-b—a-b+¢-b—c-b=0

Ecuatia tangentei BK se determind utilizand relatia BK 1 OB

:BK;z—b:7-(z—B):0@z-6+2-b—2:0
Coordonatele lui K se determind rezolvand sistemul BK N HK = {K}

_ Zb+§b—,2:0 3
z:b—zZ-b+a-b—a-b+c-b—c-b=0
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2—a-b+a-b—c-b+c-b

Prin adunarea relatiilor se obfine: k =

2-b
a—+c at+c—2-b
BL=l=b =|—— b =|——F—]|
at+c 2—a-b+a-b—¢-b+c-b —-24+a-b+c-b
KL =|l—k|=| - = | = | = | =
B 2 2.0 2.5
a+é—2-b

2
KL = BL = triunghiul BK L este isoscel.

6. TST IUGOSLAVIA 1992
PROBLEMA 6. (enunful problemei a fost preluat din [5])
Se construiesc in exteriorul triunghiului ABC patratele BCDE,CAFG,ABHI.

Fie GCDQ si EBHP paralelograme. Sa se demonstreze ca triunghiul APQ este
1soscel.

SOLUTIA 6. D
E se obtine din C prin rotatie in jurul lui B cu 270°
S e=b+(c—b)-[cos270°+i-sin270°] = b+ (c—b)-(—i) =b(14+1i)—c-i
H se obtine din A prin rotagie in jurul lui B cu 90°
S h=b+(a—b)- [cos90°+i-sin90°] =b+(a—0b)-i=0b1—14)+a-i
D se obtine din B prin rotagie in jurul lui C' cu 90°
Sd=c+(b—c) [cos90° +i-sin90°] =c+ (b—c)-i=c(l—i)+b-i
G se obline din A prin rotatie in jurul lui C cu 270°
S g=c+(a—c) [cos270°+i-sin270°] = c+ (a—c)-(—i) =c(1+i)—a-i
HBEP paralelogram < p+b=h+e<p=2-b—c-ita-i—b=b—c-i+a-i
CGQD paralelogram < q+c=d+g < q=2-c+b-i—a-i—c=c+b-i—a-i
AP=1p—al=|b—c-i+a-i—al
AQ=|q—a|=|c+b-i—a-i—a|=|i|-|—ci+b—a+a-i|=1-AP = AP
= AAPQ isoscel
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