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FORMULELE LUI STIRLING, WALLIS, GAUSS SI APLICATII

FEugenia Duca, Emilia Copaciu si Dorel 1. Duca

Abstract. In this paper are presented the Wallis, Stirling, Gauss formulae and
are given some their applications.
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1. FORMULA LUI WALLIS

Formula lui Wallis este prima reprezentare a numarului irational 7 ca

limita a unui sir de numere rationale. Pentru a o obtine, calculam integralele
Sp g1 K, unde

/2 /2
Sh ::/ sin"zdz ¢ K, ::/ cos™ xdx,
0 0

si n > 0 este un numar intreg.
Pentru n = 0 si n = 1 avem respectiv

/2 T /2
Sy = / de=—- g S1= / sinxdx = 1.
0 2 0

Pentru n > 2 integram prin parti; obtinem

/2 w/2
Sp = / sin ! ¢ sin zdr = / sin" !z (cosz) dz =
0 0
w/2
. n— w/2 . n—
= — sin” 1xcosm’0/ +(n1)/ sin" 2 z cos? xdx =
0

/2
=(n-1) / sin" 2 (1 —sin’z) dz = (n — 1) (Sp—2 — Sh),
0
de unde rezulta formula de recurenta
nSy, = (n—1)S,_9, oricare ar fin € N, n > 2.

Aceasta formula de recurentd, mai exact formula

n—1 .
Sp = - Sn_2, oricare ar in € N, n > 2,
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unde Sy = 7/2 gi S1 = 1, ne permite sa reducem, succesiv, calculul lui S, la
So sau S7 dupa cum n este par, respectiv impar. Intr-adevar, daca n = 2m
este par atunci

2m—-1)(2m—-3)---3-1

Som = «
T om)2m—2)---4-2 2

iar daca n = 2m + 1 este impar, atunci

(2m)(2m —2)---4-2
2m+1)(2m—1)---3-1°

Som41 = (

Acelagi rezultat obtinem si pentru K,,. Prin urmare

w/2 w/2
Sy = / sin” xdr = K,, :== / cos” zdx =
0 0

n— D!z
(”)2, daca n este par
n!!

) (n—-1)

, daca n este impar.
n!!
Pe de alta parte, pentru fiecare n € N si « € [0,7/2], avem

2n—1

sin?"tl g <sin?" z < sin z.

integrénd aceste inegalitati obtinem ca

(2n)!! 2n—1lr  (2n—2)!
Cnr Dl = @l 2= @noD)

{(2227—1)!13!1]2 2n1—i— ;S5 S {(25122)!1!)!!]2 %

de unde deducem ca

sau

g a [(222@!1!)!!]2 2n1+ 1

<[l & el s

ROk 1
_[(271—1)!!] 2n(2n+1)’

oricare ar i n € N. Deoarece
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e
lim (2n)!! 1 _o,
n—oo | (2n— D! 2n(2n+1)
urmeaza ca
) (2n)! 12 1 ™
lim = —,
n—oo | (2n— 11| (2n+1) 2
sau
2:2-4-4---(2n)(2n) 1 T

lim = _,
noo 1-1:3-3-- 2n—1)(2n—1)2n+1 2

relatie cunoscuta in matematica sub numele de formula lui Wallis. Formula
lui Wallis, celebra din punct de vedere istoric, se foloseste si azi in cercetarile
teoretice.

Comentariu. John Wallis (23 noiembrie 1616, Ashford Kent — 28 octombrie
1703, Oxford) - matematician si teolog englez - a studiat la Cambridge, dupa
care a imbratisat cariera eclesiastica. La 33 de ani a devenit profesor de geo-
metrie la Oxford. A fost un admirator al matematicii grecesti, editand o parte
din operele lui Eutokios (sec. 4 1.H.), Arhimede (sec. 3 1.H.), Aristarh (sec.
3 1.H.) si Ptolomeu (sec. 2 d.H). Lui i se datoreaza crearea invatamantului
pentru surdomuti.

2. FORMULA LUI STIRLING

Formula lui Stirling este una din formulele celebre ale analizei mate-
matice, obtinuta din formula lui Wallis.
Sa consideram functiile f, g : [1, +00[— R definite prin

f@)=In(z+1)—Ilnx — T oricare ar fi z € [1, +o0],

2z +

20+ 1

g(:c):lnx—ln(a;—i—l)—i—m,

oricare ar fi z € [1, +0o0[.

Evident functiile f si g sunt derivabile pe [1, +o0] si
-1 -1

fiw) = dz(z+1) (22 + D)% 9@ =50 (@+1)%

oricare ar fi # € [1,+oo[. Asadar ambele functii au derivatele negative pe
multimea de definitie

() <0, ¢ (x)<0, oricare ar fi z € [1,+o0].

Urmeaza ca atat f cat si g sunt strict descrescatoare pe [1, +oo[, deci avem

f@) < f1)=2-2 <0=lim g(x) <g(x).

T—00
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oricare ar fi x € [1,400[. Prin urmare, pentru orice x € [1,4o00[ au loc inega-
litatile

2x + 1

(1) 2z (x+1)

2o 1 <ln(rx+1)—Inz<

Daca in (1) punem x = n € N, obtinem ca

2n+1
2n (n+1)

(2) <ln(n+1)—Inn< , oricare ar fi n € N.

2n+1

Fie acum u €]0, 4+o00[ si h :]0, +00[— R functia definita prin
u u :
h(x) = (ac + 5) In <1 + —) — u, oricare ar fi z €]0,4o00].
T

Evident functia h este derivabila de doua ori pe ]0,+oo] si pentru orice
x €]0, +o00[ avem

r+u  u(2r+ u) 3

¢ 2x(r+u)

B (x) =In h" (p) = 2.732(.:—|—u)2

Intrucat h” (x) > 0, oricare ar fi z €]0, +oo|, deducem ci derivata h’ este strict
crescatoare pe |0, 4o00[. Urmeaza ca

h' (z) < tlirn h' (t) = 0, oricare ar fi x €]0, +00],

—00

si deci functia h este strict descrescatoare pe ]0,4+00[. Agadar avem

h(x) > tlim h(t) = 0, oricare ar fi z €]0, +o0.
— 00

Tinand seama de expresia functiei h gi de faptul ca v > 0 a fost ales oarecare,
obtinem ca

(w + g) In (1 + E) > u, oricare ar fi z,u €]0,4o00],
x

sau echivalent

uNTtz
(3) expu < (1 + 7) , oricare ar fi z,u €]0, +o0[.
x

Cu aceste pregatiri, putem demonstra formula lui Stirling.
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TEOREMA 1. (formula lui Stirling) Sirul (z,),cyn cu termenul general

n!

=— eN
n n"\/nexpn (n )
este convergent §i
|
(4) lim — & =/ (formula lui Stirling)

n—oo n™\/nexpn
Demonstratie. Evident x,, > 0, oricare ar fi n € N. Pe de alta parte, din
(3) avem ca

Tn+41 o (§]

(5) =
e

< 1, oricare ar fi n € N.

Prin urmare girul (z,) este strict descrescator si marginit inferior, agadar
convergent. Fie
xrg = lim =z,.
n—oo
Evident x¢ € [0, z1][.
Vom arata, pentru inceput, ca xo # 0. Din (5), obtinem ca

1
O<lnz, —lnz, = (n—}— 2> n(n+1)—1Inn| -1,

oricare ar fi n € N. Cum, din (2), avem

2n+1

1 1) —1 —_—
n(n+1) nn<2n(n+1)7

oricare ar fi n € N, obtinem ca

| | < +1 2n+1 1 1/1 1
nr, —Inz nt-|———-1==(--
" i 2) 2n(n+1) 4\n n+1)’

oricare ar fi n € N. Asadar

1/1 1
(6) 0<lnmn—lnxn+1<4<n—n+1>, oricare ar fi n € N.

Din (6), deducem ca pentru orice n € N, avem

)
)

0<lnx2—lnx3<i(%—

e

1/(1
O<lnx3—lnx4<1(§—

0<Inwy 1 —Inz, <} (75 - 1)
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de unde, prin adunare membru cu membru, obtinem

1/1 1
0<lnx2—lnxn<4(2—n)

sau

sau
1/1 1 Ty
7 (=) ) <2<
@ P (4 <n 2)) T2
Daca acum, in (7), facem n — oo obtinem
-1 Zo
)<Y
e ()<
si deci xg # 0.
Cum, pentru fiecare n € N, avem
a2 4r(nh)? [2 2.4 (2n) \F_
v 2n) Vno 1-3---2n-1)Vn

B 2-4---(2n) 2(2n +1)
13- (2n—-1)V2n+ 1 n o

in baza formulei lui Wallis, deducem ca

1‘0:\/27T.

0

Comentariu. James Stirling (mai 1692, Garden, Stirlingshire — 5 decembrie
1770, Edinburgh) - matematician scotian - a studiat la Oxford, Padova si
Venetia. A fost membru al Academiei Regale din Berlin. Formula, care azi i
poarta numele, se gaseste in tratatul Methodus Differentialis, publicat in 1780.

2.1. Functiile beta si gama ale lui Euler. Functiile beta si gama au fost
introduse si studiate de catre Euler in 1730.
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2.2. Functia beta a lui Euler. Daca z si y sunt numere reale astfel incat
x >0, y > 0, atunci functia f :]0,1[— R definita prin

ft):=t""1(1—t)V"! oricare ar fi t €]0,1],
este integrabila impropriu pe |0, 1[ (vezi, de exemplu, [2]).
Functia B :]0, +00[x]0, +00[— R definita prin

1
B (z,y) = /0 "1 (1 — t)y_l dt, oricare ar fi z,y €]0, +00],

se numeste functia beta a lui Euler (sau integrala lui Euler de prima

speta).
Cateva proprietati ale functiei beta a lui Euler sunt date in teorema urmatoare.

TEOREMA 2. Urmdatoarele afirmatii sunt adevdrate:
1Y B(x,y) = B(y,x), oricare ar fi z,y > 0.
x
20 B(z+1,y) = ——B(x,y), oricare ar fi x,y > 0.
( V)= ; (z,y) fizy

3° B(z,y+1)= x—zyB (x,y), oricare ar fi z,y > 0.
0 +oo tafl
4 B(z,y) = / _r
() o+0 (t+1)""Y

50 B(z,1) = 1, oricare ar fi z > 0.

dt, oricare ar fi x,y > 0.

- 1!
60 B(x,n):x(x_i_l)(?j”“(x)_‘_n_l),0ricarearﬁ:1:>0§z'n€N.
— D' (n—1)!
70 B(m,n) = (W(L +) (n 1)') , oricare ar fin,m € N.
m+mn—1)!
SOB(%,%):TF.

Demonstratie. 19 Facem schimbarea de variabild t :== 1 — u.
20 Integram prin parti; obtinem

1

-1 1
Blz+1,y) = — (1—t) +x/ F (1 — )Y dt =
Yy Y Jo

0
- z/ltxl (=t = (1=t ae =
YyJo
z [ 1 1 z [! 1
:/ (1 —t)Y dt—/ t*(1—t) " dt =
Y Jo Y Jo

T xT
=-B z,y - —-B 93+1,y )
” (z,9) " ( )
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de unde deducem formula din afirmatia 2°.
30 Se aplica 1° si 20.
49 Facem schimbarea de variabila

U
t:= ;
u+1
obtinem
400 x—1 1 y—1 1
sen= [ (o) (i) du =
04-0 U+1 U+1 U+1
+oo z—1
u
:/ AT
040 (u+1)
5 Avem
1-0 1
1 1
B(a:,l):/ ol =~ = =,
0+0 oo ¥
6° In baza afirmatiilor anterioare, avem
n—1 n—1 n—2
B =— "~ B —-1) = B —2)=---
(@n)=_————B@n-1)=———"————B@n-2)
n—1 n—2 n—(n-1)

= . B(x,1) =
r+n—lz+n—2 z+n—(n-—1)

(n—1)!
z(x+1)--(z+n-1)

70 Se aplica 69 si 1°.
8% Facem schimbarea de variabila
t:=cos?u, u€|0,m/2;
obtinem

< > ™/2-0 2 cosusinu

040 /t 1—t 040 \/0052 (1 — cos?u)

w/2
:2/ du = .
0

du =
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2.3. Functia gama a lui Euler. Functia f :]0, +00[— R definita prin
f(t) := exp (—t) t*"!dt, oricare ar fi t €]0, +00],

este integrabila impropriu pe |0, +oo[ (vezi, de exemplu, [2]).
Functia I" :]0, +oo[— R definita prin

+oo
I(x):= /0 exp (—t) t*~1dt, oricare ar fi 2 €]0, +00],

se numeste functia gama a lui Euler (sau integrala lui Euler de speta
a doua).
Cateva proprietati ale functiei gama a lui Euler sunt date in teorema urmatoare.
TEOREMA 3. Urmadatoarele afirmatii sunt adevdrate:
19 T'(1) =1.
20 T'(z+1) =2 (z), oricare ar fi x > 0.
30 T'(n+1) = n!, oricare ar fin € N.

nln®

49 I'(z) = nh_}n;o TG D @En) oricare ar fi x > 0 (formula lui
Gauss).
I'x)T
50 B(x,y) = F(Q;)—i—(yy))’ oricare ar fi x,y > 0.
6° T'(2)T(1—x (x,1—2x), oricare ar fi x €]0,1].

= , oricare ar fi x €]0,1][.

8 T'(x)I(1—2)= .L, oricare ar fi x €]0, 1 (formula lui Euler).
sin

90 T'(1/2) = /7.

Demonstratie. 1° Avem

—+00

ra:= /0+OO exp (—t)t!7ldt = /0+00 exp (—t)dt = —exp (—t) =1

0
20 Integrand prin parti obtinem

+00 +oo
Fz+1)= / exp (—t)t*dt = —exp (—t)t*
0

=al' (z).

—+00
+ x/ exp (—t) t* tdt =
0

0

30 In baza afirmatiilor 1° si 20, pentru orice n € N, avem
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r(1) =1
T'(2) =10 (1)
T (3) =20 (2)

inmul‘gind aceste egalitati membru cu membru obtinem egalitatea din afirmatia
30
4% Fie z €]0, +oo[. Pentru n € N, consideram integrala

n t n
I, ;:/ (1 — > =1t
0 n

Integrand prin parti, obtinem
n n—1
nl [T t
+/ (1—) t*dt =
o TnJ n

t\"t*
(A
n X

Intrucat

n—o0

t n

lim (1 — ) = exp (—t), oricare ar fi ¢t €]0, +o0],
n

deducem ca

+oo n ; n
I’(x):/o exp(_t)tx—ldt: lim ; (1_n) tx—ldt7

n—oo

de unde rezulta concluzia.
5% Fie z,y,s > 0. Cu schimbarea de variabila
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t=(s+1)u, u€l0,+ool,
obtinem

+o0
I'(z+4y) = / exp (—t) t*Tv1dt =
0
400
= / exp (— (s + 1) u) (s + 1"V v 1dy =
0

+oo
=(s+ 1)I+y/ exp (— (s + 1) u) v 1du,
0
de unde, rezulta ca

[(z+y)s* !

+oo
G =571 /0 exp (— (s + 1) u) u” ¥ 1du.

De aici, prin integrare de la 0 la 400, obtinem

+o0o 89071 +o0 o1 +00 y—1
I'(z+ y)/o mds = /0 (5 /0 exp(—(s+1)u)u du) ds,

prin urmare
I'(z+y)B(z,y) =

+o0 +oo
= / (/ exp (— (s+1)u) u”ylsxlds) du =
0 0

+00 T +oo
= / exp (—u) ux+y_1ﬂdu =T (z) / u®Lexp (—u) du
0 u¥ 0

=T ()T (y).
6° Fie x €]0,1[. Atunci punand y := z — 1 > 0 in relatia din 5°, obtinem

'z)T(1—z)=B(z,1—2)I'(1) =B (2,1 —x).
79 Din 6° i 4° deducem c& pentru orice x €]0, 1],

I(2)T(1-2)=B(z,1-1z)=

: n!n® nint=e B
ey ey B prarry N W F o s By ey
: n (n!)?
= lim =
n—oo (1 —x2)- - (n2—a?)(n+z—1)
1
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12

. 1
= lim =
n—00 2 z2 z2
R (- 8)
B 1
) 2
T
x 1-—
(%)
n=1
80 Intrucat
sinz = x <1 — 22) , oricare ar fi x € R,
nem
n=1

si deci

o
: x? ,
sinmx = Tx H 1—— |, oricare ar fi z € R,
n
n=1

din egalitatea stabiliti la 70, obtinem ca, oricare ar fi  €]0, 1], avem

Fx)r(l—=z) =
B T o
B O 2\  sinmz’
x
le_[(l—?ﬂ)
n=1

9% Punem z = 1/2 in egalitatea din afirmatia 5°; obtinem

)= -a) -

Rezulta T'(1/2) = /7.

3. APLICATII

In baza teoremei 3, pentru orice x,y €]0, 1], avem



13 Formulele lui Stirling, Wallis, Gauss si aplicatii

65

Fx)r'(l—=) _ sinmy
Fy)r(1—y) sinmz

VIR
(1 5)
v
si deci
@ e Rl

1Y Daci in (8) luim z = 1/6 si y = 1/4 membrul intai devine

F@lP(1-x) TE/OT(/6) _sin(r/4) _ 5

T(yT(1-y) T(1/4T(3/4)  sin(r/6)

iar membrul al doilea

oo (4n—1)(4n+1) oo

Qﬁw L) | e — QH(l2n—3)(12n+3)
z -2 (n—x)(n+w) 4n:1(6”—1()5$ 422 (12n —2) (12n + 2)
3.9 15-21  (12n+3)(12n+9)
2.10 14-20  (12n+2) (120 + 10)

o0

B (12n + 3) (12n +9)
N H (12n + 2) (12n + 10)°

n=0

Asadar
3.9 15-21  (12n+3)(12n+9)
2 — . e -
©) V2= o0 (12n + 2) (12n + 10)
Formula (9) a fost obtinuta de Catalan in anul 1873 (vezi [3]).
20 Daca in (8) ludm x = 3/8 si y = 1/4 membrul intai devine
(@) T(1-2z) T(3/8I(5/8) sin(m/4)

T(yT(1-y) T(1/4T(3/4) sin(3n/8)

3’ g (71' 77) ™ 1+ cos (m/4) 2+2
in3d— =sin|-— =) = — = =
g T e TR TR T 2 2

Cum
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obtinem ca
. T

T T(1-— S —
@I« Sy s
Ty T -y) sin 32
Pe de alta parte, membrul al doilea al relatiei (8), este

o0 (4n—1ig4n+1) 2 (8n B
(8n 3)(8n+3) ~ g (
42
10-14 (8n+2) (8n+6
(

11-13 (8n+3)(Bn+5

= (8n 4 2) (8n + 6)
b (8n+3)(8n+5)

2)(8n+2)
8n—3)(8n+3)
) .
)

Y17 (=) (n+y)
(n—x) n—l—x)_

w| N oo\w\u;\»—t

c;msﬁ,:l

/2_\/5_2-6 10-14 (8n+2) (8n + 6)
3.5 11-13  (8n+3)(8n+5)
39 In (8) s& luim 2 = 1/6 si y = 5/12. Atunci membrul intai devine
() IT'(1—-x) T(1/6)T(5/6) sin (57 /12)

F(y)T'(1—y) TI'(5/12)T(7/12)  sin(n/6)

Asadar

Intrucat
LT Z 7r \/1+cos(7r/6) V243
Sln5—:s1n<———) 0S8 — — - ’
12 2 12 12 2 2
obtinem ca
T o
Dl (i-z) %15 %
= 2 =4/2+V3.
Fyrl-y) s1n— )

6

Pe de alta parte, membrul al doilea al relatiei (8), devine

(8
0o (12n—5)(12n+5) 5y (12n—5)(12n+5)

3/ (n—y)(n+y) _QH i _
(n—z)(n+z) § 13 6n= 1 (6n=D(6ntl) 212 (12n —2) (12n +2)

5.7 17 19 (12n—|—5) (12n +7)
T 2.10 14-22  (12n+2) (12n + 10)
(12n +5) (12n +7)

- go(nn +2)(12n + 10)°

17-1 12 12
/2+\f— 5.7 17-19  (12n+5)(12n+7)
2-10 14-22  (12n+2) (12n + 10)

Asadar
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49 In (8) i ludm = = 1/3 i y = 1/6. Atunci membrul intai devine

I(z)T(1—2) T(1/3)T(2/3) sin(r/3)

T(yT(1-y) T(/6)T(5/6) sin(r/6)

Pe de alta parte, membrul al doilea al relatiei (8), devine

=/3.

[\ ]
| \ %

yH ) (n+ ) _éﬁ(:sn 1)(3n+1) 7ﬁ(6n—2)(6n+2)_
(n—z)(n+x) _7 n—2)lon n— n+1)
§ o BnoL)(ntl) 16+1> 114 (6n—1) (6n+1)
2.4 8- 0 (60 +2) (6n +4)
T 15 7. “(6n+1) (6n+5)
_1"—"[ 6n + 2) (6n + 4)
(64 1) (6n+5)

Asadar
2-4 8-10 (6n +2) (6n +4)

1-5 711 (6n+1)(6n+5)
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